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R E S U M E N

TIT U L O :  R u t a s  de D i s t a n c i a  M í n i m a  s o b r e  un M o d e l o

J e r á r q u i c o  de T e r r e n o .

- Se p r e s e n t a  un a l g o r i t m o  para e n c o n t r a r  R u t a s  de

L o n g i t u d  M í n i m a  ent r e  dos p u n t o s  d a dos ( o r i g e n  y

d e s t i n o )  de un terreno.

- El t e r r e n o  se r e p r e s e n t a  m e d i a n t e  un p o l i e d r o  de car a s  

t r i a n g u l a r e s .

- Se ha c o n s i d e r a d o  c o n v e n i e n t e  a d o p t a r  un m o d e l o  

J e r á r q u i c o  de t e r r e n o  en el que las c a r a s  t r i a n g u l a r e s  

del p o l i e d r o  p u e d e n  ser s u b d i v i d i d a s  en t r i a n g u l a c i o n e s  

más finas, h a s t a  lograr la p r e c i s i ó n  des e a d a .

- Est e  t r a b a j o  se a p o y a  p r i n c i p a l m e n t e  en dos a l g o r i t m o s  :

1) El de M o u n t  [ M - 8 5 ] , que p r e s e n t a  una s o l u c i ó n  al 

p r o b l e m a  de e n c o n t r a r  una R u t a  de L o n g i t u d  M í n i m a  en 

la s u p e r f i c i e  de un p o l i e d r o .

2) El de D i j K s t r a  [ A HU-74], para o b t en e r  R u t a s  de 

L o n g i t u d  M í n i m a  en G r á f i c a s  D i r i g i d a s .

- El a l g o r i t m o  q u e  se p r o p o n e  a p r o v e c h a  las p e c u l i a r i d a d e s

de los m o d e l o s  j e r á r q u i c o s  pa r a  r e s o l v e r  una s e r i e  de

p r o b l e m a s  a p r o x i m a d o s .  En la s o l u c i ó n  de tales p r o b l e m a s  
* - .1 

se el.i m i n a n  "a p r iori" c i e r t a s  r e g i o n e s  del t e r r e n o  por

las q u e  es i m p o s i b l e  que pa s e  la ruta de d i s t a n c i a

m í n i ma .

- F i n a l m e n t e ,  se a pl i c a  un m é t o d o  e x a c t o  para o b t e n e r  el 

c a m i n o  más c o r t o  ent r e  O ri g e n  y D e s t i n o ,  c o n s i d e r a n d o

1



s ó l a m e n t e  la p o r c i ó n  de t e r re n o  que no ha si d o  e l i m i n a d a  

en la s e rie de p r o b l e m a s  a p r o x i m a d o s .
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I N T R O D U C C I O N .

E s t e  t r a b a j o  se r e f i e r e  a la o b t e n c i ó n  de una Rut a  de 

L o n g i t u d  M í n i m a  que c o n e c t e  un p u n t o  O r i g e n  con un p u n t o  D e s t i n o  

d e n t r o  una c i e r t a  r e g i ó n  de terreno. Se p r e s u p o n e  c o n t a r  c o n  una 

base de d a tos con i n f o r m a c i ó n  del t e rreno, y que es t a  i n f o r m a c i ó n  

está o r g a n i z a d a  en forma j e r á r q u i c a .  La s u s o d i c h a  base de dat o s  

c o n t i e n e  la u b i c a c i ó n  y la a l t u r a  de p u n t o s  s i g n i f i c a t i v o s  del 

t e r r e n o .

El p r o b l e m a  de r u tas m i n i m a s  en p o l i e d r o s  ha sido t r a t a d o

e n t r e  o t r o s  por M o u n t  [ M - 8 5 ] ; O ’R o u r k e ,  Suri y B o o t h  [ O S B - 8 4 ]  y

S h a r i r  y S c h o r r  [SS-84].

S h a r i r  y S ch o r r  p r e s e n t a n  un a l g o r i t m o  p a r a  e n c o n t r a r  la

ru t a  de l o ngitud m í n i m a  sob r e  un p o l i e d r o  con v e x o .  La
3

c o m p l e j i d a d  de d i c h o  a l g o r i t m o  es de 0(n Iog n).

O ’R o u r k e ,  Suri y B o o t h  d e s a r r o I I a r o n  un a l g o r i t m o  de 
5

c o m p l e j i d a d  0(n ), para e n c o n t r a r  la ruta de long i t u d  m í n i m a  

e n t r e  dos p u n t o s  s o b r e  un p o l i e d r o  no c o n v e x o .
2

Por últ i m o ,  M o u n t  p r o p o n e  un a l g o r i t m o  de o r d e n  0(n Iog n); 

es t e  a l g o r i t m o  m e j o r a  los r e s u l t a d o s  de O ’Ro u r k e ,  Suri y B o o t h ,  

pa r a  o b t e n e r  la ru t a  de longitud m í n i m a  e n t r e  dos p u n t o s  s o b r e  un 

p o l i e d r o  no n e c e s a r i a m e n t e  convexo.

El p r o p ó s i t o  de esta tesis es el de r e d u c i r  la c o m p l e j i d a d  

de los algori.tmos m e n c i o n a d o s ,  pa r a  lo cual se p r o p o n e  un 

a l g o r i t m o  del tipo " r a m i f i c a c i ó n  y a c o t a m i e n t o "  p re v i o  a la 

s o l u c i ó n  e x a c t a  del p r o b l e m a  final.

Es t a  “r a m i f i c a c i ó n  y A c o t a m i e n t o” c o n s t a  pues de dos fases:

a) -  A c o t a m i e n t o .  En la que se g e n e r a  una a p r o x i m a c i ó n
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"buena" a la ruta m í n i m a  d e n t r o  de la r e g i ó n  a

c o n s i d e r a r s e . La lon g i t u d  de d i c h a  a p r o x i m a c i ó n  a c o t a

por a rr i b a  a la l o ngitud mí n i m a ,

b)- R e d u c c i ó n :  En la que, con ba s e  en la c ot a  a n t e r i o r ,  se

d e s c a r t a n  de la r e g i ó n  a c o n s i d e r a r s e  p o r c i o n e s  por las

que es i m p o s i b l e  que pa s e  una ru t a  mí n i m a .

Pa r a  rea I i zar lo a n t e r i o r  se c o n t a r á  con un m o d e l o  

j e r á r q u i c o  del terr e n o ,  en el que la j e r a r q u í a  es t á  da d a  por una 

s e r i e  de r e p r e s e n t a c i o n e s  de c r e c i e n t e  nivel de p r e c i s i ó n .  En

c a d a  n i \)e I de p r e c i s i ó n  se tiene una p a r t i c i ó n  t r i a n g u l a r  cuy o é  

v é r t i c e s  tien e n  a l t u r a  c o n o c i d a ;  pa r a  a p r o x i m a r  la a l t u r a  de 

c u a l q u i e r  otr o  se i n t e r p o l a  l i n e a l m e n t e  e n t r e  los v é r t i c e s  del

t r i á n g u l o  que lo c o n t i e n e .  Los v é r t i c e s  c o r r e s p o n d i e n t e s  a un

c i e r t o  nivel de p r e c i s i ó n  son o b t e n i d o s  s e c c i o n a n d o  los

t r i á n g u l o s  del nivel a n t e r i o r .  La raz ó n  para o r g a n i z a r  el m o d e l o

en n i v e l e s  es la de h a c e r  un c o m p r o m i s o  e n t r e  e x a c t i t u d  y v o l u m e n  

de i n f o r m a c i ó n :  los p r i m e r o s  n i v e l e s  t i e n e n  i n f o r m a c i ó n  m u y

g r u e s a ,  a u n q u e  m u y  suc i n t a .

S o b r e  este m o d e l o  j e r á r q u i c o  se r e s o l v e r á n  una s e r i e  de 

p r o b l e m a s  a p r o x i m a d o s  de d i s t a n c i a  m í n i m a ,  c o m e n z a n d o  con el 

nivel de p r e c i s i ó n  más g r u esa, y p r o s i g u i e n d o  con los n i v e l e s  de 

m e j o r  ajuste.* La 'información lograda al r e s o l v e r  J o s  p r o b l e m a s  

a p r o x i m a d o s  en n i v e l e s  de m e n o r  p r e c i s i ó n  p e r m i t i r á n  d e s c a r t a r  "a 

pri.ori" g r a n d e s  á r e a s  ( r e d u c c i ó n ) ,  con lo que al r e s o l v e r s e  el 

p r o b l e m a  "real" m e d i a n t e  un m é t o d o  e x acto, se h a b r á  d i s m i n u i d o  

e n o r m e m e n t e  el v o l u m e n  de c á l c u l o s  i n v o l u c r a d o s .

En el c a p i t u l o  I se d e s c r i b e  el m o d e l o  de t e r r e n o  u t i l i z a d o

U



y los a n t e c e d e n t e s  en que se basa este trab a j o .

En el c a p i t u l o  II se d e s c r i b e  el a l g o r i t m o  p r o p u e s t o  para 

e n c o n t r a r  r u t a s  de l o n g i t u d  mín i m a .

F i n a l m e n t e ,  en el c a p i t u l o  III se p r e s e n t a n  los r e s u l t a d o s  y 

c o n c l u s i o n e s  del t r a b a j o  r e a l i z a d o .

En el a p é n d i c e  A, se d e s c r i b e  el c o n c e p t o  de 

"ampI i f i cac i ó n ".
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C A P I T U L O  I. A N T E C E D E N T E S

Es t e  t r a b a j o  se a p o y a  p r i n c i p a l m e n t e  en el a l g o r i t m o  de 

Mount [M - 8 5 ]. D i c h o  a u t o r  u t i l i z a  una c o n s t r u c c i ó n '  g e o m é t r i c a  

que I lama c u ñ a  par a  o b t e n e r  la ru t a  de lon g i t u d  m í n i m a  en un 

po l i e d r o ,  y se a p o y a  a su vez en el a l g o r i t m o  de D i j K s t r a  [AHU- 

74] para el c a m i n o  más c o r t o  en g r á f i c a s .

La r e p r e s e n t a c i ó n  del ter r e n o  u t i l i z a d o  es d e s c r i t o  en la

s e c c i ó n  1.1. y el a l g o r i t m o  de M o u n t  en la s e c c i ó n  1.2.

1.1 R E P R E S E N T A C I O N  D E L  T E R R E N O

En. es t a  s e c c i ó n  se m u e s t r a  la for m a  en que se r e p r e s e n t a  un 

t e rreno, asi c o m o  a l g u n o s  p r o c e d i m i e n t o s  pa r a  o b t e n e r  i n f o r m a c i ó n  

del mi s m o .

En la s e c c i ó n  1.1.1 se p r e s e n t a  el m o d e l o  s e l e c c i o n a d o  para 

r e p r e s e n t a r  el terr e n o ,  y en la 1.1 . 2  se d e s c r i b e  la f o r m a  en que 

se a l m a c e n a  la i n f o r m a c i ó n  c o r r e s p o n d i e n t e .

1.1.1 M O D E L O  D E L  T E R R E N O

C o m o  se ha d i c h o  ya, en es t e  t r a b a j o  el t e r r e n o  se

r e p r e s e n t a  m e d i a n t e  una s u p e r f i c e  p o l i é d r i c a .

Un p o l i e á r o  sé d e f i n e  c o m o  un c o n j u n t o  f i n i t d  c o n e x o  de

p o l í g o n o s  p l a n o s  ( l l amados " c aras"), tal que ca d a  lado de cada 

p o l í g o n o  es c o m ú n  con otro políg o n o .

El p o l i e d r o  forma una s u p e r f i c i e  c e r r a d a  s i m p l e ,  y 

d e s c o m p o n e  el e s p a c i o  en dos r e g i o n e s ,  una de las c u a l e s ,  I lamada 

" i n t e r i o r " ,  es finita.
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Un p o l i e d r o  es c o n v e x o  si sus c a r a s  o su int e r i o r  c o n t i e n e n

al total de s e g m e n t o s  que unen ca d a  par de los v é r t i c e s  de sus

c a r a s .

En este t r a b a j o  las car a s  del p o l i e d r o  s e r á n  t r i a n g u  I a r e s .

En la s i g u i e n t e  f i g u r a  se m u e s t r a  un p o l i e d r o  no c o n v e x o  con

c a r a s  trianguI a r e s .

f ig u r a  1.1 P o l i e d r o  no c o n v e x o  con c a r a s  t r i a n g u I ar e s  .

R e p r e s e n  tac i ón

La r e p r e s e n t a c  ión de t e r r e n o  u t i l i z a d a  es una "j e r á r q u i c a " , 

con c r e c i e n t e s  n i v e l e s  de p r e c i s i ó n .  Pa r a  todo nivel de esta 

j e r a r q u í a  la r e g i ó n  se s u b d i v i d e  en un c o n j u n t o  de t r i á n g u l o s  

r e c t á n g u l o s  (cuyo n ú m e r o  d e p e n d e  de la p r e c i si ó n ) ,  de c u y o s  v é r t i c e s  

se c o n o c e n  las c o o r d e n a d a s  (x,y,z). Pa r a  c o n o c e r  la a l t u r a  de un 

p u n t o  c u a l q u i e r a  se inter p o l a  l i n e a l m e n t e  e n t r e  los v e f t i c e s  del 

t r i á n g u l o  que lo c o n t i e n e .  Una t r i a n g u l a c i ó n  de un nivel da d o  se 

¡ l u s t r a  en las s i g u i e n t e  figura:
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fi g u r a  1.2.1 P a r t i c i ó n  para un nivel d a d o  de p r e c i s i ó n

C o m o  se m e n c i o n ó  en la i n t r o d u c c i ó n ,  los t r i á n g u l o s  de un 

nivel de p r e c i s i ó n  dado se o b t i e n e n  s u b d iv id iend o  los del nivel 

an t e r i o r .  En p a r t i c u l a r ,  los n u e v o s  t r i á n g u l o s  se g e n e r a n

u t i l i z a n d o  los p u n t o s  m ed i o s  de los lados del t r i á n g u l o  padre, 

co m o  lo m u e s t r a  la f i g u r a  1.2.2.

f i g u r a  1.2 . 2  G e n e r a c i ó n  de n u e v o s  t r i á n g u l o s
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Asi pues, la base de es t a  j e r a r q u í a  es una p a r t i c i ó n  inicial 

R U D A  de 8 t r i á n g u l o s ,  a l m a c e n a d a  en el a r c h i v o  A R C H O ;  le sig u e  

una p a r t i c i ó n  de 32 t r i á n g u l o s  que está a l m a c e n a d a  en un a r c h i v o  

A R C H 1 , y asi s u c e s i v a m e n t e  h a s t a  el a r c h i v o  A R C H n  que es el de 

m e j o r  p r e c i s i ó n .

La f i g u r a  1.3.1 m u e s t r a  3 n i v e l e s  de a p r o x i m a c i ó n  pa r a  un 

t e rreno, m i s m o s  que c o n s t a n  de 8 , 3 2  y 128 t r i á n g u l o s .
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figu r a  1.3.1 M o d e l o  J e r á r q u i c o
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1.1 . 2  C L A V E S  DE L OS  V E R T I C E S  Y L O S  L A D O S

En e s t e  trabajo, y por la c o n v e n i e n c i a  de u t i l i z a r  el 

c o n c e p t o  de "mon o t o n i c i  d a d " d e s c r i t o  en la s e c c i ó n  1.2.1., un 

lado que s e a  c o m ú n  a dos car a s  será r e p r e s e n t a d o  m e d i a n t e  dos 

d i s t i n t a s  v e r s i o n e s  o "lados internos", uno par a  ca d a  c a r a  que 

lo c o n t i e n e .

Los a l g o r i t m o s  n e c e s a r i o s  pa r a  i m p l a n t a r  este t r a b a j o  

u t i l i z a n  m u y  f r e c u e n t e m e n t e  tanto la o p e r a c i ó n  de a c c e s a r  la 

i n f o r m a c i ó n  de un v é r t i c e  (o lado i n terno ) dado, co m o  la de 

o b t e n e r  una lista de sus vec i n o s .  Con el fin s i m p l i f i c a r  e s tas 

o p e r a c i o n e s  es c o n v e n i e n t e  a s o c i a r  c l a v e s  a c a d a  v é r t i c e  y a cada 

"lado inter n o " .  E s tas c l a v e s  son o b t e n i d a s  u t i l i z a n d o  las 

c o o r d e n a d a s  (x,y) de los v é r t i c e s  m e d i a n t e  " e n t r e t e j i d o  de bits" 

[BV-8A]. E s t e  m é t o d o  c o n s i s t e  s i m p l e m e n t e  en e x p r e s a r  en forma 

b i n a r i a  las c o o r d e n a d a s  "x " "y" de un punto, y o b t e n e r  de e l las 

un n u e v o  n ú m e r o  b i n a r i o  c u yos c a m p o s  e n t r e t e j e n  un bit de la 

o r d e n a d a  con uno de la a b cisa.

Se c o n s i d e r a  que los "lados internos" de u n a  c a r a  c u a l q u i e r a  

en la t r i a n g u l a c i ó n  e s t á n  o r i e n t a d o s  en el s e n t i d o  de las 

m a n e c i l l a s  del reloj, lo que p e r m i t e  h a b l a r  de un v é r t i c e  inicial 

y de u n o  final de un lado interno.

C o m o  h e m o s  e s c o g i d o  una p a r t i c i ó n  en t r i á n g u l o s  r e c t á n g u l o s  

e q u i l á t e r o s ,  un lado p u e d e  tener seis d i r e c c i o n e s ,  cu y o  c ó d i g o  es 

el s i g u i e n t e :
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f i g u r a  1 . B.2 C ó d i g o  de d i r e c c i o n e s

L a o r i e n t a c i ó n  y el v é r t i c e  inicial de un lado interno nos 

p e r m i t e n  i d e n t i f i c a r  su v é r t i c e  final, ya que la lon g i t u d  de un 

lado d e p e n d e  de la o r i e n t a c i ó n  y el nivel de p r e c i s i ó n .  Por 

tanto, una o r i e n t a c i ó n  y un v é r t i c e  inicial d a dos d e t e r m i n a n  

c o m p l e t a m e n t e  un lado interno.

A p r o v e c h a n d o  tal h e c h o  f o r m a r e m o s  la c l a v e  de un lado 

i n t erno c o n c a t e n a n d o  su d i r e c c i ó n  con las " c o o r d e n a d a s  

e n t r e t e j i d a s "  de su v é r t i c e  inicial.

Asi, c u a n d o  una c l a v e  que inicie con ’1 ’ indica que su

v é r t i c e  final se e n c u e n t r a  en la d i r e c c i ó n  1, es decir, a la

d e re c h a  s o b r e  el eje de las X ’s del v é r t i c e  inicial del lado.

Pa r a  p o d e r  r e p r e s e n t a r  m e d i a n t e  el m i s m o  f o r m a t o  las c l a v e s  

de v é r t i c e s  y de lados i n ternos a s i g n a r e m o s  a los v é r t i c e s  una 

d i r e c c i ó n  f i c t i c i a  ’0 ’.

E j e m p l o :  S u p o n i e n d o  que se tiene la c l a v e  ’41 4 0 0 * ,  e n t o n c e s :

- Se es t á  h a b l a n d o  de un lado interno

- El v é r t i c e  final está en la d i r e c c i ó n  4, es d e cir, a la

i z q u i e r d a  s o b r e  el eje de las X ’s del v é r t i c e  inicial.
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- La p a r t e  de la c l a v e  '1400', nos indica que las c o o r d e n a d a s  

del v é r t i c e  inicial son (C/2.C / 2 ) .

- Y f in a l m e n t e ,  como s a b e m o s  que el v é r t i c e  final es t á  a la 

i z q u i e r d a  sob r e  el eje de las X ’s, las c o o r d e n a d a s  del 

v é r t i c e  final son (0,C/2).

D o n d e  C es el v a l o r  m á x i m o  que p u e d e n  t o mar X o Y.

En n u e s t r o  tra b a j o ,  u t i l i z a m o s  los s i g u i e n t e s  p r o c e d i m i e n t o s  

p a r a  m a n i p u l a r  las c l aves:

- P r o c e d i m i e n t o  C l a v e O r i (.), se o b t i e n e  la c l a v e  de un lado, 

i n c l u y e n d o  la p a r t e  del mismo.

- CI a v e a C o o r (c I a v e ) , r e g r e s a  las c o o r d e n a d a s  del v é r t i c e  

r e p r e s e n t a d o  por clave.

- A d y a c e n t e (cI a v e ) , o b t i e n e  las lados a d y a c e n t e s  a clave,

d o n d e  c l a v e  p u e d e  ser un lado o un vért i c e .

- C I a v e O p u e s t a (cI a v e ) , r e g r e s a  la c l a v e  del lado

r e p r e s e n t a d o  por clave, pero en d i r e c c i ó n  c o n t r a r i a .

(es d e c i r ,  la ot r a  par t e  del lado)

De es ta forma, con e s t o s  p r o c e d i m i e n t o s  es p o s i b l e  o b t e n e r

i n f o r m a c i ó n  del t e r r e n o  en un c ie r t o  nivel de p r e c i s i ó n .
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1.2 A L G O R I T M O  DE M O U N T .

El p r o b l e m a  t r a t a d o  en est e  t r a b a j o  se r e f i e r e  a la 

o b t e n c i ó n  de rut a s  de longitud m í n i m a  e n t r e  dos p u n t o s  sob r e  un 

t e r r e n o .  U n o  de estos p u n t o s  es el O r i g e n  de la ruta, el o t r o  es 

el D e s t i n o .

C o m o  se m e n c i o n ó  en la s e c c i ó n  1.1 el t e r r e n o  es 

r e p r e s e n t a d o  por una s u p e r f i c i e  p o l i é d r i c a  no c o n v e x a  con caras 

tr i anguI a r e s .

El a l g o r i t m o  de D i j K s t r a  p o d r í a  ser u s a d o  en el ca s o  de que 

se v i a j a r a  s ó l o  a trav é s  de v é r t i c e s  y lados; d e s g r a c i a d a m e n t e ,  

las r u tas m í n i m a s  sob r e  un p o l i e d r o  no s i e m p r e  e s t á n  sob r e  lados 

y t í p i c a m e n t e  c r u z a n  caras, lados y vért i c e s .

P a r a  e n c o n t r a r  el c a m i n o  más c o r t o  en un t e r r e n o  

r e p r e s e n t a d o  por un p o l i e d r o  nos a p o y a r e m o s  en el a l g o r i t m o  

p r o p u e s t o  por M o u n t  [ M - 8 5 ] , que a c o n t i n u a c i ó n  se d e s c r i b e .

1.2.1 G E N E R A L I D A D E S .

E s t e  a l g o r i t m o  m e j o r a  los r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  por S h a r i r  y 

S c h o r r  [ S S - 8 A ]  y los de O ’Rou r k e ,  Suri y B o o t h  [OS B - 8 4 ]  p a r a  el 

p r o b l e m a  de e n c o n t r a r  c a m i n o s  c o r t o s  en la s u p e r f i c i e  de un 

p o l i e d r o  ( c o n v e x o  o no).

El a l g o r i t m o  es una g e n e r a l i z a c i ó n  de las t é c n i c a s  u s a d a s  

por S h a r i r  y S ch o r r  [ S S - 8 4 ] , que a su vez g e n e r a l i z a n  el 

a l g o r i t m o  de D i j k s t r a  [AHU- 74]. E s t e  t r a b a j o  es v á l i d o  para 

p o l i e d r o s  no c o n v e x o s  como el m o s t r a d o  en la f i g u r a  1.1. Se 

a s u m e  que las c a r a s  son t r i a n g u l a r e s  y a d e m á s ,  que los p u n t o s  

o r i g e n  y d e s t i n o  (de la ruta b u s c a d a )  c o i n c i d e n  con dos v ér t i c e s
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de la t r i a n gu l a c i ó n .  Es t o  no es una r e s t r i c c i ó n ,  ya que si un 

p u n t o  dad o  no c o i n c i d e  con un v é r t i c e  se p u e d e n  e x t e n d e r  lados a 

p a r t i r  de d i c h o  p u n t o  hac i a  los v é r t i c e s  de la cara que lo 

c o n t i e n e .

D E S D O B L A M I E N T O  D E  U NA  C A R A

Con el fin de s i m p l i f i c a r  el c á l c u l o  i n v o lu c r a d o  en la 

o b t e n c i ó n  de rut a s  s o b r e  un p o l i e d r o  es c o n v e n i e n t e  ''desdoblar" 

p l a n a r m e n t e  tal p o l i e d r o  a lo largo de una ruta

D e s d o b l a r  es el p r o c e d i m i e n t o  m e d i a n t e  el cual dos car a s  

a d y a c e n t e s  son r o t a d a s  s o b r e  su lado común, h a s t a  que a m b a s  están 

s o b r e  un m i s m o  plano.

Se p u e d e  a p r e c i a r  que al v i a j a r  s o b r e  un p o l i e d r o  la 

d i s t a n c i a  de un c a m i n o  que c r u z a  de una c a r a  el a otra c2 no es 

a f e c t a d a  por el á n g u l o  e n t r e  caras; esto se o b s e r v a  f á c i l m e n t e  al 

d e s d o b l a r  las c a r a s  con r e s p e c t o  al lado c o m ú n  e n t r e  ellas, de 

tal m a n e r a  que a m b a s  q u e d e n  s o b r e  un m i s m o  plano. La o p e r a c i ó n  

de d e s d o b l a r  un p o l i e d r o  se c o n o c e  com o  " d e s d o b l a m i e n t o  plan a r " .  

Lo a n t e r i o r  se p u e d e  g e n e r a l i z a r  a una c a d e n a  de caras, c o m o  se 

m u e s t r a  en la f i g u r a  1 . 4 . b , d o n d e  se d e s d o b l a  el p o l i e d r o  de la 

f i g u r a  1.4.a. en las c a r a s  {A, B, C, D, E y F} y en las c a r a s  

{A, B, G, H, E y F } .
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f i g u r a  1.4 D e s d o b l a m i e n t o  P l a n a r
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P a r a  " d e s d o b l a r "  dos t r i á n g u l o s  con v é r t i c e s  ABC y BCD, se 

p r o c e d e  de la s i g u i e n t e  man e r a :

- P r i m e r o  se o b t i e n e  la d i s t a n c i a  L e n t r e  dos v é r t i c e s  del 

p r i m e r  t r i á n g u l o  (ABC), d i g a m o s  C y A. Se c o n s i d e r a  que 

ca d a  uno de ést o s  v é r t i c e s  q u e d a  c o m p l e t a m e n t e  u b i c a d o  por 

m e d i o  de sus c o o r d e n a d a s  (x,y,z). V e r  la f i g u r a  1.5.a.

-El v é r t i c e  C se c o l o c a  en las c o o r d e n a d a s  (x.y), m i e n t r a s  

q u e  A en (x,y+L). Ver figu r a  l.S.b.

- P o s t e r i o r m e n t e  se c a l c u l a n  las d i s t a n c i a s  de A a B 

(r 1 ) , y de B a C (r 2).

- C o n  A y C c o m o  c e n t r o s  se c o n s t r u y e n  c i r c u n f e r e n c i as de 

r a d i o s  rl y r2 r e s p e c t i v a m e n t e ,  se o b t i e n e  la i n te r s e c c i ó n  

de a m b a s  c ir c u n f e r e n c i  a s .

- F i n a l m e n t e ,  con los dos p u n t o s  o b t e n i d o s  en la i n t er s e c c i ó n  

a n t e r i o r ,  se p r u e b a  cuál de e l l o s  c o r r e s p o n d e  al v é r t i c e  B.

P a r a  " d e s d o b l a r "  al t r i á n g u l o  B C D  con r e s p e c t o  al t r i á n g u l o  

ABC, d e b e m o s  c o n s i d e r a r  que en la r e p r e s e n t a c  ión " d e s d o b l a d a "  

o b t e n i d a  pa r a  el t r i á n g u l o  ABC se a s i g n ó  una p o s i c i ó n  a los 

v é r t i c e s  B y C, por lo que sólo r e s t a  o b t e n e r  la u b i c a c i ó n  del 

v é r ti c e  D de la s i g u i e n t e  m a n era:

- S e  o b t i e n e n  las d i s t a n c i a s  de B a D (r3) y de C a D (rA). 

- C o n  B y C co m o  c e n t r o s  se c o n s t r u y e n  c i r c u n f e r e n c i  as de 

r a d i o s  r3 y r4 r e s p e c t i v a m e n t e ,  se o b t i e n e  la i n t e r s e c c i ó n  

de a m b a s  c i r c u n f e r e n c i  a s .

- F i n a l m e n t e ,  con los dos p u n t o s  o b t e n i d o s  en la i n t e r s e c c i ó n  

a n t e r i o r ,  se p r u e b a  cuál de ell o s  c o r r e s p o n d e  al v é r t i c e  D.
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a) v i s t a  t r i d i m e n s i o n a l  b) d e s d o b l a m i e n t o

f i g u r a  1.5. D e s d o b l a m i e n t o  de una cara.

Lo a n t e r i o r  se i m p l e m e n t a  en el p r o c e d i m i e n t o  

UnfI a t (A .B .r 1 , r 2 ), d o n d e  A y B son los c e n tr o s  de las 

c ir c u n f e r e n c i as c o n s t r u i d a s  y, rl y r2 los r a d i o s  de las m i s m a s  

r es p e c  t i v a m e n  t e .

C U N A S

Para d e s a r r o l l a r  un a l g o r i t m o  e f i c i e n t e  M o u n t  p r o p o n e  la 

i n t r o d u c c i ó n  de un e l e m e n t o  llamado cuña.

La cuñ a  d e s c r i b e  una r e gión en una car a  d e n t r o  de la cual 

todos los c a m i n o s  más c o r t o s  d e sde el o r i g e n  t i e n e n  la m i s m a  

h i s t o r i a .  Dos c a m i n o s  tien e n  la m i s m a  " h i s t o r i a "  c u ando:

a) S u r g e n  de un m i s m o  o r i g e n  y

b) C r u z a n  la m i s m a  s e c u e n c i a  de caras, lados y v é r t i c e s .

U n a  c u ñ a  se d e f i n e  c o m o  el c u á d r u p l o  < o , b , d , e > ,  donde:
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"e" = lado s o b r e  el que incide la base de la cuña.

"b" = ba s e  de la cuña.

"o" = o ri g e n  de la cuña.

"d" = d i s t a n c i a  del c a m i n o  más c o r t o  e n t r e  "o" y el p u n t o

inicial I del c a mino, ( f i g u r a  1.6).

f i g u r a  1.6 Una c u ñ a  m o s t r a d a  sob r e  un 
d e s d o b l a m i e n t o  planar.

A c o n t i n u a c i ó n  se p r e s e n t a  la d e s c r i p c i ó n  de los a t r i b u t o s  

de una cu ñ a  para su i m p I e m e n t a c  i ó n :

- C l a v e  del lado i n terno s o b r e  el que incide la cuña.

- B a s e  de la cuña.

- C o o r d e n a d a s  del o r i g e n  rela t i v o .

- P e s o  del o r i g e n  r e l a t i v o .

- D i s t a n c f a  de la B a s e  al o r i g e n  r e l a t i v o .

- A n e e s t r o .

1 C l a v e  d e l  lado i n t e r n o ^  S i r v e  para i d e n t i f i c a r  a la cuña. 

B a s e  de J.a C u ñ a ^  Es el c o n j u n t o  de p u n t o s  de " e " s o b r e  el

cual los c a m i n o s  c or t o s  c ru z a n  la m i s m a  s e c u e n c i a  de caras,
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lados y v é r t i c e s  a p a r t i r  del o r i g e n  "o". El o r i g e n  

r e l a t i v o  es ya sea el origen, o el ú l t i m o  v é r t i c e  que haya 

c r uz a d o  uno de de los c a m i n o s  a los que c o r r e s p o n d e  la cuña. 

Est e  o ri g e n  r e l a t i v o  indica la p o s i c i ó n  r e l a t i v a  de un 

v é r t i c e  (el o r i g e n  de la cuña) r e s p e c t o  al lado d o n d e  r e p o s a  

la base de la cuña, y está e s p e c i f i c a d o  por sus c o o r d e n a d a s  

r e s p e c t o  al lado. Par a  o b t e n e r  é s t a s  c o o r d e n a d a s  se p r o c e d e  

de la m a n e r a  s i g u i e n t e :

C o o r d e n a d a s  del o r i g e n  reiatiyo^. C o m o  se vio en 1.1.2, un 

lado "e" (con l o ngitud L) tiene un e x t r e m o  inicial y otro 

final. Sea di (d2) la d i s t a n c i a  de el e x t r e m o  inicial 

(final) de "e " al o r igen r e l a t i v o  “o". Pa r a  o b te n e r  las 

c o o r d e n a d a s  de "o" con r e s p e c t o  a "e " , se p r o c e d e  asi:

- El e x t r e m o  inicial del lado “e", es c o l o c a d o  en las 

c o o r d e n a d a s  (0,0).

- El e x t r e m o  final se c o l o c a  en (L,0).

- Se c o n s t r u y e n  dos c i r c u n f e r e n c i a s  con c e n t r o s  en los 

e x t r e m o s  inicial y final de "e", y con r a d i o s  di y d2 

r e s p e c t i v a m e n t e .  Las c o o r d e n a d a s  del o ri g e n  r e l a t i v o  

"o", c o n i n c i d e n  con la de uno de los p u n t o s  de 

i n t e r s e c c i ó n  de estas c i r c u n f e r e n c i a s .

El c á l c u l o  de las n u e v a s  c o o r d e n a d a s  del o ri g e n  r e l a t i v o  

se e f e c t ú a  con el fin de f a c i l i t a r  las o p e r a c i o n e s  en los 

p r o c e d i m i e n t o s  de A ju s t e  de c u ñ a s  y C u ñ a  S u b t e n d i e n t e ,  como 

se ver á  m á s  a d e l a n t e .

P e s o  dei o r i g e n  r e l a t i v o ^  P r o p o r c i o n a  la d i s t a n c i a  

a c u m u l a d a  d e s d e  el inicio del c a m i n o  h a s t a  el v é r t i c e  al que
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el o r i g e n  r e l a t i v o  c o r r e s p o n d e .

A n c e s t r o ^  Es la cu ñ a  que al " e x t e n d e r s e "  g e n e r ó  a la ac t u a l .  

C u a n d o  se ha llegado al des t i n o ,  es fácil r e c o n s t r u i r  

m e d i a n t e  los a n c e s t r o s  el c a m i n o  a n d a d o .  El p r o c e s o  de 

" e x t e n d e r "  una cuña se r á  d e s c r i t o  más a d e l a n t e .

La e s t r u c t u r a  de d a tos (en P a scal) u t i l i z a d a  pa r a  a l m a c e n a r  

las a n t e d i c h a s  c a r a c t e r f s t i  cas de una c u ñ a  es la s i g u i e n t e  :

P a r a  a l m a c e n a r  la i n f o r m a c i ó n  de una Cuña.

A p R e c W e d g e  = "RecWe d g e ;  { a p u n t a d o r  al r e g i s t r o  del tipo
R e c W e d g e }

R e c W e d g e  = R E C O R D  { r e g i s t r o  de la cu ñ a  }
Wed : integer; {rtumero de cu ñ a  }
P o i n t C l a  : strl5; { cl a v e  del lado o

v é r t i c e  a e x t e n d e r }  
ore l B  : C o o r d e n a d a s ;  { o r i g e n  r e l a t i v o . }
o r e l r e f  : C o o r d e n a d a s ;  { o . r e l a t i v o  d e s d o b l a d o }  
Dist O r e l  : real; { d i s t a n c i a  m í n i m a  al

o r 1 gen rea It i vo} 
peso, { d i s t a n c i a  de o . r e l a t i v o  a O R I G E N }
dist: real; { d i s t a n c i a  de la base de la cu ñ a

al O R I G E N  }
inicio, { c o o r d e n a d a s  del inicio del lado

d e s d o b l a d o  (en el s e n t i d o  
de las m a n e c i l l a s  del reloj) } 

final, { c o o r d e n a d a s  del v é r t i c e  final del
lado d e s d o b l a d o }  

b a I , b a F  : C o o r d e n a d a s ;  { c o o r d e n a d a s  del i n icio
y final de la base de la cuña} 

padre, { a p u n t a d o r  al p a d r e }
next : A pR e c W e d g e ;  { a p u n t a d o r  a la

s i gu i e n t e  cu ñ a  o r d e n a d a  por el c a m p o  dist}
'END;

C O M E N T A R I O S :

La e s t r u c t u r a  de dat o s  a n t e r i o r  es un r e g i s t r o  del l e n g u a j e  

P A S C A L .  En e l l a  s u p o n e m o s  que la base de la c u ñ a  está c o n e c t a d a ,  

y que por t a n t o  b a s t a n  dos p u ntos para d e s c r i b i r l a  (bal, baF).
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P o s t e r i o r m e n t e ,  al h ab l a r  de " M o n o t o n i c i  d a d " , se ve r á  que el 

m é t o d o  u t i l i z a d o  r i n d e  bas e s  c o n e c t a d a s .

"Padre" a p u n t a  al la cufia que g e n e r ó  a la actual y p e r mi t e

r e c o n s t r u i r  la ru t a  m í n i m a .  Por úl t i m o ,  "next" es un a p u n t a d o r  

u s a d o  por la co l a  de p r i o r i d a d e s  que se u t i l i z a  en el a l g o r i t m o  

de Mou n  t .

M O N O T O N I C I D A D .

Lee y P r e p a r a t a  [LP-84], o b s e r v a r o n  que el p r o b l e m a  del 

c a m i n o  más c o r t o  p u e d e  ser s i m p l i f i c a d o  c o n s i d e r a b l e m e n t e  si los 

c a m i n o s  m u e s t r a n  ser m o n ó t o n o s ,  esto es, si la rut a s  de long i t u d  

m í n i m a  s i e m p r e  c r u z a n  un lado en una sola d i r e c c i ó n .  

C o n c r e t a m e n t e ,  d e m o s t r a r o n  que si un p r o b l e m a  era m o n ó t o n o ,  la 

base de una cu ñ a  era conexa.

A u n q u e  p u e d e  o c u r r i r  que los c a m i n o s  c o r t o s  s o b r e  un 

p o l i e d r o  no sean m o n ó t o n o s ,  p u e d e  s i m u l a r s e  la m o n o t o n i c i dad 

i m a g i n a n d o  que ca d a  lado es d i v i d i d o  en dos c o p i a s  o p a r t e s  

(lados i n t e r n o s ) ,  una a s o c i a d a  con los c a mi n o s  que c r u z a n  el lado 

por la i z quierda, y la ot r a  con los c a m i n o s  que lo c r u z a n  por la 

der e c h a .  E s t a  t é c n i c a  es c o n o c i d a  como " m o n o t o n ici dad 

e s t r u c t u r a d a "  , y a u n q u e  i n c r e m e n t a  un po c o  el n ú m e r o  de c u ñas, el 

t i empo de p r o c e s a m i e n t o  que r e q u i e r e  ca d a  cuña d i s m i n u y e  

c o n s i d e r a b l e m e n t e  p u e s t o  que se s i m p l i f i c a  el t r a t a m i e n t o  de las 

b a ses .

En es t e  t r a b a j o  con el fin de Iogr a r  m o n o t o n i c i d a d , se

c o n s i d e r a  que un lado c o n s t a  de dos p a rtes: Una p e r t e n e c i e n t e  a

una ca r a  C1 y la otra p a r t e  a la ca r a  C2 (fig 1.7.), es d e c i r ,

una p a r t e  se r á  el lado i n t erno de C1 y la otr a  p a r t e  s e r á  el lado
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i n t e r n o  de C 2 . (ver s e c c i ó n  1.1.2)

f i g u r a  1.7 P a r t e s  de un Lado.

Así, en la Fig. 1.7 el lado A B  g e n e r a  dos lados internos: 

el, que va de A a B y e2, que va de B h a c i a  A.

G EO D E S I C A S .

Se d ef i n e  una “ge o d é s i c a "  c o m o  un c a m i n o  en el p o l i e d r o  que 

es l o c a l m e n t e  el c a m i n o  más corto. En [M-8 5 ]  se e s t a b l e c e n  las 

p r o p i e d a d e s  de las g e o d é s i c a s  de la s i g u i e n t e  man e r a :

1) La r e s t r i c c i ó n  de un c a m i n o  más c o r t o  a una ca r a  es un

s e g m e n t o  de línea recta. La r e s t r i c c i ó n  de una g e o d é s i c a

a una ca r a  es un s e g m e n t o  de linea.

2) U na  g e o d é s i c a  pasa a t r a v é s  del i n t e r i o r  de un lado de tal 

f o rma qJe el d e s d o b l a m i e n t o  p la n a r  del c a m i n o  c o r t o  es una 

linea rec ta .

3) U n a  g e o d é s i c a  que v i a j a  a t r a v é s  de un v é r t i c e  f o rma un
o

á n g u l o  m a y o r  o igual a 180 con r e s p e c t o  a éste. Par a  el 

ca s o  de un p o l i e d r o  c o n v e x o ,  la su m a  de los á n g u l o s  con

r e s p e c t o  a c u a l q u i e r  v é r t i c e  es m e n o r  a 3¿>0 , de ahí que
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las g e o d é s i c a s  en este cas o  no p a san por los v é r t i c e s  (a

m e n o s  que el O ri g e n  y el D e s t i n o  de la ruta, c o r r e s p o n d a n  

a los e x t r e m o s  de un lado).

L I N E A  DE V I S T A

SI se d e s e a  c r u z a r  de la ca r a  C1 a la cara C2 a t r a v é s  de un 

lado "e" a p a r t i r  de un orig e n  0 ( f i g u r a  1.8.a) es n e c e s a r i o  que 

la p a r t e  del lado " e“ que p e r t e n e c e  a C1 esté o r i e n t a d a  en el 

s e n t i d o  de las m a n e c i l l a s  del reloj con r e s p e c t o  a O, c o m o  se

¡ l u s t r a  en la f i g u r a  1.8.a. De o c u r r i r  lo a n t e r i o r  se dice que 

el lado "e" si p r e s e n t a  linea de v i s t a  al o r i g e n  O.

La linea de v i s t a  que o f r e c e  un lado a un o r i g e n  es la parte

de ese lado s o b r e  la cual los c a m i n o s  c o r t o s  c r u z a n  la m i s m a  

s e c u e n c i a  de caras, lados y v ér t i c e s  a p a r t i r  del o r igen, (figura 

1.8.a).

En la r e p r e s e n t a c i ó n  d e s d o b l a d a  de la f i g u r a  1.8.b se

m u e s t r a  el ca s o  en que los c a m i n o s  que se o r i g i n a n  en O no p u e d e n

c r u z a r  de la ca r a  C1 a la C2 a t r a v é s  del lado A B . E s t o  se debe

a que la p a r t e  del lado AB que p e r t e n e c e  a la ca r a  C1 está

o r i e n t a d a  en s e n t i d o  c o n t r a r i o  a las m a n e c i l l a s  del rel o j  con 

r e s p e c t o  a O.

P a r a  v e r i f i c a r  que un lado c u a l q u i e r a  o f r e z c a  linea de vista

a un o ri g e n  da d o  se i m p l e m e n t a  la f u n c i ó n  P o r D o n d e í . ) ,  la cual

r e g r e s a  un ’0 ’ c u a n d o  no hay linea de v i s t a  y r e g r e s a  un *1*

c u a n d o  la hay.
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f i g u r a  1.8 L i n e a  de V i s t a

A D Y A C E N C I A

1) D o s  c a ras son a d y a c e n t e s  si tienen un lado en común.

2) Un lado i n t erno es a d y a c e n t e  a otro si tien e n  un v é r t i c e  

en c o m ú n  y p e r t e n e c e n  a caras a d y a c e n t e s .  Asi pues en la 

fig. 1.9.a los lados internos "AC" y "CB" de la ca r a  C2 

son a d y a c e n t e s  al lado interno AB de la car a  C 1 .

3) P o r  último, un lado es a d y a c e n t e  a un v é r t i c e  si p r e s e n t a  

linea de v i s t a  a éste y a d e m á s  p e r t e n e c e  a una cara que' 

c o n t i e n e  d i c h o  v é r t i c e  (f i g u r a  1.9.b.)

a  c

B

d)

f i g u r a  1.9 A d y a c e n c i a
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E X T E N S I O N  D E  U N A  C U N A

Los e l e m e n t o s  que c o m p o n e n  una cu ñ a  f u e r o n  d e s c r i t o s  en esta 

m i s m a  s e c c i ó n .  P a r a  e x t e n d e r  una c u ñ a  se s i g u e n  los s i g u i e n t e s  

p a s o s : ( f i g 1.10)

1.- Se o b t i e n e n  los lados a d y a c e n t e s  al lado "I" en que

i ncide la ba s e  de la cuña que se d e s e a  e x t e n d e r  .

2 . -  Se o b t i e n e  el d e s d o b l a m i e n t o  p l a n a r  de la car a  que

c o n t i e n e  a los lados a d y a c e n t e s  a "I".

3.- Se p r o l o n g a n  las lineas que van del o r i g e n  de la cuña a

su bas e  h a s t a  i n t e r s e c t a r  con los lados a d y a c e n t e s  a ”1". 

E s t a  i n t e r s e c c i ó n  d el i m i t a  unas n u e v a s  bas e s  s o b r e  los 

lados a d y a c e n t e s  a "I".

A.- Se e v a l ú a n  los a t r i b u t o s  de las n u e v a s  cuñas o b t e n i d a s ,  y 

se a g r e g a n  a una cola de c u ñ a s  o r d e n a d a  en for m a

c r e c i e n t e  de la d i s t a n c i a  al o r i g e n  de la ru t a  b u s c a d a .

Al p r o c e s o  a n t e r i o r  se le llama E x t e n d e r  una Cuña.

Al e x t e n d e r  c u ñ a s  se pued e n  p r e s e n t a r  dos tipos de evento: 

e v e n t o  lado y e v e n t o  vért i c e .

El " e v e n t o  lado" s u c e d e  c u a n d o  se e x t i e n d e  una cu ñ a  s o b r e  un 

lado "I" y és t e  p r e s e n t a  linea de v i s t a  al o r i g e n  r e l a t i v o  de la 

cuña. En cas o  c o n t a r i o  se p r e s e n t a  un e v e n t o  vér t i c e ,  es decir, 

se g e n e r a  un n u e v o  o r igen.

En la f i g u r a  1.11, ’0 ’ r e p r e s e n t a  un N u e v o  O r i g e n .  El N u e v o

O r i g e n  es el v é r t i c e  com ú n  ent r e  la ba s e  de la cuñ a  r e c i é n  

e x t e n d i d a  y el lado "I" que no p r e s e n t ó  linea de vista.

Al e x t e n d e r  una cuñ a  a p a r t i r  de la ba s e  de o t r a  se dic e  que
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fi g u r a  1.10 E x t e n s i ó n  de una Cuña.

0 o r i g e n  de la cu ñ a  (la cual se m u e s t r a  s o m b r e a d a ) .
C 1 y C2 son dos c a r a s  de la t r i a n g u l a c i ó n ,  
bl y b2 son las b a s e s  de las cuñ a s  g e n e r a d a s  al e x t e n d e r  

la cuña con bas e  en I y o r i g e n  en 0.
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se e x t i e n d e  a p a r t i r  de un lado, m i e n t r a s  q u e  al h a c e r l o  a p a r t i r  

de un v è r t i c e  se dice que se e x t i e n d e  un v é r t i c e .  Lo a n t e r i o r  se 

i m p l e m e n t a  con los p r o c e d i m i e n t o s  Ext ie n d e _ L a d o ( .) y 

E x t ¡e n d e _ V e r t i c e ( . ) en el p r o g r a m a ,  com o  se m u e s t r a :  (en seu d o

c ó d i g o )  .

E x t i e n d e _ L a d o  (Clave, Lado)

{ C l a v e  - cla v e  del lado que c o n t i e n e  la b a s e  de la
cufia que se e x tiende.

L a d o  - cla v e  del lado a d y a c e n t e  a C l a v e ,  y s o bre
el que se d e s e a  e x t e n d e r  }

B E G I N
O b t e n  O r i g e n  Re I a t i v o (L a d o ).
G e n e r a  N u e v a  Cufia(Lado)
IF L a d o  p re s e n t a  linea de v i sta al o r i g e n  r e l a t i v o  T H E N  

C A S E
C A S E  la N u e v a  Cu ñ a  se T r a s l a p a  con ot r a  

IF Co t a  I n f e r i o r
Cu f i a _ Equivalente(Lado)

EL S E
Ajusta_Cufia(Lado) ( m é t o d o  e x a c t o }

E N D I F

C A S E  la N u e v a  Cufia R e g r e s a  ( ll e g a  a un lado
s o b r e  el cual ya hay 

E l i m i n a  Cufia. una cufia, p e r o  por
la o t r a  p a r t e  del
I ad o }

C A S E  la N u e v a  Cufia no tiene c o m p e t e n c i a
C o l o c a r l a  en la cola o r d e n a d a  de cufias.

E N D C A S E
E L S E

G e n e r a  N u e v o  O r igen.
IF no se r e p i t e  T H E N  
C o l o c a  el N u e v o  O r i g e n  en la co l a  o r d e n a d a  de cufias. 

E N D I F  
E N D I F  

END.
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E x t ¡ e n d e _ V e r t i  ce (Clave, Lado)

{ C l a v e  - c l a v e  del v é r t i c e ,  a p a r t i r  del cual se
e x t e n d e r á n  cuñas.

L a d o  - c l a v e  del lado a d y a c e n t e  a C l a v e  }
B E G I N

O b t e n  O r i g e n  Re I a t i v o (L a d o ) .
G e n e r a  N u e v a  C u ñ a ( L a d o )
C A S E

CAS E  la N u e v a  Cu ñ a  se T r a s l a p a  con otra 
IF C o t a  Infer i or

C u ñ a _ E q u i v a l e n t e ( L a d o )
E L S E

A justa_Cufía(L a d o ) { m é t o d o  e x a c t o )
E N D I F

C A S E  la N u e v a  Cu ñ a  R e g r e s a  {I lega a un lado, s o b r e  el
cual ya hay una cuña, pe r o  en 

E l i m i n a  Cuña. la o t r a  p a r t e  del lado}
C A S E  la N u e v a  C u ñ a  no tiene c o m p e t e n c i a  

C o l o c a r l o  en la c o l a  de cuñas.
E N D C A S E

END.

C a b e  hac e r  not a r  que los p r o c e d i m i e n t o s  a n t e r i o r e s  no sólo 

se u t i l i z a n  en el a l g o r i t m o  de M o unt, s i n o  q u e  ta m b i é n  se e m p l e a n  

en el a l g o r i t m o  p r o p u e s t o  en es t a  tesis e x p l i c a d o  en el c a p i t u l o

II. Asi pues, es t a  s e c c i ó n  será r e f e r i d a  m á s  a d e l a n t e .

f i g u r a  1.11 N u e v o  O r i g e n

En la f i g u r a  a n t e r i o r  el lado " e ” no p r e s e n t a  linea de v i s t a

al o r i g e n  I de la cu ñ a  que se e x t i e n d e  s o b r e  el lado "I", por lo

q u e  se g e n e r a  el n u e v o  o r i g e n  0.
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C u a n d o  se e x t i e n d e  una cuña g e n e r a  v a r i o s  e v e n t o s  tras lo 

q u e  m u e r e ,  es decir, se e xt r a e  de la c o l a  o r d e n a d a  a n t e s  

m e n c i o n a d a .  La f i g u r a  1.12.a m u e s t r a  que un e v e n t o  v é r t i c e  o 

N u e v o  O r i g e n  p u e d e  e x t e n d e r s e  has t a  a 6 lados, m i e n t r a s  que un 

e v e n t o  lado (fi g u r a  1 . 1 2 . b ) se e x t i e n d e  co m o  m á x i m o  a 2.

1 . 2 . 2  ME T O D O .

A c o n t i n u a c i ó n  se d e s c r i b e  el a l g o r i t m o  de Mount.

- M a n t i e n e  actual izada una c o l a  o r d e n a d a  de c u ñ a s  que 

s e r á n  e x t e n d i d a s  en o r d e n  c r e c i e n t e  de su d i s t a n c i a  al 

p u n t o  o r i g e n  del camino.

-  C a d a  vez que se e x t i e n d e  una c u ñ a  g e n e r a  n u e v a s  cuñ a s  

que son i n c l u i d a s  en la co l a  o r d e n a d a ,  la cual p u e d e  

c r e c e r  i ndef i rp i d a m e n t e  .

- Se q u ita de la co l a  o r d e n a d a  la c u ñ a  que a c a b a  de ser 

e x t e n d i d a

-  Si al g e n e r a r  una n u e v a  cu ñ a  su b a s e  se t r a s l a p a  con

b)

f i gur a  1.12
a) E x t e n d e r  un v é r t i c e
b) E x t e n d e r  un lado.
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la de otr a  r e s i d e n t e  en la cola o r d e n a d a ,  es 

n e c e s a r i o  a j u s t a r  las bas e s  de a m b a s  cuñas. El a j u s t e  

se lleva a ca b o  m e d i a n t e  la c u r v a  b i s e c t r i z  e n t r e  los 

o r í g e n e s  r e l a t i v o s  de las c u ñ a s  que se tr a s l a p a n ,  

d e l i m i t a n d o  las bas e s  de estas.

- El p r o ce s o  se r e p i t e  h a s t a  que la cu ñ a  que se d e s e a  

e x t e n d e r  c o n t i e n e  al D e s t i n o  de la ruta.

1.2.3 P R O B L E M A  D E L  C A M I N O  M O N O T O N O  M A S  CORTO.

L E M A  1 [M-85]

Las b a ses de las c u ñ a s  g e n e r a d a s  en el p r o b l e m a  m o nó t o n o ,  

e s t á n  c o n e c t a d a s .

P r u e b a  :

La p r u e b a  es por i n d u c c i ó n  en el n ú m e r o  de lados por los que 

ha p a s a d o  la cuña. Una cuñ a  d e g e n a r a d a  cu y a  bas e  iguale a su 

o r i g e n  e s t á  t r i v i a l m e n t e  c o n e c t a d a .  C o n s i d e r e  una cu ñ a  cu y a  ba s e  

r e p o s a  s o b r e  un lado ”e" de la ca r a  "f ", f i g u r a  1.13. La cu ñ a  

e n t r a  a la car a  "i" por a l g u n o  de los otr o s  lados o v é r t i c e s  de 

ésta cara.

La r e g i ó n  que d e l i m i t a  la i n t e r s e c c i ó n  de la cu ñ a  con el 

lado por d o n d e  se e n t r a  a la car a  "f" es, por inducc i ó n ,  un 

s u b c o n j u n t o  de una b a s e  c o n e c t a d a .  S ó l o  una cuña s o b r e  "e" p u e d e  

e nt r a r  a " f " a t r a v é s  de és t a  r e gión, ya que las bas e s  de las 

c u ñ a s  no se tr a s l a p a n .

S u p o n i e n d o  lo c o n tr a r i o ,  que la cu ñ a  no es t á  c o n e c t a d a .  De 

los c o m e n t a r i o s  a n t e r i o r e s  y del h e c h o  de que hay c u ñ a s  que
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c u b r e n  a "e" , debe hab e r  dos cufias c u y o s  d e s d o b l a m i e n t o s  p l a n a r e s  

se i n t e r s e c  t e n .

f i g u r a  1.13 I n t er s e c c i ó n  de u n a  Cufia.

Ya que "f " es c o n v e x a  ésta i n t e r s e c c i ó n  o cu r r e  d e n t r o  de 

"f". E x i s t e n  p u n t o s  xl y x2 que e s t á n  s o b r e  las b a s e s  de las 

cufias i n t e r s e c  tadas c u yos o r í g e n e s  son 01 y 0 2  r e s p e c t i v a m e n t e ,  y 

cuyas g e o d é s i c a s  m á s  c o r t a s  i n t e r s e c t a n  en "f" con un á n g u l o  

d i f e r e n t e  a cero. Sin emba r g o ,  esto c o n d u c e  a una c o n t r a d i c c i ó n  

i n m e d i a t a  al c o n s t r u i r  los c a m i n o s  m á s  c o r t o s ,  a t r avés de " f", 

d e s d e  xl a 02 y de x2 a 01. E s t o  i m p l i c a  que e x i s t e  una 

g e o d é s i c a  m á s  c o r t a  que llega a X c r u z a n d o  " f " .

L E M A  2. [M-8 5 ]

El n úm e r o  de c u ñ a s  i n c i d e n t e s  s o b r e  un lado en el p r o b l e m a
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m o n ó t o n o  es 0(n) y por tan t o  el n ú m e r o  total de c u ñ a s  es 0(n ).

C o n s i d e r e  el c o n j u n t o  de c u ñ a s  i n c i d e n t e s  s o b r e  una p a r t e  de 

un lado "e ". C a d a  o r i g e n  de las c u ñ a s  est á  en un vér t i c e .  Al 

s e l e c c i o n a r ,  a r b i t r a r i  am e n  t e , u n o  de los p o s i b l e s  c a m i n o s  c o r t o s  

a un v é r t i c e  p o d e m o s  c o n s i d e r a r  que el c a m i n o  es único. E n t o n c e s

si dos c u ñas d i f e r e n t e s  c o m p a r t e n  un o r i g e n  común, en a l g ú n  lugar

(entre el o ri g e n  com ú n  y el lado "e") las c u ñ a s  p a s a n  por lados 

d i f e r e n t e s  de un v é r t i c e  V tras h a b e r  p a s a d o  por una car a  " f” 

i n c i d e n t e  en V. N in g ú n  ot r o  par de c u ñ a s  que c o m p a r t a n  un o ri g e n  

c o mún p u e d e n  ser s e p a r a d a s  p r i m e r o  por V m i e n t r a s  p a san s o b r e  

f " , ya que es t o  i m p l i c a r í a  que dos g e o d é s i c a s  se c r u z a n  en "f" 

con un á n g u l o  d i f e r e n t e  a cero. En el lema 1 se d e m o s t r ó  que 

esto no p u e d e  ocu r r i r .  De é s t o  r e s u l t a  q u e  el n ú m e r o  de c u ñas 

in c i d e n t e s  s o b r e  "e ” está I im i t a d o  por el n ú m e r o  de o r í g e n e s  más 

el n ú m e r o  de p a res (V,f) ( d onde V es uno de los v é r t i c e s  de "f " ) .

El n ú m e r o  de o r í g e n e s  esta l i m i t a d o  por el n ú m e r o  de v é r t i c e s  y

el n ú m e r o  de p a r e s  (V,f), está l i m i t a d o  por dos v e c e s  el n ú m e r o  

de lados. E n t o n c e s ,  hay 0(n) c u ñ a s  s o b r e  "e" .

1.2 . 4  A L G O R I T M O  D EL  C A M I N O  M O N O T O N O  M A S  C O R T O

Se p r e s e n t a  el a l g o r i t m o  del c a m i n o  más c o r t o  c o n s i d e r a n d o  

que los lados de la t r i a n g u l a c i ó n  s ó l o  p u e d e n  ser c r u z a d o s  en una 

d i recc i ón .

Se b a s a  en el a l g o r i t m o  de D i j k s t r a  [ A H U - 7 4 ] .

U t i l i z a  c u ñ a s  pa r a  a l m a c e n a r  la f u n c i ó n  de d i s t a n c i a .

El a l g o r i t m o  es c o n t r o l a d o  por una c o l a  de p r i o r i d a d e s

2
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o r d e n a d a  por d i s t a n c i a s .  Las o p e r a c i o n e s  de insertar, e x t r a e r  el 

de m e n o r  d i s t a n c i a ,  b or r a r  y c a m b i a r  p r i o r i d a d  de un e v en t o  en la 

cola, se lleva a ca b o  en un t i e m p o  C K I o g  n ) . [ A H U - 7 4 ] .

Se p ue d e n  d i s t i n g u i r  dos tipos de e v e n t o s :  c u a n d o  una cuña

se e x t i e n d e  a t r a v é s  de un lado a ot r o  se t i e n e  un e v e n t o  lado. 

C u a n d o  una c u ñ a  a r r i v a  a un v é r t i c e  se p r e s e n t a  un e v e n t o  

v é r t i c e .

I n i c i a l m e n t e  la co l a  c o n t i e n e  un e v e n t o  v é r t i c e ,  el o r i g e n  

del ca m i n o ,  con una d i s t a n c i a  0. P a r a  ca d a  uno de los v é r t i c e s

r e s t a n t e s  se a g r e g a  en la co l a  un e v e n t o  v é r t i c e  con una

d i s t a n c i a  infinita.

C o n f o r m e  se va y a  c o n o c i e n d o  el v a l o r  de la d i s t a n c i a  al 

o r i g e n  de cad a  cuña, su p r i o r i d a d  se m o di f i c a .

Si se r et i r a  de la co l a  un e v e n t o  v é r t i c e  se g en e r a  una 

nue v a  cuña para cada lado de las c a r a s  q u e  i n ciden en d i c h o  

v é r t i c e  y que le p r e s e n t e n  linea de vista. La b a s e  pa r a  estas 

n u e v a s  c u ñ a s  es el lado mismo.

Si se r e t i r a  de la co l a  un e v e n t o  lado se g e n e r a  una n u e v a  

c u ñ a  al e x t e n d e r  la cuña ac t u a l ,  es decir, al p r o l o n g a r  los ray o s  

que d e l i m i t a n  a la cuñ a  que e s t á  en la c a b e z a  de la cola.

C o n s i d e r a n d o  que la c u ñ a  actual i n cide en el lado "e", 

s o b r e  una c a r a  f 1, y f2 es la c a r a  o p u e s t a  s o b r e  "e", e n t o n c e s

las- n ue v a s  c u ñ a s  son g e n e r a d a s  para los o t r o s  dos lados de f2.

La c u ñ a  actu a l  es el a n c e s t r o  de las c u ñ a s  r e c i é n  g e n e r a d a s .  

Ver f ig u r a  1.14.
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C es p a d r e  de C1 y C2 
f i g u r a  1.14

Si se t r a s l a p a  la base de una n u e v a  c u ñ a  con la de a l g ú n a  

cu ñ a  ya e x i s t e n t e  en la cola, sus bas e s  d e ben ser a j u s t a d a s .

A J U S T E  DE C U N A S

C u a n d o  dos cuñ a s  t i e n e n  sus b a s e s  s o b r e  un m i s m o  lado "e", 

se p r e s e n t a n  dos casos:

1.- S u s  b a s e s  no se t r aslapan.

2 . -  Sus b a s e s  se t r a s l a p a n .

Pa r a  el p ri m e r  caso, el c am i n o  más c o r t o  que llega a un

p u n t o  c u a l q u i e r a  del lado "e" está c o n t e n i d o  en sól o  una cuña,

por lo que no es n e c e s a r i o  a j u s t a r  las b a s e s  de las cuñas

i n c i d e n t e s .

C u a n d o  la ba s e  de una n u e v a  cuñ a  se t r a s l a p a  con la de una 

cuñ a  ya e x i s t e n t e  s o b r e  "e" (caso 2) ést a s  d e b e n  ser a j u s t a d a s  

par a  e vi t a r  el t r a s l a p e ,  ya que un p u n t o  X c o n t e n i d o  en la par t e  

del lado "e" en que las bases de las cuñ a s  se t r a s l a p a n ,  p u ede

t e n e r  dos c a m i n o s :  uno que v i e n e  de la cuña i z q u i e r d a  y otro que
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v i e n e  de la cufia dere c h a .  Pa r a  de-finir qué p u n t o s  s o b r e  "e" 

est á n  más c e r c a  de la cu ñ a  i zquierda, que de la d e r e c h a ,  se 

p r o c e d e  de la s i g u i e n t e  m a n e r a :

- I n i c i  a Imente de b e  d e t e r m i n a r s e  la p o s i c i ó n  r e l a t i v a  de la 

n u e v a  cufia con r e s p e c t o  a las o t ras cufias s o b r e  "e".

- S e  pue d e  c a l c u l a r  la p o s i c i ó n  r e l a t i v a  de la n u e v a  cufia 

en un t i e m p o  O í l o g  n) por bi s e c c i ó n .

B I S EC C I O N .

Se ha v i s t o  que una n u e v a  cufia cu y a  b a s e  incide s o b r e  un 

lado " e” p u e d e  t r a s l a p a r s e  con las cuñ a s  ya e x i s t e n t e s  s o b r e  “e". 

( f i g u r a  1.15.)

f i gu r a  1 . 1 5  B i secc i ón

En la f ig u r a  1.15 la n u e v a  cufia Cn se t r a s l a p a  con Cl, C 2  y 

C 3 . Cl e s t á  a la I z q u i e r d a  de Cn, y C2 es t á  a la d e r e c h a ,  p o r  lo 

que los d e n o m i n a r e m o s  Ci y Cd r e s p e c t i v a m e n t e .

36



P r i m e r o  a j u s t a r e m o s  Cn con Ci que e s t á  a la izquierda,

o b t e n i e n d o  el pun t o  xl, o b t e n i d o  m e d i a n t e  la i n t e r s e c c i ó n  con

"e" del lugar g e o m é t r i c o  de los p u n t o s  q u e  est á n  a la m i s m a  

d i s t a n c i a  de Ci que de Cn ( c u a n d o  Ci y Cn t i e n e n  el m i s m o  peso, 

d i c h o  lugar g e o m é t r i c o  es una recta; en c a s o  c o n t r a r i o  es un 

s e g m e n t o  h i p e r b ó l i c o ) .  En la f i g u r a  1.15 la linea p u n t e a d a  "bl" 

r e p r e s e n t a  este lugar g e o m é t r i c o .  Los p u n t o s  a la i z q u i e r d a  de 

xl, est á n  m á s  c e r c a  del o r i g e n  de C i ; los de la d e recha, est á n  

más c e r c a  del o r i g e n  de C n .

P o r  o t r o  lado, c ua n d o  cada p u n t o  en la ba s e  de Ci es t á  más

c e r c a  del o ri g e n  de C n , e n t o n c e s  Ci debe s e r  b o rrada. Una vez

que Ci es r e t i r a d a  de la co l a  de p r i o r i d a d e s  a n t e s  m e n c i o n a d a ,  se 

de b e  c o n s i d e r a r  a la s i g u i e n t e  cufia h a cia la i z q u i e r d a  com o  Ci y 

se r ep i t e  el p r o c e s o  de aj u s t e .  (Fig 1.16.)

fi g u r a  1.16 A j u s t a n d o  a la I z q u i e r d a .

Ci d e b e  ser b o r r a d a  p o r q u e  todos los p u n t o s  de su base 
e s t á n  más c e r c a  del o r i g e n  de' C n . Co p a s a  a ser Ci y 

se r e p i t e  el p r o c e s o  de a j u s t e .

D e s p u é s  se p r o c e d e  de igual m a n e r a  con la cu ñ a  de la d e r e c h a
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(Cd), o b t e n ¡ e n d o s e  el p u n t o  x2 m e d i a n t e  "b2" en la f i g u r a  1.15.

U n a  vez que se ha pos i c i o n a d o  la n u e v a  cuñ a  al a j u s t a r  su

base, t a n t o  a la i z q u i e r d a  co m o  a la d e r e c h a ,  s o b r e  un lado “e"

se a g r e g a  a la co l a  o r d e n a d a  de cuñas.

Si "d" es la d i s t a n c i a  del p u n t o  más c e r c a n o  de la base de

la cu ñ a  a su o r i g e n  y " p " el peso al O r i g e n  de la ru t a  que se

busca, e n t o n c e s  la cola de c u ñ a s  será o r d e n a d a  por "d"+"p".

El c o s t o  de a j u s t a r  c u ñ a s  es p r o p o r c i o n a l  al n ú m e r o  de cuñas

b o r r a d a s .  A su vez, és t e  es t á  l i mitado por el n ú m e r o  de c u ñas
2

c r e a d a s ,  que se m o s t r a r á  es de 0(n ).
2 '

M o d i f i c a r  las c u ñ a s  de la cola r e q u i e r e  un t i e m p o  de 0(n log
2

n, por lo que c o s t o  total del a j u s t e  es 0(n log n).

A c o n t i n u a c i ó n  se p r e s e n t a  un e j e m p l o  pa r a  ¡ l u s t r a r  la f o rma 

en q u e  se e x t i e n d e n  las cuñ a s  s o bre el d e s d o b l a m i e n t o  p l a n a r  de 

una r e p r e s e n t a c  ión de t e r r e n o  dada.

1.2.5. E J E M P L O

En la f i g u r a  1.17 se m u e s t r a  la forma en que se e x t i e n d e n  

las c u ñ a s  s o b r e  una p a r t i c i ó n  de t e r r e n o  que ha s i d o  p r e v i a m e n t e  

d e s d o b l a d a .  Se d e s e a  llegar al d e s t i n o  M a p a r t i r  del o r i g e n  0.

I n i c i a l m e n t e  ( f i g u r a  1.17.a) a p a r t i r  del v é r t i c e  0, se 

e x t i e n d e  u n a  cuña, a la que le l l a m a r e m o s  A B , s o b r e  el lado 

c o mún a las c a r a s  A y B. La b a s e  de la m i s m a  c u b r e  c o m p l e t a m e n t e  

el lado AB, por lo que se e s p e c i f i c a  que c u b r e  de 0 . 0  a 7.1 del 

lado (7.1 es la lon g i t u d  de d i c h o  lado).

El o r i g e n  de la cu ñ a  que en éste c a s o  es 0 e s t á  u b i c a d o  con 

r e s p e c t o  al lado A B  en las c o o r d e n a d a s  ( 3 . 5 , - 3 . 5 ) .  El p e s o  de

38



es t e  o r i g e n  r e l a t i v o  es 0.0, ya que es en él d o n d e  inicia el 

c a m i n o .

La d i s t a n c i a  más cor t a  a la ba s e  de la c u ñ a  es de 5.0. Y por 

ú l t i m o  el a n c e s t r o  es el o r i g e n  mismo.

La cu ñ a  r e c i é n  g e n e r a d a  es c o l o c a d a  en una co l a  que está 

o r d e n a d a  por la d i s t a n c i a  al o r i g e n  r e l a t i v o  más el peso del 

m i s m o .

S u p o n g a m o s  que a h o r a  e x t e n d e m o s  la c u ñ a  AB s o b r e  el lado BC 

( f i g u r a  1 . 1 7 . b ). En éste ca s o  la cuñ a  g e n e r a d a  t i ene co m o  ba s e  el 

lado B C , cuyo o r i g e n  r e l a t i v o  se e n c u e n t r a  en ( 8 . 2 , - A . 7) con un 

p e s o  de 0.0, y la d i s t a n c i a  más c o r t a  a la b a s e  es de 5.0. El 

a n c e s t r o  es la cu ñ a  A B . La cuñ a  BC es o r d e n a d a  en la cola de 

p r i o r i d a d e s  y la cu ñ a  AB es r e t i r a d a  de la m i s m a  (si no tiene más 

lados a d y a c e n t e s  s o b r e  los c u a l e s  e x t e n d e r  n u e v a s  cuñas).

Al t r a t a r  de e x t e n d e r  la cuña BC s o b r e  el lado CD (fig. 

1.17.C) o cu r r e  que CD no p r e s e n t a  linea de v i s t a  al o r i g e n  0, por 

lo que es n e c e s a r i o  g e n e r a r  un n u e v o  o r i g e n  ( e v e n t o  v é r t i c e ) .

El n u e v o  o r i g e n  r e l a t i v o  N t i ene un pe s o  igual a 5 . 0  (que es 

la d i s t a n c i a  de N al o r i g e n  0), y por no t e ner ba s e  su d i s t a n c i a  

a e l l a  es 0.0. Las c o o r d e n a d a s  de 0 r e s p e c t o  a N son (0,-5), y 

tie n e  co m o  a n c e s t r o  a B C . El e v e n t o  v é r t i c e  es a g r e g a d o  a la 

co l a  de p r i o r i d a d e s ,  m i e n t r a s  que la cu ñ a  BC es r e t i r a d a .

A p a r t i r  de N es fácil llegar al d e s t i n o  M, como se i l ustra 

en la f ig u r a  1 . 1 7 . d .

C u a n d o  la b a s e  de la cu ñ a  a e x t e n d e r s e  ( la c u ñ a  que esta a 

la c ab e z a  de la cola) c o n t i e n e  al p u n t o  d e s t i n o  de la R u t a  se 

c o n s i d e r a  que el p r o c e s o  ha termin a d o .
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RANURA BASE ORIGEN PESO DIST ANC BST

AB 0.0,7.1 (3.5,-3.5) 0.0 5.0 0

BC 0.0,7.1 (8.2,-4.7) 0.0 5.0 AB

Al extender la ranura BC, no hay línea de

vista de la orilla CD con respecto al origen 0. 
Se genera un nuevo origen N.

N  0.0,0.0 (0.0,-5.0) 5.0 0.0 BC

Al extender N se llega al destino M.

f i g u r a  1.17 E x t e n s i ó n  de C u ñ a s
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No ta:

A u n q u e  una ruta de d i s t a n c i a  m í n i m a  p u e d e  ser co m o  la 

m o s t r a d a  en la f i g u r a  1.18, en la cual se une el o r ig e n  c o n  el 

d e s t i n o  m e d i a n t e  una linea rec t a  a t r a v é s  de un d e s d o b l a m i e n t o ,  

p u e d e  h a b e r  r u tas que una n  al o r i g e n  con el d e s t i n o  m e d i a n t e  una 

linea rec t a  sin q u e  ésto i m plique que sea una ruta de d i s t a n c i a  

m I n i m a  .

f i g u r a  1.18 Una P o s ib l e  R u t a  de D i s t a n c i a  Mí n i m a .

C a m i n o  c o r t o  e n t r e  dos v é r t i c e s  
s o b r e  un d e s d o b l a m i e n t o  pl a n a r .

1 . 2 . 6  C O R R E C C I O N  D E L  A L G O R I T M O

L e m a  3 [M-85J

S e a  d la d i s t a n c i a  del s i g u i e n t e  e v e n t o  en la cola.

1) (las c u ñ a s  c o r r e s p o n d e n  a g e o d é s i c a s ) .  Si una cufia C es 

c r e a d a  por el a l g o r i t m o  y un p u n t o  X r ep o s a  s o b r e  la ba s e  

de C, e n t o n c e s  hay una g e o d é s i c a  a X d e s d e  el o r i g e n  cuya 

d i s t a n c i a  es el peso del o ri g e n  de C más la d i s t a n c i a
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d e s d e  X al o r i g e n  de C.

2) (Las cufias c u b r e n  todos los p u n t o s  con d i s t a n c i a  m e n o r  o

igual que d). Par a  un p u n t o  X, el cual es t á  a una

d i s t a n c i a  d ’ < d del o r i g e n  más c e r c a n o  y p e r t e n e c e  a un 

lado "e" hay una cuña C, cu y a  base c o n t i e n e  a X tal que 

la d i s t a n c i a  d e s d e  X al o r i g e n  de C es d ’ y C da el 

d e s d o b l a m i e n t o  p l a n a r  del c am i n o  más c o r t o  a X.

3) (Solo las cufias v e r d a d e r a s  son e x te n d i d a s ) .  Si una cuña

C ha s i d o  e x t e n d i d a  a t r avés de un lado "e" y X es el 

p u n t o  m á s  c e r c a n o  sob r e  la ba s e  de C a su o r i g e n  al

t i e m p o  de e x t e n s i ó n ,  e n t o n c e s  C es el d e s d o b l a m i e n t o

p l a n a r  de la g e o d é s i c a  más cor t a  a X d e s d e  es t a  p a r t e  de 

*' e " .

A) (Los c a m i n o s  m á s  c o r t o s  a v é r t i c e s  son c o r r e c t o s  h a s t a  la 

d i s t a n c i a  d). Si un v é r t i c e  V ha s i d o  e t i q u e t a d o  con 

d i s t a n c i a  d ’ <= d, e n t o n c e s  la d i s t a n c i a  d e s d e  el o r i g e n  

es d ’ .

P R U E B A .

La p r u e b a  es por i n d u c c i ó n  en el n ú m e r o  de e v e n t o s  e x t r a í d o s

de la cola, n o t a n d o  que los e v e n t o s  son e x t r a í d o s  en o r den

c r e c i e n t e  de d i s t a n c i a .

1) P r o v i e n e  s i m p l e m e n t e  de que las cufias son e x t e n d i d a s  al 

d e s d o b l a r  c a r a s  tal co m o  lo s o n - l a s  g e o d é s i c a s .

2) C o n s i d e r e  un p u n t o  X. El c am i n o  más c o r t o  d e s d e  X h a s t a

el o ri g e n  i n t e r s e c t a  a ot r o  lado (o v é r t i c e )  en el

p u n t o  Y, que d e b e  e s t a r  más cer c a  al o r i g e n .  Se s a b e  que 

a l g u n a  c u ñ a  c o n t i e n e  a Y, y d e bi d o  a que la d i s t a n c i a  a Y
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es m e n o r  que d, ésta cu ñ a  ya ha s i d o  e x t e n d i d a .  De lo 

a n t e r i o r  se d ed u c e  que a l g u n a  cu ñ a  c o n t i e n e  a X, y que 

por (1) ésta cu ñ a  d e b e  c o r r e s p o n d e r  a una g e o d é s i c a  

ve r d a d e r a ,  y ya que el c a m i n o  a t r a v é s  de Y es 

h i p o t é t i c a m e n t e  la g e o d é s i c a  más corta, la cuñ a  e x t e n d i d a  

a t r avés de Y d e b e  c o n t e n e r  X. f i g u r a  1.19.

f i g u r a  1.19. Las c u ñ a s  c u b r e n  todos los p u n t o s  con 
d i s t a n c i a  m e n o r  o igual que d

3) S u p ó n g a s e  que X, s o b r e  el lado "e", es el p u n t o  más 

c e r c a n o  al o r i g e n  de la cuñ a  C al t i e m p o  de e x t e n s i ó n .  

De (1), e x i s t e  un c a m i n o  d e s d e  X a a l g ú n  o r igen, cu y a  

d i s t a n c i a  es el pe s o  del o r i g e n  más la d i s t a n c i a  d e s d e  X 

a su o r igen. Por (2) no hay c a mi n o  m á s  c o r t o  a c u a l q u i e r  

o r igen. E n t o n c e s  hay por lo m e n o s  un p u n t o  de la cu ñ a  

que s o b r e v i v e  el a j u s t e ,  y por t a n t o  la cu ñ a  es 

p e r m a n e n t e .

A) Se s i g u e  de (1) y (2).
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C A P I T U L O  II. A L G O R I T M O  P R O P U E S T O

En es t e  c a p i t u l o  se p r o po n e  un a l g o r i t m o  d i s e ñ a d o  con vist a s

a d i s m i n u i r  el t i e m p o  de o b t e n c i ó n  de rut a s  de d i s t a n c i a  mínima.

El m é t o d o  de M o u n t ,  e x p l i c a d o  en el c a p i t u l o  I, d e m o s t r ó
2

tener una c o m p l e j i d a d  0(n log(n)) donde "n" es el n úm e r o  de

v é r t i c e s  en la t r i a n g u l a c i ó n .  El p r e s e n t e  m é t o d o  in t e n t a  re d u c i r  

la c o m p l e j i d a d  del c i t a d o  a l g o r i t m o ,  d e s c a r t a n d o  a prio r i  gr a n d e s  

r e g i o n e s  del t e r re n o  en d o n d e  no es f a c t i b l e  que p a s e  una ruta 

m 1n i m a .

El m é t o d o  aqui p r o p u e s t o  p r e s u p o n e  un m o d e l o  j e r á r q u i c o  del 

t e r r e n o  co m o  el e x p l i c a d o  en el c a p i t u l o  I. Es t e  m o d e l o  c on s t a  de 

una s e r i e  de "m" t r i a n g u l a c i o n e s  :

(T } < {T } < . . . <  {T ) 
m m - 1 0

C a d a  t r i a n g u l a c i ó n  (T } está c o m p u e s t a  de w lados, y la
i i 

i n c l u s i ó n  de una t r i a n g u l a c i ó n  en ot r a  {T } < (T } s i g n i f i c a  que

j ¡
la p r o y e c c i ó n  en el p l a n o  x-y de cada v é r t i c e  de {T }, c o i n c i d e

j
ya sea con la p r o y e c c i ó n  de un v é r t i c e  de {T } o y a c e  en la

p r o y e c c i ó n  de un p u n t o  i n t e r m e d i o  de a l g u n o  de sus lados.

P a r t i e n d o  de (T }, una d e s c r i p c i ó n  s u m a m e n t e  g r u e s a  de la
0

t o p o g r a f í a ,  se a p l i c a  un a l g o r i t m o  del tipo " r a m i f i c a c i ó n  y

a c o t a m i e n t o "  s o b r e  d e s c r i p c i o n e s  más y más e x a c t a s  del te r r e n o

con el fin de r e d u c i r  en cada pa s o  el áre a  a ser c o n s i d e r a d a .

Asi, c u a n d o  el a l g o r i t m o  llega al nivel de m a y o r  p r e c i s i ó n  (T }
m

se h ab r á n  d e s c a r t a d o  a m p l i a s  r e g i o n e s  de terr e n o .  En e s e  p u n t o  se 

p u e d e  usar un m é t o d o  ex a c t o ,  com o  el de M o unt, s o b r e  un v o l u m e n
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m u y  r e d u c i d o  de datos.

El a l g o r i t m o  p r o p u e s t o  c o n s t a  de dos e t apas:

.De R e d u c c i ó n , en que se m e r m a n  las r e g i o n e s  a 

c o n s i d e r a r s e  m e d i a n t e  la a p l i c a c i ó n  s e c u e n c i a l  de 

p r o c e s o s  de r e d u c c i ó n  s o b r e  t r i a n g u l a c i o n e s  ca d a  vez 

m á s  finas.

.De S o i y c i ó n  f i n a i .

Asi pues, en la e t a p a  de R e d u c c i ó n ,  se d e s c a r t a n  r e g i o n e s  

por las que no p u e d e  p a s a r  una rut a  m í n i m a  e n t r e  el o r i g e n  y el 

d e s t i n o .  P a r a  m a r c a r  como d e s c a r t a d a  una r eg i ó n  de una 

t r i a n g u l a c i ó n  se r e c ur r e  al c o n c e p t o  de "b a r r e r a " ,  e s t o  es, un 

lado de una t r i a n g u l a c i ó n  al cual es i m p o s i b l e  que c r u c e  una ruta 

mí n i m a .  La e t a p a  de R e d u c c i ó n  está o r i e n t a d a  a d e t e c t a r  

b a r r e r a s  . Una r eg i ó n  será d e s c a r t a d a  sólo c u a ndo:

.No c o n t e n g a  al o r i g e n  y al d e s t i n o  

.Este r o d e a d a  por b a r r e r a s

I n i c i a Im e n t e , en la t r i a n g u l a c i ó n  (T }, las ú n i c a s  b a r r e r a s
0

son los b or d e s  de la r e p r e s  en tac ió n .

En la f i g u r a  2.1 los lados 4 , 5 , 6 , 9 , 1 0 . 1 3 , 1 4 ,  y 16 son 

b a r r e r a s ,  ya que r e p r e s e n t a n  el b o r d e  de la r e g i ó n  y por t a nto el 

c a m i n o  más c o r t o  d e b e  c ru z a r  por los lados a c t i v o s  ( e sto es, los 

que no son b a r r e r a s )  pa r a  pod e r  I legar al d e s t i n o .
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fi g u r a  2.1 R e p r e s e n t a c i ó n  con B a r r e r a s

Dos c a r a c t e r  I sti cas m uy  c o n v e n i e n t e s  de la r e p r e s e n  tac ión del 

t e r r e n o  u t i l i z a d a  son:

.Solo los lados a c t i v o s  (esto es, los que no son 

b a r r e r a s )  n e c e s i t a n  ser i n c l u i d o s  en las 

t r i a n g u l a c i o n e s .  Todo lado no i n c l u i d o  se d e c l a r a  

i m p l í c i t a m e n t e  c o m o  b a rrera.

.No es n e c e s a r i o  d e t e r m i n a r  al p r i n c i p i o  de un 

p r o c e d i m i e n t o  de r e d u c c i ó n  las r e g i o n e s  que e s t á n  

c o m p l e t a m e n t e  r o d e a d a s  por b a r r e r a s  , ya que los lados 

c o n t e n i d o s  en esta r e g i ó n  d e s a p a r e c e n  al t e r m i n a r  el 

p r o c e d i m i e n t o  de re d u c c i ó n .

La o r g a n i z a c i ó n  del c a p i t u l o  es la s i g u i e n t e :  en la s e c c i ó n

2.1 se hac e  una d e s c r i p c i ó n  general del a l g o r i t m o  p r o p u e s t o .  En 

esa s e c c i ó n  se d i s c u t e  s ó l a m e n t e  la e'tapa de r e d u c c i ó n .  No se 

d i s c u t i r á  la s e g u n d a  e t apa, p u e s t o  que c o n s i s t e  en la a p l i c a c i ó n  

del a l g o r i t m o  de Mou n t  que ya ha si d o  d e s c r i t o  en 1.2.
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La eta p a  de r e d u c c i ó n  se basa en tres a l g o r i t m o s  

p r i n c i p a l e s ,  el de O b t e n c i ó n  de C o t a s  I n f e r i o r e s ,  el de O b t e n c i ó n  

de C o t a  S u p e r i o r ,  y el de R e f i n a m i e n t o  de una t r i a n gu l a c i ó n ,  que 

son d e s c r i t o s  r e s p e c t i v a m e n t e  en las s e c c i o n e s  2.2, 2.3 y 2.4

2.1 D E S C R I P C I O N  G E N E R A L

C o m o  se dij o  a n t e r i o r m e n t e  el a l g o r i t m o  tie n e  2 etapas:

De B§ducción, en que se e l i m i n a n  r e g i o n e s  por d o n d e  es 

i m p o s i b l e  que pa s e  una ruta de lon g i t u d  m í n ima.

De s o l u c i ó n  í i nai, que e n c u e n t r a  la ruta de l o ngitud 

m í n i m a  d e n t r o  de la r e g i ó n  r e d u c i d a  a n t e r i o r m e n t e .

En este inciso será d e s c r i t a  la e t a p a  de R e d u c c i ó n .  Para 

e l l o  son n e c e s a r i a s  las s i g u i e n t e s  d e f i n i c i o n e s :

Se a n  :

{T } una t r i a n g u l a c i ó n  de t r a b a j o  con w lados, que
t t

a l m a c e n a  los lados que no han sid o  d e s c a r t a d o s  (no

d e c l a r a d o s  como b a r r e r a s )  en el t r a n s c u r s o  de la

e t a p a  de R e d u c c i ó n

0 el o r i g e n  de la ruta b u s c a d a ,

d el d e s t i n o  de la ruta b u s c a d a .

x una v a r i a b l e  d e f i n i d a  s o b r e  c a d a  lado "I" de una

t r i a n g u l a c i ó n ,  en tal f o rma que x = 0  en uno de sus 

v é r t i c e s  y x=L, la lon g i t u d  de '‘I", en el otro.

Ó (.) una f u n c i ó n  d e f i n i d a  s o b r e  c a d a  lado "I" de una
1

t r i a n g u l a c i ó n  { T 3 que a c o t a  por a b a j o  la d i s t a n c i a  
I

de ca d a  p u n t o  "x" (sobre un lado "I" ) al o r i g e n  de
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la ruta.

D (.) una fu n c i ó n  d e f i n i d a  s o b r e  c a d a  lado "I" de una
I

t r i a n g u l a c i ó n  (T } que a c o t a  por a b a j o  la d i s t a n c i a  
I

de cada p u n t o  "x" (sobre un lado "I") al d e s t i n o  de 

la ruta.

S La d i s t a n c i a  r e c o r r i d a  por una c ie r t a  ruta d e s d e
I

" o“ h a s t a  "d " en una ru t a  f a c t i b l e  d e n t r o  de la

t r i a n g u l a c i ó n  {T }, y que se usa r á  como cota
I

sup e r  i o r .

L Min [0 (.) + D (.)] , para el lado T .
I I I

La o b t e n c i ó n  de las f u n c i o n e s  0 (.) y de D (.) se ha c e
I I

a p l i c a n d o  el p r o c e d i m i e n t o  E X T I E N D E ( o r i  g e n ) o E X T I E N D E ( d e s t i  n o )

r e s p e c t  i v a m e n t e .

O b s e r v e s e  que la su m a  0 (.)+D (.) es m e n o r  que la l o n g i t u d  
I I

de c u a l q u i e r  ru t a  de "o" a "d " que c r uza por " I”. En e s t e

s e n t i d o  es que se dice que son cot a s  i n f e r iores.

El p r o c e d i m i e n t o  E X T I E N D E ( .) se d e s c r i b e  en la s e c c i ó n

2.2.1. La cota s u p e r i o r  S se o b t i e n e  m e d i a n t e  la f u n c i ó n
I

R U T A ( .), d e s c r i t a  en la s e c c i ó n  2.3.

C o m o  se m e n c i o n ó  a n t e r i o r m e n t e , la t r i a n g u l a c i ó n  de t r a b a j o

{T } a l m a c e n a  la r e g i ó n  que no ha si d o  d e s c a r t a d a  en la p a r t e  de 

t
r e d u c c i ó n  del terreno. Por t a nto todo lado q u e  no est é  c o n t e n i d o

en la t r i a n g u l a c i ó n  {T } és una bar r e r a ,  por la que es im p o s i b l e
t

que pa s e  la ru t a  de lon g i t u d  mí n i m a .

A c o n t i n u a c i ó n  se m u e s t r a  el a l g o r i t m o  p r o p u e s t o ,  en s e u d o  

código, p a r a  la p a r t e  de R e d u c c i ó n .  A d e m á s  de E X T I E N D E ( .) y
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R U T A ( .), el s e u d o c ó d i g o  u t i l i z a  el p r o c e d i m i e n t o  R E F I NA ! . ) ,  el

cual se d e s c r i b e  en d e t a l l e  en la s e c c i ó n  2 . A. y que tiene como

e n t r a d a  los lados de una t r i a n g u l a c i ó n  T , y da com o  r e s u l t a d o
i

los lados c o r r e s p o n d i e n t e s  a la t r i a n g u l a c i ó n  T
i + 1

C O M E N T A R I O S .

I n s t r u c c i ó n  U ( R UTA!.))

La f u n c i ó n  R U T A l .) p r o c e d e  a o b t e n e r  un c a m i n o  

s u f i c i e n t e m e n t e  b u e n o  e n t r e  el o r i g e n  y el d e s t i n o .  El

U9

A L G O R I T M O  R E D U C C I O N ( . ) ¡
B E G I N
1 ¡ = O¡ {n i ve I i n i c i a I = 0}
2 {T } <- {T }; { inic¡a I m e n t e  só l o  los b o r d e s

t ¡
son b a r r e r a s }

3 W H I L E  ( i < m) 00 {m es el nivel de m e j o r
B E G I N  prec i s i ón}

¡+3
4 S = R U T A ( { T  J,2 ); {Se o b t i e n e  una C o t a  S u p e r i o r ,  con

t
el a l g o r i t m o  de M o u n t  
l i m i t a n d o  el t a m a ñ o  de la 

i +3
coI a a 2 }

5 E X T I E N D E (  O r i g e n ) ;  {Aquí se o b t i e n e  la Cota
6 E X T  I E N D E (Des t i n o ); I n f e r i o r  "L" }
7 F O R  E A C H  <{1} e  CT }) { S e l e c c i o n a  L a d o s )

t
8 IF L ( I) > S T H E N  {T } <- {T } - { I} ¡

t t
{"I" es e l i m i n a d o  por ser b a r r e r a }

9  ¡ = i + 1 ¡ { p a s a  al s i g u i e n t e  n i v e l }
10 {T } <- R E F I N A ( { T  }); { o b t i n e  u n a  r e p r e s e n  tac ¡ 6n más

t t
p r e c i s a  pa r a  T , que

t
c o r r e s p o n d e  al s i g u i e n t e  
n i v e l }

END¡
END.



c a m i n o  asi o b t e n i d o  e v i t a  c r u z a r  b a r r e r a s .  Esta 

f u n c i ó n ,  que o b t i e n e  el c i t a d o  c a m i n o  y su longitud, se 

d e s c r i b e  en 2.3. De es t a  ru t a  se u t i l i z a  s o l a m e n t e  su

lo n g i t u d  "S", que s e r v i r á  co m o  una c o t a  s u p e r i o r  a la 

d i s t a n c i a  mínima.

I n s t r u c c i o n e s  5 a 6 (E X T I E N D E (Ori g e n ) , E X T I E N D E (D e s t i n o ))

La o b t e n c i ó n  de las c o t a s  0 (.), D (.) se d e s c r i b e  en la 
I I

s e c c i ó n  2.2.1.

I n s t r u c c i ó n  8 ( E l i m i n a c i ó n  de B a r r e r a s )

Se v e r i f i c a  si el lado "I" es una b a r r e r a  c o m p a r a n d o  la

co t a  i n f e r i o r  0 (.)+D  (.) con la c o t a  s u p e r i o r  "S".
I I

De esta forma, al e l i m i n a r  lados "b a r r e r a " ,  se 

p u e d e n  d e s c a r t a r  las p o r c i o n e s  de t e rr e n o  r o d e a d a s  por 

b a r r e r a s ,  p o r c i o n e s  por las que la ru t a  de lon g i t u d  

m í n i m a  no pue d e  a t r a v e s a r .

Lo s  lados que p a s a n  la p r u e b a  a n t e r i o r ,  y que por 

t a n t o  s i g u e n  "vivos", son a l m a c e n a d o s  en una cola de 

p r i o r i d a d e s  la cual es t á  o r d e n a d a  por la d i s t a n c i a  al 

O R I G E N  (ó al D E S T I N O )  c u a n d o  se es t é  “e x t e n d i e n d o  a 

p a r t i r  del o r igen" (“e x t e n d i e n d o  a p a r t i r  del d e s t i n o " ) .

I n s t r u c c i ó n  1 0  (REFI N A ( .))

Con los lados "vivos" se pa s a  al p r o c e s o  de 

R e f i n a m i e n t o  para o b t e n e r  una a p r o x i m a c i ó n  mejo r .  E s t o  

se r e a l i z a  m e d i a n t e  el p r o c e d i m i e n t o  R E F I N A ( .), d e s c r i t o  

en la s e c c i ó n  2.4.
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El R e f i n a m i e n t o  c o n s i s t e  en " d i v i d i r "  o "ref i n a r "  

n u e s t r a  ú l t i m a  p a r t i c i ó n ,  para a c o m o d a r l a  al s i g u i e n t e  

nivel de p r e c i s i ó n .

A c o n t i n u a c i ó n  se p re s e n t a  un e j e m p l o  del e f e c t o  de las 

i n s t r u c c i o n e s  d e s c r i t a s  a n t e r i o r m e n t e  al ser a p l i c a d a s  s o b r e  el 

t e rr e n o  de la f i g u r a  2.1.

E jempI o :

En la f ig u r a  2 . 2  se ¡lustra un " c a m i n o  s u f i c i e n t e m e n t e  

bueno" o b t e n i d o  m e d i a n t e  la fu n c i ó n  R U T A ( . ) .  ( i n s t r u c c i ó n  4)

f i g u r a  2.2 C a m i n o  S u f i c i e n t e m e n t e  B u eno.

S u p o n i e n d o  que el c a m i n o  s u f i c i e n t e m e n t e  b u e n o  r e c i é n  

o b t e n i d o  nos p r o p o r c i o n a  una co t a  s u p e r i o r  S = 14.

El r e s u l t a d o  de a p l i c a r  las i n s t r u c c i o n e s  5 y 6 del 

a l g o r i t m o  al lado 1 es:
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O (1) = d i s t a n c i a  más c o r t a  d e s d e  el o r i g e n  h a s t a  1 
I

D (1) = d i s t a n c i a  más c o rta d e s d e  el d e s t i n o  h a s t a  1 
I

S u p o n i e n d o  que se o bt i e n e n  las c o t a s  i n f e r i o r e s  que 

a c o n t i n u a c i ó n  se listan, p o d e m o s  i d e n t i f i c a r  

las bar r e r a s  .

0 (1) = 3 . 5 3  en el p u n t o  2 . 5 , 2 . 5  
I

D (1) = 7 . 0 7  en el p u n t o  0 , 5  
I

L = M i n (0 ( 1 )+D (1)) = 12.24 
I I

Ya que L <= S para el lado 1, é s t e  no es una 

b a r r e r a .

Los lados que son b a r r e r a s  se m u e s t r a n  en la f i g u r a  

2. 3  con d o b l e  linea.

Al d e s c a r t a r  las r e g i o n e s  r o d e a d a s  p o r  las b a r r e r a s  

de la f i g u r a  2.3. o b t e n e m o s  la r e p r e s e n t a c i ó n  de la 

fi g u r a  2.4.

f i g u r a  2 . 3  B a r r e r a s  en una R e p r e s e n t a c i ó n .
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f i g u r a  2.4 E l i m i n a c i ó n  de B a r r e r a s .

En la f i g u r a  a n t e r i o r ,  los lados 3 y 12 pas a n  

a ser " b ordes" de la r e p r e s e n t a c i ó n .  Los b o r d e s  

a u n q u e  no han sido e l i m i n a d o s  de la r e p r e s e n t a c i ó n  

son c o n s i d e r a d o s  b a r r e r a s  .

U n a  vez que se han e l i m i n a d o  las r e g i o n e s  

r o d e a d a s  de b a r r e r a s ,  es t o  es, si la p a r t i c i ó n  

r e s u l t a n t e  del p r o c e s o  de " e l i m i n a c i ó n "  fue s e  la de 

la f i g u r a  2 . A, el r e s u l t a d o  del p r o c e s o  de 

“R E F I N A (.)" ( i n s t r u c c i ó n  10) s e r l a  el que se 

m u e s t r a  en la f i g u r a  2.5.
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f i g u r a  2 . 5  R e f i n a m i e n t o .
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2 . 2  O B T E N C I O N  D E  L A S  C O T A S  I N F E R I O R E S  O (.) y D (.).
I I

P a r a  o b t e n e r  la cota i n f e r i o r  a la d i s t a n c i a  ent r e  los

p u n t o s  de un lado "I" de una t r i a n g u l a c i ó n  y el o r i g e n  (el

d e s t i n o ) ,  es n e c e s a r i o  o b t e n e r  una f u n c i ó n  O (.) (D (.)). Para
I I

r e a l i z a r  est a s  dos f u n c i o n e s  se i m p l a n t ó  el p r o c e d i m i e n t o

E X T I E N D E (m e t a ). D i c h o  p r o c e d i m i e n t o ,  d e s c r i t o  en la s i g u i e n t e

se cción, o b t i e n e  para cada p u n t o  de un lado de una

t r i a n g u l a c i ó n ,  una cot a  infe r i o r  a su d i s t a n c i a  a "meta" (donde

"meta" pue d e  ser el o r i g e n  o el d e s t i n o  de la ru t a  b u s c a d a ) .  As!,

0 (.) y D (.), son el r e s u l t a d o  de a p l i c a r  los p r o c e d i m i e n t o s  
I I

EXTI E N D E (ori g e n ) y EXTI E N D E (d e s t i n o ) r e s p e c t i v a m e n t e .

La f i l o s o f í a  de es t e  p r o c e d i m i e n t o  se ba s a  en la u s a d a  en el 

a l g o r i t m o  de M o u n t ,  y al igual que éste t r a b a j a  con cuñas.

T a m b i é n  c o m o  en el a l g o r i t m o  de Mount, se c o n s i d e r a  que cada 

lado "I" de la t r i a n g u l a c i ó n  p u e d e  ser c o n s i d e r a d o  co m o  f o r m a d o  

por dos c o p i a s  ("Id" y “I i") del m i s m o .  La c o p i a  "Id" es la que 

p r e s e n t a  "I" al ser c r u za d o  de d e r e c h a  a i z q u i e r d a ,  y " I i ” es la 

c o p i a  p r e s e n t a d a  por "I" al ser c r u z a d o  de i z q u i e r d a  a d e r e c h a .  

Lo a n t e r i o r  fué d e s c r i t o  con más d e t al l e  en la s e c c i ó n  1.2.1.

En el a l g o r i t m o  de M o u n t  se p o d í a n  e x t e n d e r  (en d i v e r s o s

m o m e n t o s )  hastia "n" cuñ a s  s o b r e  un lado "I", d o n d e  "n" es el 

n ú m e r o  de p u n t o s  de la t r i a n g u l a c i ó n .  En el a l g o r i t m o

E X T I E N D E ( m e t a ) só l o  se p u e d e  e x p a n d i r  una vez u n a  cuña pa r a  cad a  

lado. P a r a  lograr esto. una vez que se han o b t e n i d o  d i v e r s a s

c o t a s  i n f er i o r e s  a las d i s t a n c i a s  de un lado a " m e t a“, se o b t i e n e  

una "cuña m í n i m a  s u b t e n d i e n t e "  o "cuña e q u i v a l e n t e " ,  que a c o t a  

por a b a j o  a t o d a s  las p o s i b l e s  c o t a s  ya e x i s t e n t e s  en el lado
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2 . 2 . 1  D E S C R I P C I O N  D E L  P R O C E S O  E X T I E N D E .

E X T I E N D E ( m e t a ), o b t i e n e  para cad a  lado “I” de una 

t r i a n g u l a c i ó n  {T} una co t a  i n f e r i o r  de su d i s t a n c i a  a " m e t a “. 

Es t a  cota i n f e r i o r  es una fu n c i ó n  del p a r á m e t r o  ”x " d e f i n i d o  en

2.1, y es de la f o r m a :

I j ^

0 (x) = J ( h -  i(x) ) + < k - j < x ) > + A
I

d o n d e  :

( i (x ),j (x ) ) son las c o o r d e n a d a s  de un p u n t o  "x" s o b r e  "I".

(h,K) son las c o o r d e n a d a s  del o r i g e n  r e l a t i v o  de la cuña que 
incide s o b r e  "I".

A es el p e s o  del o r i g e n  r e l a t i v o  de la cuña.

E s t a  f ó r m u l a  es la d i s t a n c i a  al o r i g e n  de los p u n t o s  "x" de 

la ba s e  de una cuña, la cual incide s o b r e  el lado "I". Para 

o b t e n e r  r e c u r s i v a m e n t e  estas cot a s  i n f e r i o r e s  se usa t a m b i é n  un 

m é t o d o  que u t i l i z a  c u ñ a s  y p r o p a g a c i o n e s .  D i f i e r e  del de M o u n t  

en que a n t e s  de que se p ro p a g u e  la co t a  i n f e r i o r  de un lado:

.Todos los p u n t o s  de ese lado d e ben ten e r  cotas i n f e r i o r e s  

v á l i d a s . ( Q u e  no p u e d a n  ser m o d i f i c a d a s ) .

.Se o b t e n g a  una cu ñ a  s u b t e n d i e n t e  que, sin gran d e s pe r d i c i o ,  

a c o t e  por a b a j o  a las cotas i n f e r i o r e s  ya e x i s t e n t e s  en ese 

lado.

A d e m á s ,  las cuñ a s  que se usan en es t e  a l g o r i t m o ,  d i f i e r e n  de 

las u s a d a s  por M o unt, en que sus b a s e s  c u b r e n  lados c o m p l e t o s  de

" I " .
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la t r i a n g u l a c i ó n .  (Fig 2.6)

fi g u r a  2 . 6  Cufias que c u b r e n  lados c o m p l e t o s .

Al igual que el a l g o r i t m o  de Mou n t  se m a n t i e n e  a c t u a l i z a d a  

una co l a  de p r i o r i d a d e s ,  o r d e n a d a  en o r d e n  c r e c i e n t e  de la 

d i s t a n c i a .  Al inicio de es t a  co l a  se ha y a  la cu ñ a  de m e n o r  

d i s t a n c i a  a la "meta" ( el O r i g e n  o el D e s t i n o  de la ruta).

A n t e s  de pas a r  a la e s p e c i f i c a c i ó n  del a l g o r i t m o  

"E X T I E N D E (m e t a )", son n e c e s a r i a s  c i e r t a s  d e f i n i c i o n e s :

"I" el lado de la t r ia n g u l a c i ó n ,  en el que ya c e  la cuña
que está a la c ab e z a  de la cola.

d La d i s t a n c i a  m í n i m a  d e s d e  la cuña, que est á  a la
c a b e z a  de la cola, h a s t a  " m e t a ”.

{C} El c o n j u n t o  de cuñ a s  r e s i d e n t e s  en la cola de
p r i o r i d a d e s  que inciden en "I".

D La m á x i m a  d i s t a n c i a  a "meta " e n t r e  las c u ñas de
CC}.

{P} El c o n j u n t o  de c u ñ a s  que in c i d e n  en lados cuya
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p r o y e c c i ó n  en el p l a n o  x - y , se e n c u e n t r a  a una 
d i s t a n c i a  m e n o r  que D-d.

{R} C o n j u n t o  de cuñ a s  r e c i é n  g e n e r a d a s  y que a ú n  no se

inc l u y e n  en la c o l a  de p r i o r i d a d e s .

A c o n t i n u a c i ó n  se d e s c r i b e  el a l g o r i t m o  E X T I E ND E ( . )  en s e u d o  

c ódigo. E s t e  a l g o r i t m o  n e c e s i t a  de los s i g u i e n t e s  p r o c e d i m i e n t o s :

Vec i n o s (.)
E x p a n d e (.)
11erac i ó n ( . )
C u ñ a _ s u b t e n d i e n t e (  . )
A g r e g a _ a _ C o I  a ( . >
Or i g e n (.)

C O M E N T A R I O S :

. V E C I N O S Í e I  e m e n t o ), o b t ie n e  los lados v e c i n o s  a un 

e l e m e n t o .  Por e l e m e n t o  se e n t i e n d e ,  un v é r t i c e  o un lado. 

Se d e s c r i b e  en la s e c c i ó n  2 . 2.1.a.

. E X P A N D E (verti c e ), e x p a n d e  cuñ a s  a p a r t i r  de un v é r t i c e .  

E s t e  p r o c e d i m i e n t o  se d e s c r i b e  en la s e c c i ó n  2 . 2 . 1 . b .

. I T E R A C I O N Í { P } ,{ C } ), v e r i f i c a  que se inc l u y a n  en el 

c o n j u n t o  {C}, tod a s  las c u ñ a s  de {P} que p u e d e n  a f e c t a r  la 

C o t a  Infer i o r .  Se d e s c r i b e  en la s e c c i ó n  2 . 2 . I . C .

. C U N A _ S U B T E N D I E N T E ({ C } ), o b t i e n e  a p a r t i r  de las c u ñ a s  en 

{C} una ú n i c a  C u ñ a  E q u i v a l e n t e ,  se d e s c r i b e  en m á s  detai le 

en la s e c c i ó n  2 . 2 . 1 . d .

. A G R E G A _ A _ C O L A ({ R } ), in s e r t a  en la co l a  de p r i o r i d a d e s  las 

c u ñ a s  {R} g e n e r a d a s  en el p r o c e d i m i e n t o  E X P A N D E ( . ) .
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O R I GE N ( ñ ) ,  nos p r o p o r c i o n a  el o r i g e n  de la cufia ñ

En s e u d o  c ó digo:

E X T I E N D E ( m e t a ) ;
B E G I N
1 {E} <- V E C I N O S ( m e t a ) ;
2 {R} <- E X P A N D E (m e t a , { E } );
3 A G R E G A _ A _ C O L A ( { R } ) ;
W H I L E  (co l a  no vaci a )  DO
B E G I N

A toma e l e m e n t o  s u p e r i o r  de la cola. O b t e n  {C}, D, d, u = D - d , [ P }  
/* p r o p a g a m o s  los e f e c t o s  de P a C*/

5 CC} <- IT E R A C I O N ( { P } , { C } ) ;
6 ñ = C U N A - S U B T E N D I E N T E ({ C } );
7 {E} = V E C I N O S ( I )
8 {R} <- E X P ANDE(origen(fí) , (E} )
9 A G R E G A _ A _ C O L A ( ( R } );
END;

END;

L e m a  A

"La c o t a  o b t e n i d a  en el p r o c e s o  E X T I E N D E ( .) a c o t a  por 

d e b a j o  a la lon g i t u d  de la R u t a  Míni m a " .

P r u e b a  .

P o r  inducc i ó n ,  en que una cu ñ a  "r " que incide s o b r e  un lado 

"I" no se e x t e n d e r á  h a s t a  que se haya v e r i f i c a d o  que n i ng u n a  otra 

cuña, que a r r i v e  al lado "I", lo ha g a  en f o r m a  m á s  c o r t a  que 

"r". C u a n d o  un c o n j u n t o  de c u ñas {P} incide s o b r e  "I", cad a  una 

de e l l a s  lo ha c e  r e c o r r i e n d o  un c a m i n o  más c o r t o  a "I", s i e n d o  

g e n e r a l m e n t e  este c a m i n o  d i f e r e n t e  pa r a  ca d a  cuña. De esta 

forma, cad a  c u ñ a  en {P} p r o p o r c i o n a  una c o t a  de la d i s t a n c i a  a 

" I” (la l o n g i t u d  del cami n o ) ,  a l g u n a s  de e s t a s  c o t a s  son m e j o r e s  

que o t r a s .  P a r a  o b t e n e r  una b u e n a  co t a  i n f e r i o r  se o b t i e n e  una 

"Cuña E q u i v a l e n t e "  ( s e c c i ó n  2 . 2 . 1 . d ) ,  la cual " s u b s t i t u y e "  a
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todas las a n t e r i o r e s  p r o p o r c i o n a n d o , a d e m á s ,  una cota i n f e r i o r  a 

"I" que es m e n o r  a c u a l q u i e r a  de las c o tas de las cuñ a s  en (P) .

2 . 2 . 1 . a  P R O C E D I M I E N T O  V E C I N O S

O b t ie n e  los lados v e c i n o s  a un " e l e m e n t o "  que p u e d e  ser un 

vért i ce o un I a d o .

Lo a n t e r i o r  se I leva a cab o  al o b t e n e r  los lados 

"a d y a c e n t e s "  al e l e m e n t o .  Pa r a  que un lado sea a d y a c e n t e  es 

n e c e s a r i o  que p r e s e n t e  "linea de v i sta" al o r i g e n  de la cu ñ a  que 

se d e sea e x p a n d  ir. •

El p r o c e d i m i e n t o  L I N E A _ D E _ V I S T A ( .) fué d e s c r i t o  en la 

s e c c i ó n  1.2.1. En el cas o  de que el e l e m e n t o  sea un v é r t i c e ,  y 

d e b i d o  a la t r i a n g u l a c i ó n  e l e g i d a  para r e p r e s e n t a r  el t e rreno, se 

p u e d e n  tener h a s t a  6 lados a d y a c e n t e s .  Si el e l e m e n t o  es un 

lado, se p u e d e  ten e r  c o m o  m á x i m o  2 lados a d y a c e n t e s .

Lo a n t e r i o r  fué d e s c r i t o  t a m b i é n  en el c a p i t u l o  I. (Fig 2.7)

d) Iddos vecinos a 
un vértice V .

f i g u r a 2 . 7  L a d o s  V e c i n o s .
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" E x p a n d i r  una cuña" es p r o l o n g a r  los rayos que unen al

o r i g e n  de la m i s m a  con su base, h a s t a  que e s tos inciden en un

lado a d y a c e n t e  s o b r e  un " d e s d o b l a m i e n t o  p l a n a r " . El

" d e s d o b l a m i e n t o  pla n a r "  fue d e s c r i t o  en la s e c c i ó n  1.2.1.

C o m o  se m e n c i o n ó  en la s e c c i ó n  2.2.1, las cuñ a s  en la p a r t e

de R e d u c c i ó n  d e ben c u b r i r  con sus bases lados c o m p l e t o s  de la

t r i a n g u l a c i ó n .

C u a n d o  se e x p an d e  una c u ñ a  p u e d e n  d a r s e  los s i g u i e n t e s  

ca sos :

. Q u e  su ba s e  p r e s e n t e  linea de vista.

. Q u e  su ba s e  no p r e s e n t e  linea de vista.

El p ri m e r  caso se ilustra en la f i g u r a  2.8, en don d e  la cuña 

con o ri g e n  en "vert i c e "  se e x p a n d e  p a s a n d o  s o b r e  el lado "1" 

h a s t a  sus lados a d y a c e n t e s  "2" y "3".

2 . 2 . 1 . b P R O C E D I M I E N T O  E X P A N D E

f i g u r a  2 . 8  C u ñ a  que se e x p a n d e  s o b r e  de un lado. 
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El s e g u n d o  caso se m u e s t r a  en la f i g u r a  2.9, en la que al 

e x p a n c i r  s o b r e  el lado ’I" una cufia con o r i g e n  en "vert i c e "  no 

se t i ene linea de v i s t a  s o b r e  'o'. En es t e  c a s o  se g e n e r a  "0", un 

'nuevo o r i g e n  r e l a t i v o’. Est e  fué d e s c r i t o  en la s e c c i ó n  1.2.1.

f ig u r a  2 .9  N u e v o  O r i g e n .

La e x p a n s i ó n  de una cuña se i m planta m e d i a n t e  el

p r o c e c imie n t o  E X P A N D E ( v e r t i c e ,{ A } ), para lo cual son n e c e s a r i a s  

las s i g u i e n t e s  d e f i n i c i o n e s :

E n t r a d a :  v e r t i c e  Es el o r i g e n  de la cu ñ a  a p a r t i r  del cual
é s t a  se e x t e n d e r á .

{A} C o n j u n t o  de lados a d y a c e n t e s  a " v e r t i c e "

S a l i c a  : {R} C o n j u n t o  de "N u e v a s  cuñas" listas para
ser a g r e g a d a s  a la cola de p r i o r i d a d e s .

E s t e  p r o c e s o  se i m p l e m e n t ò  m e c í a n t e  el s i g u i e n t e

pr-ocecimie-to, e x p - e s a d o  en s e u d o  código:
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E X P A N D E (ver t ¡ c e ,(A}) ;
B E G I N

F O R  C A D A  lado {I }€{A} DO
IF P r e s e n t a _ L i n e a _ d e _ V i s t a ( { I}) T H E N  {R} <- G e n e r a _ C u ñ a ( { I}) 

E L S E  (R) <- N u e v o _ O r i  g e n ( { I});
R E T U R N ({ R } );

END;

C O M E N T A R I O S :

En los p r o c e d i m i e n t o s  G e n e r a _ C u ñ a  y N u e v o _ O r i g e n  se o b t i e n e n  

los d a t o s  del e v e n t o  g e n e r a d o ,  es decir, los a t r i b u t o s  de la 

cuña .

C u a n d o  se g e n e r a  un n u e v o  o r i g e n  se di c e  que se g e n e r a  un 

e v e n t o  v é r t i c e ;  c u a n d o  se crea una n u e v a  cuña se di c e  que se 

g e n e r a  un e v e n t o  lado.

2 . 2 . 1 . C  P R O C E D I M I E N T O  I T E R A C I O N

I T E R A C I O N Í .) i n c r e m e n t a  a {C} si fuese n e c e s a r i o ,  para 

in cluir en él tod a s  las cuñ a s  que p u e d e n  llegar a "I" y a f e c t a r

su co t a  i n ferior.

En t r a d a :  {C} C o n j u n t o  de c u ñ a s  que se h a y a n  s o b r e  un

m i s m o  lado "I". La cu ñ a  más c e r c a n a  est á  a una

d i s t a n c i a  "d" y la m á s  lejana a una d i s t a n c i a

'• D " .

{P} C o n j u n t o  de c u ñ a s  que e s t á n  a una

d i s t a n c i a  D-d del lado " I " .

63



S a l i d a :  {C3 Con todas las p o s i b l e s  m o d i f i c a c i o n e s

p r o v o c a d a s  por C P } .

Es n e c e s a r i o  o b s e r v a r  c ó m o  a f e c t a n  al c o n j u n t o  CC} todas las 

cuñas que se e n c u e n t r e n  a una d i s t a n c i a  de "I" igual o m e n o r  que 

D-d. C u a l q u i e r a  de e s tas cuñas, que f o r m a n  el c o n j u n t o  {P}, deb e n  

p a s a r  a f o r m a r  p a r t e  de {C} si al ser e x t e n d i d a  m o d i f i c a  la cota 

i n ferior. Lo a n t e r i o r  se r e a l i z a  en el p r o c e d i m i e n t o  

I T E R A C I O N ! C C ] ).

U n a  vez que se ha v e r i f i c a d o  que na d a  más p u e d e  a f e c t a r  a 

{ C } , se p r o c e d e  a o b t e n e r  la "Cuña S u b t e n d i e n t e " ,  la cual a c o t a  

por a b a j o  a todas las c u ñ a s  en {C}. El p r o c e s o  de “Cufia M í n i m a  

S u b t e n d i e n t e "  se d e s c r i b e  en la s e c c i ó n  2 . 2 . 1 . d .

A c o n t i n u a c i ó n  se p r e s e n t a  el seu d o  c ó d i g o  del a l g o r i t m o :

I T E R A C I O N ! ( P } ,{ C } );
B E G I N
1= lado en que e s t a  CC};
c o p i a  en una co l a  t o dos los m i e m b r o s  de C P },{C}¡ 
s i n _ c a m b  i o = 0
W H ILE! s i n _ c a m b i o  <= c a r d i n a l i d a d  de la cola) DO 
B E G I N
q <- cuña de la c a b e z a  de la cola;
CE} <- V E C I N O S ! I );
CR} <- E X P A N D E ( o r i g e n ( q ) , C E } ) ;
IF (hubo ca m b i o )  T H E N  CC} <- C R } ; s i n _ c a m b i o  = 0 E L S E  s i n _ c a m b i o + + ; 

END;
R e t u r n (c o n j u n t o  de c u ñ a s  en el lado I)

END;

C O M E N T A R I O S :

Los p r o c e d i m i e n t o s  V E C I N O S ! . )  y E X P A N D E ! . ) f u e r o n  d e s c r i t o s  

en las s e c c i o n e s  2 . 2 . 1 . a  y 2 . 2 . 1 . b  r e s p e c t i v a m e n t e .

2 . 2 . 1 . d C U N A  M I N I M A  S U B T E N D I E N T E

C o m o  se m e n c i o n ó  a n t e r i o r m e n t e  en 2.2. 1 ,  las c u ñ a s  g e n e r a d a s  

en e s t a  p a r t e  del a l g o r i t m o  t i e n e n  com o  b a s e  a lados c o m p l e t o s  de
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la t r i a n g u l a c i ó n .

C u a n d o  las cuñ a s  C 1, C 2 , . . C n ,  se t r a s l a p a n  sob r e  un lado

"I", el p r o c e s o  de C u ñ a  S u b t e n d i e n t e  o b t i e n e  una cuña "ñ" tal que 

" s u b t i e n d a "  o a c o t e  por a b a j o  a Cl, C 2 , . . , C n .  "ñ" s u b s t i t u i r á

p o s t e r i o r m e n t e  a Cl, C 2 , . . . , C n .

C u a n d o  las bas e s  de dos o más cuñ a s  inciden s o bre un m i s m o  

lado "I" d u r a n t e  los p r o c e d i m i e n t o s  de " e x t e n d e r  h a cia a d e l a n t e  o 

h a c i a  a t rás", debe o b t e n e r s e  una C u ñ a  M í n i m a  S u b t e n d i e n t e  que 

s u b s t i t u y a  a las a n t e r i o r e s .  E s t o  es con el fin de t e ner só l o  

una cu ñ a  por lado.

El o r igen e q u i v a l e n t e  Oe de ésta n u e v a  cuña es o b t e n i d o  de 

la m a n e r a  s i g u i e n t e :  (fig 2.10)

Si la c u r v a  b i s e c t r i z  de 01 y 0 2  (los o r í g e n e s  r e l a t i v o s  de 

las c u ñ a s  Cl y C2) no in t e r s e c t a  al lado "I" implica que uno de 

los o r í g e n e s  está s i e m p r e  más c e r c a  de "I" que el otro, y est e  se 

e l ige co m o  o r i g e n  de la nue v a  cuña m í n i m a  s u b t e n d i e n t e  "ñ". (fig 

2 . 1 0 . a . )

En ca s o  de que la cur v a  b i s e c t r i z  c o r t e  a "I", se p r o c e d e  a 

c a l c u l a r  el o r i g e n  e q u i v a l e n t e  de la s i g u i e n t e  forma:

- S e  traza un r a d i o  rl a p a r t i r  del I n i c i o  del lado al
o r i g e n  r e l a t i v o  más cercano.

- S e  traza un r a d i o  r2 a p a r t i r  del Final del lado al otro
o ri g e n  r é l a t i v o  (fig 2 . 1 0 . b ) .

- L a  p o s i c i ó n  del nue v o  o r i g e n  r e l a t i v o  ( o rigen e q u i v a l e n t e )  
de la c u ñ a  "ñ" está dada por la i n t er s e c c i ó n  de las
c i r c u n f e r e n c i  as de radio rl y r2, y con c e n t r o s  en Inic i o  
y Final r e s p e c t i v a m e n t e .

- L a  cuña "ñ" h er e d a  la h i s t o r i a  de c u a l q u i e r a  de las cuñas 
(Cl o C2) que e s t é  más c e r c a n a  al p u n t o  O R I G E N  de la ruta 
b u s ca d a  .

C o m o  se a p r e c i a  en la f i g u r a  2 . 1 0 . C ,  el pes o  del o r i g e n
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r e l a t i v o  t a m b i é n  es i n v o l u c r a d o  para o b t e n e r  el O r i g e n  

E q u i v a l e n t e .  En esta figura, el p e s o  P1 es m a y o r  que el pe s o  

P2.

a )  La b is e c tr iz  no in te rs e c ta  con l .  O rigen Equ iva len te  Oe.

c) P1 es m a yo r que P 2 .

f i g u r a  2 . 1 0  C u ñ a  M í n i m a  S u b t e n d i e n t e  
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2 . 2 . 2  S E L E C C I O N  DE L A D O S

Se p r o c e d e  a h o r a  a s e l e c c i o n a r  los lados que s o b r e v i v i r á n  la 

p r u e b a  de a c o t a m i e n t o .  Es t o  se e f e c t ú a  c o m p a r a n d o  la su m a  de los 

c a m p o s  D o r i g e n  y D d e s t i n o  de la e s t r u c t u r a  de datos d e s c r i t a  en

1.2.1 c o n t r a  la C o t a  S u p e r i o r  "S", cuya o b t e n c i ó n  se d e s c r i b e  en 

la s e c c i ó n  2.3. Asi pues, los lados que c u m p l e n  con:

MIN( D o r i g e n  + D d e s t i n o  ) <= S

s o b r e v i v e n  para ser r e f i n a d o s  a una p a r t i c i ó n  más peq u e ñ a ;  los 

que no c u m pl e n  son c o n s i d e r a d o s  " b a r r e r a s "  y s i r v e n  pa r a  

d e s c a r t a r  r e g i o n e s .

2.3 C O T A  S U P E R I O R

2 . 3.1 O B T E N C I O N  DE U N A  R U T A  “BUENA"

El p r o b l e m a  aquí p l a n t e a d o  es el de e n c o n t r a r  una rut a  que

pas e  sólo por zonas f a c t i b l e s  y que t e nga una longitud

r a z o n a b l e m e n t e  pequ e ñ a ,  para usa r  esta lon g i t u d  com o  cota 

s u p e r  i o r .

El p r o c e d i m i e n t o  s e g u i d o  u t i l i z a  una v e r s i ó n  del a l g o r i t m o  

de Mount que A imita el n ú m e r o  de c u ñ a s  r e s i d e n t e s  en la col a  de 

p r i o r i d a d e s .  . En esta v e rsión, a d i f e r e n c i a  de la o r i g i n a l ,  el

n ú m e r o  de c u ñ a s  que p u e d e n  r e s i d i r  en la co l a  es una f u n c i ó n  de

la p r e c i s i ó n  de la t r i a n g u l a c i ó n .

T r a s  de v a r i a s  pru e b a s ,  se e n c o n t r ó  que al i n c r e m e n t a r  el t a maño 

de la co l a  en f o r m a  e x p o n e n c i a l ,  de a c u e r d o  a la de f i n u r a  de la

67



t r i a n g u l a c i ó n  da b a  r e s u l t a d o s  s a t i s f a c t o r i o s .  En c o n c r e t o ,  para

los e j e m p l o s  u t i l i z a d o s  en es t a  tesis, y para un nivel "i", se
i +3

u t i l i z ó  un t a m a ñ o  de la co l a  igual a 2 . Asi, para el nivel

i=0, por e j e m p l o ,  el t a m a ñ o  m á x i m o  de la cola es 8.

El p r o p ó s i t o  de r e d u c i r  el t a m a ñ o  de la cola es el 

d i s m i n u i r  el t i e m p o  r e q u e r i d o  pa r a  o b t e n e r  la ruta e s t i m a d a .  La 

h e u r í s t i c a  de limitar el t a m a ñ o  de la co l a  se basa en que 

g e n e r a l m e n t e  las o p c i o n e s  "malas", a d i f e r e n c i a  de las " b uenas", 

p e r m a n e c e n  m u c h o  t i e m p o  en la cola. D e s g r a c i a d a m e n t e , e s t o  no 

s i e m p r e  es c ie r t o  : a l g u n a s  veces, la o p c i ó n  ó p t i m a  p u e d e  e s t a r

" s u m e r g i d a "  por b a s t a n t e  tiempo. Asi, d i c t a r  un tope en él 

ta m a ñ o  de la co l a  limita t a m b i é n  el n ú m e r o  de o p c i o n e s  que 

pu e d e n  ser c o n s i d e r a d a s ,  p u d i é n d o s e  d e s c a r t a r ,  e n t r e  otras, a la 

s o l u c i ó n  ópt i m a ,  con la c o n s i g u i e n t e  p é r d i d a  de e x a c t i t u d  en el 

c á l c u l o  de la R u t a  "Buena".

Si se s e l e c c i o n a  j u i c i o s a m e n t e  el tama ñ o  de la co l a  esta 

s i m p l i f i c a c i ó n  no es m u y  p e r j u d i c i a l ,  ya que el o b j e t i v o  de es t e  

a l g o r i t m o  es el de a c o t a r  por a r r i b a  la d i s t a n c i a  m í n i m a  e n t r e  

o r i g e n  y d e s t i n o  pa r a  u t i l i z a r  esta cota, en c o m b i n a c i ó n  con 

c o t a s  i n f e r i o r e s  a las d i s t a n c i a s  a esos dos p u ntos, en la 

e l i m i n a c i ó n  de r e g i o n e s .  T e n e r  una p r e c i s i ó n  e x t r e m a  en la co t a  

s u p e r i o r  no p r o d u c e  n e c e s a r i a m e n t e  d i s m i n u c i o n e s  e x t r a  en las 

á r e a s  d e s c a r t a d a s .

Lo d e s c r i t o  a n t e r i o r m e n t e  se i m p l e m e n t ò  en la f u n c i ó n  

R U T A ( t a m c o I  a >: rea I a la cual se le pasa el p a r á m e t r o  " t a m c o l a "  

( t a m a ñ o  de la cola) que limita el n úm e r o  de cuñ a s  que p u e d e n  ser 

e x t e n d i d a s  y r e g r e s a  la l o n g i t u d  de la Ru t a  "Buena".

A c o n t i n u a c i ó n  se d e s c r i b e  el p r o c e d i m i e n t o  R U T A (t a m c o I a ) :
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E n t r a d a :  t a m c o l a  el t a m a ñ o  m á x i m o  que p u e d e  tomar la
cola.

S a l i d a ;  P r o p o r c i o n a  c o m o  s a l i d a  la r u t a  y la d i s t a n c i a  de
la misma.

A l g u n a s  c a r a c t e r I s t i  cas del p r o c e d i m i e n t o  son:

- M a n t i e n e  a c t u a l i z a d a  una c o l a  o r d e n a d a  de c u ñ a s  que serán 

e x t e n d i d a s  en o r den c r e c i e n t e  de su d i s t a n c i a  al pun t o  

o r i g e n  del camino.

- La cu ñ a  a la c a b e z a  de la co l a  se e x t i e n d e ,  tras lo cual

es r e t i r a d a  de la cola, d i s m i n u y e n d o  su tamaño. Aún c u a n d o  

al e x t e n d e r  una cu ñ a  v a r i a s  n u e v a s  cuñ a s  p u e d e n  ser 

a d m i t i d a s  en la cola i n c r e m e n t a n d o  su tamaño, la longitud 

de é s t a  no pue d e  s o b r e p a s a r  a "ta m c o l a " .

- C u a n d o  la co l a  ha c r e c i d o  h a s t a  " t a m c o l a "  se e l i m i n a  el

ú l t i m o  e l e m e n t o  de la misma.

- Si al g e n e r a r  una n u e v a  cu ñ a  su ba s e  se t r a s l a p a  con la

de otra ya e x i s t e n t e  es n e c e s a r i o  h a c e r  un a j u s t e  de las

m i s m a s .  El a j u s t e  se lleva a ca b o  m e d i a n t e  la cur v a

b i s e c t r i z  ent r e  los o r í g e n e s  r e l a t i v o s  de las c u ñ a s  que se 

t r a sl a p a n ,  d e l i m i t a n d o  las b a s e s  de e s tas.

- El p r o c e s o  se r e p i t e  h a s t a  que la cu ñ a  que se va a

e x t e n d e r  c o n t e n g a  al p u n t o  d e s t i n o  de la r u t a  buscada.

P a r a  d e s c r i b i r  RU T A ( . )  son n e c e s a r i o s  los s i g u i e n t e s  

p r o c e d i m i e n t o s :

V E C I N O S ! .)
E X P A N D E t .)
A G R E G A _ A _ C O L A (.)
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E X T I E N D E _ V E R T I C E (.)
E X T  I EN D E _ L A D O (  . )

A c o n t i n u a c i ó n  se d es c r i b e  el a l g o r i t m o  de o b t e n c i ó n  de la 

ruta e s t i m a d a  en s e u d o  código:

S e a :

{A} c o n j u n t o  de cufias de la cola.
CR} c o n j u n t o  de c u R a s  genera d a s .
(E) c o n j u n t o  de v e c i n o s  a un v é r t i c e  o a un lado.

fu n c i ó n  R u t a (t a m c o  I a ) : REAL;
B E G I N
1 CE} <- V E C I N O S (orI g e n ); /* O b t i e n e  los v e c i n o s  del

or i gen * /
2 CR} <- E X P A N D E (ori g e n ,C E } ); /* G e n e r a  C u R a s  a p a r t i r  del

or i gen*/
3 A G R E G A _ A _ C O L A (C R } ); /* Se i n c re m e n t a  el t a m a R o  de le

_ co l a  */
W H I L E  (no l l egues al D e s t i n o )  DO 

B E G I N
U e l e m e n t o  <- T O M A _ C A B E Z A _ D E _ C O L A ; /* Se d e c r e m e n t a  la col a  */
5 CE) <- V E C I N O S ( e I  e m e n t o ) ;
6 IF e l e m e n t o  = v e r t i c e  T H E N  CR} <- E x t i e n d e _ V e r t i  c e (e I e m e n t o )
7 E L S E  CR} <- E x t i e n d e _ L a d o ( e I  e m e n t o ) ;

8 A G R E G A _ A _ C O L A ( C R } >;
END;

R E T U R N  ( R uta y D i s t a n c i a  del c a m i n o  c o rto);
END;

E s t a  p r o g r a m a c i ó n  del a l g o r i t m o  R U T A ( . )  p e r m i t e  u t i l i z a r l o  

tamb ién p a r a  o b t e n e r  la d i s t a n c i a  m í n i m a  m e d i a n t e  el m é t o d o  de 

M o u n t  ( e t a p a  d e ^ S o l u c i ó n  final).

C O M E N T A R I O S :

Los p r o c e d i m i e n t o s  V E C I N O S ( . )  y E X P A N D E ( . )  f u e r o n  d e s c r i t o s  

en las s e c c i o n e s  2 . 2 . 1 . a  y 2 . 2 . 1 . b  r e s p e c t i v a m e n t e .

Los p r o c e d i m i e n t o s  E X T I E N D E _ V E R T I C E ( .) y E X T I E N D E _ L A D O (.) 

f uer o n  d e s c r i t o s  en la s e c c i ó n  1.2.1. En e s t o s  dos 

p r o c e d i m i e n t o s  se e f e c t ú a  el "ajuste de c u R a s "  , t a m b i é n  d e s c r i t o
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en eI cap 1 tu I o I .

En la f i g u r a  2.11 se p r e s e n t a :  a) R u t a  "Buena" y b) la Ru t a  

de L o n g i t u d  M ín i m a  c ua n d o  se d e s e a  un c a m i n o  e n t r e  los p u n t o s  

(0,0) y (10,5).

Se pue d e  o b s e r v a r  en la f i g u r a  2.11 que la Ru t a  "Buena" es 

m a y o r  que la Ru t a  de L o n g i t u d  ¡»tlnima.

\ X \ \ \ ■■■■ \
\ ■■

p%\ \ N\-- i \-,
■■■■■\ \ \ \ \

\ N \ ■■■\■-
\ \ ■■J\ \ \

\ \ V \ \ \ N
\ \ \

N \
\ j “! \ \
\s \ \ \

0  r  i  g  e  íi 

J O M E í s t - i f l ©  

D i s t - a n e  I st

0 , 0 0  \  0 , 0 0  

! 0 ,  0 0  \  5  , 0 0  

1 4 ,  a  s

<10.55

MI5TR 5UPERIDR

( B..B )

f i g u r a  2 . 1 1 . a  R u t a  “B u e n a
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RUTh DISTANCIA MINIMA,
U r i '=< e n ' y » 0 0 \ 0 > U U _
Desi ino 1 0 . 0 0  \ 5 . 00
D istanc ia = 1 -4. 7

(1D..5)

UISTH SUPERIOR

(D ,D )

(1D.5>

To OJ ..... .... ... "". UI5TR TRIDIP1EN5IDNHL

f i g u r a  2 . 1 1 . b Ru t a  de L o n g i t u d  M i n i m a
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2 . U R E F I N A M I E N T O

Una t r i a n g u l a c i ó n  más fina se o b t i e n e  s u b d i v id i e n d o  los 

lados s o b r e v i v i e n t e s  al p r o c e s o  de r e d u c c i ó n .

El r e f i n a m i e n t o  se lleva a ca b o  de la s i g u i e n t e  ma n e r a :  (en

s e u d o  código)

S e a  :

C L } el c o n j u n t o  de lados de una t r i a n g u l a c i ó n .

(T } t r i a n g u l a c i ó n  de trabajo.

R E F I N A ({ L } );
B E G I N

Cj} <- D i v i d e / 2 ( { L } ) ;
/*En Cj} se t i enen los lados que son c r e a d o s  

al d i v i d i r  los lados de (L] en d o s . * /

{•O <- g e n e r a _ l a d o s ( { j } ) ;
/*Con los lados de {j}, se o b t i e n e n  los 

que h a c e n  falta para c o m p l e t a r  la 
tr i a n g u I a c  i ó n .*/

t T t } <- {j} + {k};
/* Los lados n u e v o s  son a l m a c e n a d o s  en la 

t r i a n g u l a c i ó n  de t r a b a j o  para
s u b s e c u e n t e s  p r o c e s o s * /

A c o n t i n u a c i ó n  se m u e s t r a  un e j e m p l o :

En la f i g u r a  2 . 1 2 . a  se m u e s t r a  la p a r t i c i ó n  o r iginal ( L } , 

en la cual se t i enen 13 lados. S ea  Cj} el c o n j u n t o  de lados que 

son g e n e r a d o s  al d i v i d i r  en dos cad a  lado de C L } . En la f i g u r a  

2 . 1 2 . b  se ¡l u s t r a  la m i s m a  p a r t i c i ó n  d e s p u é s  de e n c o n t r a r  los 

p u n t o s  i n t e r m e d i o s  de ca d a  lado. E n c o n t r a r  e s tos p u n t o s  no es
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s u f i c i e n t e ,  como se m u e s t r a  en fig 2. 1 2 . b ,  y es n e c e s a r i o  o b te n e r  

los n u e v o s  lados que c o m p l e t e n  la t r i a n g u l a c i ó n  (Fig 2.12.c)

fi g u r a  2. 1 2  T r i a n g u l a c i ó n  R e f i n a d a .
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C A P I T U L O  III. R E S U L T A D O S

En este c a p i t u l o  se m u e s t r a n  los r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  con el

a l g o r i t m o  d e s c r i t o  en el c a p i t u l o  II.

.En la s e c c i ó n  3.1 se p r e s e n t a  el t e r r e n o  u t i l i z a d o .

.En la s e c c i ó n  3 . 2  se m u e s t r a n  los r e s u l t a d o s  y a l g u n a s  
c o m p a r a c  iones.

3.1 T e r r e n o  U t i l i z a d o .

Las p r u e b a s  que se m u e s t r a n  en este c a p i t u l o  fueron

r e a l i z a d a s  s o b r e  el t e r r e n o  que se ¡ l ustra en la f i gura 3.1.

f i g u r a  3.1 T e r r e n o  de P r u e b a s .

P a r a  r e p r e s e n t a r  d i c h o  t e r r e n o  se t o m a r o n  tres n i v e l e s  de 

p r e c i s i ó n .  Las r e p r e s e n t a c i o n e s  o b t e n i d a s  pa r a  ca d a  nivel son
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las m o s t r a d a s  en la f i gura 3.2.

..-<V

f i g u r a  3.2 N i v e l e s  de P r e c i s i ó n

16



Se p u e d e  a p r e c i a r  en la fig 3.2 que c o n f o r m e  se tienen más 

n i v e l e s  de p r e c i s i ó n  n u e s t r a  r e p r e s e n t a c  ión se a c e r c a  más a la 

rea I i d a d .

En la s i g u i e n t e  s e c c i ó n  se m u e s t r a n  las p r u e b a s  r e a l i z a d a s .

3.2 P r u e b a s

La p r e s e n t a c i ó n  g r á f i c a  de los r e s u l t a d o s  del a l g o r i t m o  

c o n s t a  de :

- U n a  v i s t a  s u p e r i o r  del t e r r e n o  que m u e s t r a  la ruta de

d i s t a n c i a  m í n i m a  e n t r e  el o r i g e n  y el des t i n o .

- U n a  v i s t a  en un m a r c o  de r e f e r e n c i a  t r i d i m e n s i o n a l ,

i n c l u y e n d o  la ruta o b t e n i d a  y

- Las c o o r d e n a d a s  del O r i g e n  y D e s t i n o  asi c o m o  la d i s t a n c i a  

del c a m i n o  o b t e n i d o  e n tre d i c h o s  puntos.

Las p r u e b a s  r e a l i z a d a s  se d i v i d e n  en dos pa r t e s :

. Las que u t i l i z a n  R e d u c c i ó n  de regio n e s .

. Las que no usan R e d u c c i ó n  de r e giones.

Los r e s u l t a d o s  son p r e s e n t a d o s  en el s i g u i e n t e  orden, para

un O r i g e n  Y D e s t i n o  dados:

a) R e s u l t a d o  a p l i c a n d o  a l g o r i t m o  de R e d u c c i ó n  d e sde el

nivel de m e n o r  p r e c i s i ó n  h a s t a  el de m e j o r  p r e c i s i ó n .

Se m u e s t r a  la r e g i ó n  final, con la rut a  de l o ngitud

m 1n i m a .

b) R e s u l t a d o  sin R e d u c c i ó n  de t e rreno, a p l i c a n d o  el

a l g o r i t m o  de M o u n t  s o b r e  la r e p r e s e n t a c  ión de m e j o r

p r e c i s i ó n .  Se m u e s t r a  la r e g i ó n  c o m p l e t a  (sin

r e d u c c i o n e s )  y la ru t a  de l o n g i t u d  mí n i m a .
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c) C o m p a r a c i ó n  de los incisos a) y b).
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Í1D.5 5

MISTR SUPERIDR

(D,D>

yiSTR TRIDIPÌENSISNRL

fiquro E.l.a

RilTR DE DI5TRNCIR PIINIPIR 

u r i Driqin ÌD..D3 

a l Eicxtina (1D..5 )

nplicjndo nducciancj a l terrine

f i g u r a  E j e m p l o i a )

19

R U T S  D I S T f l N Ç I f l  H I M I H 0 _  
O r  ide n  : u .títí \  0 . títí
D e s i  ino : 1 tí.00 \ 5.00
Di s t a  n ci a : 1 4 . 7 7



MI5TR SUPERIOR

fiqura s.l.h
RUTH DE DI5THNEIR PIINIPIR
d i i  DriqEn (0..Q)

a l Eiutino l 10..5 j

Sin aplicar rcducciancx al t i r r

f ¡ gura E j e m p l o i  b )

RUT fi DISTfiNCIfi MINÍÍIÑ 
Origen : 0. ©0 \ 0. 00
Desx ino ; !0= 00 \ 5 . 00
Distancia: Í A , 7 7

Í1D..5)

MISTR TRIDIP1EN5IDNHL

( 1D..5 )
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(0,0)

( s .5 :•

R U T H  D I S T A N C I A  M I N I M A  
O r i g e n  : tí. tí tí \  tí . QO
D e s i  ino * 5 = tí tí \  5 . tí tí 
D i s t a n c i a '  9 =2 6

MI5TH SUPERIOR

CD.DJ

T iq u rü  e .S.ü

RUTA DE DI5TRNEIH MINIMR

deI  Oriqen (0,0) 

ú l Destina 1.5,5)

Aplicando rcduccmnxj- j 1 terren i

yiSTn TRIDIPIENSIDNnL

figura Ejemplo 2 a)
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R U T A  D I S T A N C I A  M I N I M A  
Ur i  g e n  : U ,U 0  \ 0 . 0 0
D e s i  ino = 5 =U 0 \  5 . 0 U
D ist 3 n c  i a ' 9 = 2 6

c o,o :i

flqurj e.2.a

RUTH DE DI5TRNCIR P U  NI H R  

Í5,5) dsl Crinen ÍD..D)

¿¡1 Destina 5..5 ï

Rplicanda reduceinnej al terrene

vISTR TRIE'inEnSIuKRL

i i gura E j e m p Io 2 a )

81
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MISTR SUPERIOR



(□..Dü

RUTft DISTfiNCIft M I N I M A  
Origen : 0. O'© \ ©. Çu>
DesT ino I 5. @*3 \ 5= ©0 
D i s t  ano i a. ?, 2á

MI5TR SUPERIOR

■Fiqurd c.S.b
RUTR DE DI5TRNEIH P1INIP1R

del Oriqen (G,GÏ
■il L'sjtinn Í5..5J

Sin jp lic jr  reducciones al terre

UI5TR TRIDIP1EN5IDNHL

f i gu r a  E j e m p Io 2 b )
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<: □ . i d  :■

RUTA DISTANCIA MINIMA 
O r  i d e n  : Q .Q Ü  \  1 0 . ÜU
Desi ino 1 5 = 00 \ 5.00 
Distanci a \ 8 = 5 y

(5,5) UI5TR SUPERIOR

líqurj E.j.j

RUTH DE DI5TRNCIR MINIMI 
del Driqrn ÍD..1G)

(5 'S) Dïjtino Í5.5Í

R p liciind a  rc d u c c ia n c x  a l  t i r n

yiSTR TPIE!If'1EN5IDHRL

f ¡ g u r a  E j e m p I o  3 a )
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CD..10 3 RUT h  D I  3 T  A N C í h  MI N I  M h  

O r i g e n  i ©. 0© N i©.©©
D e s t i n o  l 5 , #  \ 5=©©  
D i s t a n c i a .  I 8 . 5 9

UI5TR SUPERIOR

fiqura c.3.h

RUTR DE DI5TRNEIR P1INIP1R

del Origen ÍB..1D)

al Destino L 5.5 j

Sin a p l i c a r  r id u c c io n e - r  a l  t e r r i

TRIDiniENSIDNRL

f i gura E j e m p l o  3 b )
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R U T h  H I S T h N C I  ft MI N I M0 
Ur i gen : 5 . tí tí \ 0 . 0ü
D e s t i n o  " 5 . 0 0  \  5 . 0 tí 
Distancia: 7.23

uiEJR SUPERIOR

■Fiqurj i.H.a

RUÏfi DE DISTRNEIñ P1INIP1F! 

del flriqcn (5,Dj 

fll Dtjtinn (5,55

Hnllconda rcduccIonEJ al tcrrcn

UI5TR TRIDiriENSIQNRL

fi g u r a  E j e m p l o  U a) 
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R U T h  D I S T h N C I h  ¡ U N I í í h  
O r  i o - e n  : 5 . 0 0  N  O .  0 0

D e s x  i n o  i 5  s €«3 \  5 = 0 0  
D i s t a n c i a :  7 . 2 3

UI5TB SUPERIOR 
(5,0 5

(5,55 figura c.H.h
RUTH DE DI5TRNCIH P1INIPIR 
d il Criqzn (5,05 
al C'cjtina (5,55 

Sin aplicar rcduccionu al tcrrE

UI5TR TRIDIP1EW5IQHRL

i i gura EjempI o U b )
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C) C O M P A R A C I O N  DE T I E M P O S  O B T E N I D O S  EN L A S  P R U E B A S  A N T E R I O R E S

La tabla s i g u i e n t e  m u e s t r a  los t i e m p o s  o b t e n i d o s  en las 

p r u e b a s  a n t e r io r e s .  En el l a  se p u e d e  a p r e c i a r  el a h o r r o  en tiem p o

al a p l i c a r  el a l g o r i t m o  p r o p u e s t o en es t e  t r abajo.

C O O R D E N A D A S
O R I G E N

C O O R D E N A D A S
D E S T I N O

T IE M P O  (m i n ) 
C O N  R E D U C C I O N

T I E M P O  (min) 
S I N  R E D U C C I O N

0 , 0 10,5 6 8

oo

5 , 5 1 .32 2 . 2 7

0, 10 en en 1 .05 2 . 30

5 , 0 5 , 5 0.34 1 .48

Los t i e m p o s  o b t e n i d o s  sin r e d u c i r  r e g i o n e s  del t e r r e n o  son 

to mados al o b t e n e r  la ruta de longitud m í n i m a  s o b r e  la 

r e p r e s e n  tac ión del t e r re n o  de m e j o r  p r e s i c i ó n ,  en es t e  caso, la 

del nivel 3.

De los r e s u l t a d o s  a n t e r i o r e s  se c o n c l u y e  que el a l g o r i t m o  

p r o p u e s t o  r ed u c e  el t i e m p o  de o b t e n c i ó n  de r u t a s  de l o ngitud 

m 1n i ma .
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A P E N D I C E  A " A M P L I F I C A C I O N

.Este c o n c e p t o  se a p l i c a  en la o b t e n c i ó n  de la cota

i n f er i o r .

.No s i e m p r e  la d i s t a n c i a  v i a j a d a  en el m o d e l o  ru d o  del

t e r re n o  nos p r o p o r c i o n a  una b u e n a  cota inferior.

.Es n e c e s a r i o  in t r o d u c i r  un f a c t o r  de a m p l i f i c a c i ó n  que

p r o p o r c i o n e  cot a s  más preci s a s .

D e b i d o  a que e x i s t e  err o r  en la r e p r e s e n t a c i ó n  del te r r e n o

u t i l i z a d a ,  se i n t r o d u c e  el c o n c e p t o  de A m p l i f i c a c i ó n .  El F a c t o r

de A m p l i f i c a c i ó n  K, es el e r ror e s t i m a d o  de es t a  r e p r e s e n t a c  ión 

con r e s p e c t o  al t e r r e n o  real, por lo que se a s i g n a  un v a lor de K 

a c a d a  t r i á n g u l o  de la misma.

C u a n d o  se r e p r e s e n t a  con un t r i á n g u l o  una p o r c i ó n  de 

ter r e n o ,  y s o b r e  todo c u a n d o  la r e p r e s e n t a c i ó n  es g r u e s a  (ver

s e c c i ó n  1.1), se e n c u e n t r a  que las d i s t a n c i a s  m í n i m a s  c a l c u l a d a s  

s o b r e  d i c h o  t r i á n g u l o  p u e d e n  ser aún m e n o r e s ,  es decir, en el 

caso real la d i s t a n c i a  p o d r í a  ser m e n o r  a la c a l c u l a d a  sob r e  el 

t r iánguI o .(ver f i g u r a  a.l).

D e b i d o  a ío a n t e r i o r  es n e c e s a r i o  i n t ro d u c i r  en el c á l c u l o

de d i s t a n c i a s  ’ m í n i m a s ,  s o bre t r i á ng u l o s ,  a l g ú n  factor de 

"c o r r e c c i ó n " pa r a  a c e r c a r n o s  m á s  al cas o  real. Est e  factor de 

c o r r e c c i ó n  es la fu n c i ó n  M(.), con la cual se c a l c u l a  el m á x i m o  

a h o r r o  en d i s t a n c i a  que se pue d e  t e n e r  r e s p e c t o  a un lado.



fi g u r a  a .1

D E S C R I P C I O N

B á s i c a m e n t e  la a m p l i f i c a c i ó n  c o n s i s t e  en lo s i g u i e n t e :  Dos

m e d i o s  de i g uales o d is t i n t o s  F a c t o r e s  de A m p l i f i c a c i ó n ,  a 

t r avés de los c u a l e s  se d e s e a  nave g a r ,  p r o p o r c i o n a n  una d i s t a n c i a  

m í n i m a  en la cual se c o n s i d e r a r á  una d i s m i n u c i ó n  de la d i s t a n c i a ,  

con r e s p e c t o  a la que se o b t e n d r í a  si no se c o n s i d e r a s e  el error 

i n t r o d u c i d o  en la r ep r e s e n  tac i ó n . La fun c i ó n  M( .) se a u x i l i a  de 

la ley de Snell de la r e f r a c c i ó n  de la luz, pa r a  o b t e n e r  el 

m á x i m o  ah o r r o .

E s t a  ley e s t a  da d a  por: cos ( f i l )  = k c o s ( f ¡ 2 )



E n t o n c e s ,  una d i s t a n c i a  m í n i m a  que pa s a  a t r avés de dos 

t r i án g u l o s  de d i f e r e n t e s  f ac t o r e s  de a m p l i f i c a c i ó n ,  s u f ri r á  una 

d i s m i n u c i ó n  p r o p o r c i o n a l  a k . (ver figu r a  a . 2)

f i g u r a  a .2

El lado que esta s o b r e  el eje de las x ’s, es el ú l t i m o  s o b r e  

el que se ha n a v e g a d o  y se d e s e a  o b s e r v a r  có m o  es a f e c t a d a  la 

d i s t a n c i a  al n a v e g a r  s o b r e  el t r i á n g u l o  ABC.

La f u n c i ó n  M ( .) e s t á  da d a  por:

M (.) = min ¡d — di — Kd2{ [1]
0< = x < =L



i g u a l a n d o  [2] y [3] obtene m o s :

x3 = ( ( a l p h a ) ( x 2 )  + b )/(a Ipha-m)

y3 = ( m( ( a l p h a ) ( x 2 )  + b )/(a l p h a - m )  ) + b

y p a r a  x2:

x2 = xl - (y 1 / 1g (f i 1))

Con e s t o  se logra d i s m i n u i r  la d i s t a n c i a  de la c u ñ a  al punto 

O r i g e n  s o b r e  el cual se esta t r a b a j a n d o ,  a fin de h a c e r  más 

r i g u r o s a  la p r i o r i d a d  e n t r e  las c u ñ a s  pa r a  ser e x t e n d i d a s  y 

a c e r c a r n o s  al c a s o  real.

El f a c t o r  de a m p l i f i c a c i ó n ,  p u e d e  ser o b t e n i d o  de la



s i g u i e n t e  f o r m a :

p e n d i e n t e  del t r i á n g u l o
k = ------------------------------------------------------

m í n i m a  p e n d i e n t e  del t e r r e n o

La a m p l i f i c a c i ó n  no se i m p l e m e n t ò  en es t e  trabajo.



APENDICE B ALGORITMO BE BIJK5TRA

GRAFICAS

M u c h a s  s i t u a c i o n e s  del m u n d o  real p u e d e n  ser d e s c r i t a s

c o n v e n i e n t e m e n t e  e m p l e a n d o  un d i a g r a m a ,  el cual e s t a  c o m p u e s t o  de

un c o n j u n t o  de p u n t o s  y líneas. L a s  l í n e a s  u n e n  a c i e r t o s  pares

de p u n t o s  no n e c e s a r i a m e n t e  d i f e r e n t e s .  Por e j e m p l o ,  los p u n t o s

p u e d e n  ser c i u d a d e s  y las l i n e a s  e n l a c e s  de c o m u n i c a c i ó n  e n t r e

ellas. L a  a b s t r a c c i ó n  m a t e m á t i c a  de s i t u a c i o n e s  de e s t e  ti p o  da

o r i g e n  al c o n c e p t o  de g r áfica.

U n a  g r á f i c a  6 se c o m p o n e  del t r i p l e  s i g u i e n t e :

( V < G ) , E ( G ) , Y  ). D o n d e  V(G) es un c o n j u n t o  no v a c í o  de v é r t i c e s  
G

(los p u n t o s  de la g r á f i c a ) ,  E(G) es un c o n j u n t o  de o r i l l a s  o

lados (las líne a s  en la g r á f i c a )  y; Y es u n a  -función de
G

i n c i d e n c i a ,  la cual a s o c i a  con c a d a  o r i l l a  de G un par de

v é r t i c e s ,  no n e c e s a r i a m e n t e  d i f e r e n t e s ,  de G. Si e es u n a  orilla,

y u y v s o n  v é r t i c e s  t a les que Y (e) = uv, e n t o n c e s  se d i c e  que e
G

u n e  a u y  v> u y v son l l a m a d o s  e x t r e m o s  de e.

Un e j e m p l o  s e r v i r á  pa r a  a c l a r a r  la d e f i n i c i ó n :

G = ( V ( G ) , E ( G ) ,Y )
G

d o n d e  V(G) = C v i ,v 2 , v 3 , v 4 , v 5 >

E (G ) = < e l , e 2 , e 3 , e 4 , e 5 , e 6 , e 7 , e 8 >

y Y e s  d e f i n i d a  como:
’ G

Y (el) = v 1v 2 , Y (e 2 ) = v2v3, Y (e3) = v 3 v 3 ,  Y (e4) = v 3 v 4
G G G G

Y <e5) = v2v4, Y (e6) = v4v5, Y (e7) = v2v 5 ,  Y (eS) = v 2 v 5
G G G 6

En la -figura b.l se m u e s t r a  la g r á f i c a  6.



f i g u r a  b . 1 G r á f i c a  G.

P u e d e  h a b e r  m u c h a s  -formas de d i b u j a r  u n a  gráf i c a ,  siriernbargo 

el d i a g r a m a  de una g r á f i c a  s o l o  d e s c r i b e  la r e l a c i b n  de 

i n c i d e n c i a  e n t r e  sus v é r t i c e s  y  o r i l l a s .

EL FffOELEMA DEL CAMINO HAS CORTO

Si a c a d a  o r i l l a  e de u n a  grá-fica 6 le asociarnos un n ü m e r o

real w(e>, l l a m a d o  s_u. p.tLS.0., e n t o n c e s  G es l l a m a d a  G.cA£Í_tL«L E.ti=ñ.d_ñ..

L a s  g r á f i c a s  p e s a d a s  o c u r r e n  f r e c u e n t e m e n t e  en las a p l i c a c i o n e s

de t e o r í a  de g r áficas.

El p r o b l e m a  del c a m i n o  m á s  c o r t o  p u e d e  e n u n c i a r s e  de la

s i g u i e n t e  . m a n e r a :  d a d a  u n a  red f e r r o v i a r i a  que c o n e c t a  v a r i o s

p u e b l o s ,  d e t e r m i n e  la r u t a  rn&s c o r t a  e n t r e  d o s  p u e b l o s

e s p e c í f i c o s  de la red.

D e b e  e n c o n t r a r s e ,  en u n a  grfefica pe s a d a ,  un c a m i n o  de m í n i m o

p e s o  que c o n e c t a  dos v é r t i c e s  e s p e c í f  icos u y v ; los p e s o s
o o

r e p r e s e n t a n  las d i s t a n c i a s  e n t r e  dos p u e b l o s  c o n e c t a d o s  o



c o m u n i c a d o s  por la v í a  f e rrea, y por lo tanto, e s t o s  p e sos no 

p u e d e n  ser n e g a t i v o s .

P a r a  c l a r i d a d  en la e x p o s i c i b n ,  nos r e f e r i r e m o s  al pe s o  de 

un c a m i n o  en u n a  grfefica p e s a d a  c o m o  su " l o n g i t u d " ;  s imi 1 ármente, 

el p e s o  m í n i m o  e n t r e  los v é r t i c e s  u y v ser-fe ll a m a d o  la 

" d i s t a n c i a "  e n t r e  u y v, y se denotar-fe por d( u , v ) .  Tambifen se 

a d o p t a r á  la c o n v e n c i ó n  de que w(u, v )  =  d o  si u v  no p e r t e n e c e  a 

E (6) .

El a l g o r i t m o  aquí d e s c r i t o  -fue d e s c u b i e r t o  por D i j k s t r a

(1959). E s t e  no so l o  e n c u e n t r a  el c a m i n o  mfes c o r t o  e n t r e  u y
* o

v , s i n o  que t a m b i é n  e n c u e n t r a  los c a m i n o s  m á s  c o r t o s  a t o d o s  los 
o

demfes vfertices de G. La idea bfesica es la s i g u i e n t e :

En el a l g o r i t m o ,  c a d a  v é r t i c e  v lle v a  a s o c i a d o  u n a  e t i q u e t a

1 ( v ) , la cual es un limite s u p e r i o r  a d ( u  ,v). Inici al m e n t e
o

1 (u ) = 0 y 1 (v) = oo p a r a  v É u . (Para irnplementar e s t e
o o

a l g o r i t m o  en c o m p u t a d o r a ,  oo se r e e m p l a z a  por un n limero

s u f i c i e n t e m e n t e  g r ande). C o n f o r m e  es p r o c e s a d o  el a lgoritmo,

e s t a s  et i q u e t a s  son mod i f i c a d a s  de tal f o r m a  que al final de la

e t a p a  i ,

1 <u) = d < u ,u) par a  u € S
o i

y

1 (v) = m i n í d l u  ,u) + w ( u v ) >  p a r a  v € S
o i

AlS-orilioiD D_ij.fc.2ir.euL

El a l g o r i t m o  t r a b a j a  c o n s t r u y e n d o  un c o n j u n t o  S de v é rtices,

p a r a  los que la d i s t a n c i a  mfes c o r t a  a un v é r t i c e  u , que se di c e
o

e s el o r i g e n  del c a mino, es c o n o c i d a .



a) En c a d a  pa s o  del a l g o r i t m o  se s e l e c c i o n a  un v é r t i c e

v E V, c u y a  d i s t a n c i a  es la roks c o r t a  al o r i g e n  y se a g r e g a  al

c o n j u n t o  S .

t>) P a r a  c a d a  v é r t i c e  v € V-S, se o b t i e n e  el c o s t o  rninirno.

P a r a  lo cual se c o n s i d e r a  al v é r t i c e  r e c i é n  a g r e g a d o  al c o n j u n t o

S. En o t r a s  p a l a b r a s ,  el a l g o r i t m o  de Dij!<stra se c o m p o r t a  de la 

s i g u i e n t e  m a n e r a :

P a r a  u n a  g r á f i c a  de n v é r t i c e s :

1. Se ha c e  1 (uo) = 0, 1 <v) = oo p a r a  v 4 uo, S o = {u o } e i = 0.

2. P a r a  c a d a  v E S ,  se r e e m p l a z a  l(v) por
i

m i n { 1 (v ) , 1 (u ) + w (u v ) } .
i i

Se o b t i e n e  el m i n  _{l ( v ) > ,  y al v é r t i c e  v, p a r a  el que
v E S

e s t e  m í n i m o  -fue o b t e n i d o ,  se le d e n o t a  u .

i + 1
Se ha c e  S = S U <u }.

i + i i i +1
3. Si i = n-1, alto. si i < n-1, se r e e m p l a z a  i por i+1, se

r e g r e s a  al pa s o  2.

C u a n d o  el a l g o r i t m o  t e r m i n a ,  la d i s t a n c i a  d e s d e  u a v e s t á
o

d a d a  por el v a l o r  -final de l(v). Si n u e s t r o  i n t e r é s  es d e t e r m i n a r

la d i s t a n c i a  a un v é r t i c e  e s p e c i f i c o  v , el a l g o r i t m o  de b e  p a r a r
o

c u a n d o  u - i g u a l a  a v . E s t e  a l g o r i t m o  t i e n e  u n a  c o m p l e j i d a d

2 j ‘ o
0 ( n  ). En la f o r m a  en que se ha d e s c r i t o ,  el a l g o r i t m o  de

D i j k s t r a  d e t e r m i n a  s o l a m e n t e  las d i s t a n c i a s  d e s d e  u a t o d o s  los
o

o t r o s  v é r t i c e s ,  y no el c a m i n o  m á s  c o r t o  a c a d a  u n o  de ellos.

S i n e m b a r g o ,  los c a m i n o s  m á s  c o r t o s  p u e d e n  ser d e t e r m i n a d o s  al

s e g u i r l e s  la p i s t a  a los p r e d e c e s o r e s  de los v é r t i c e s ,  en el 

á r b o l  de c a m i n o s  c o r t o s  que se f o r m a  s o b r e  la g r á f i c a .  Un ferbol



es u n a  g r á f i c a  en la que t o d o s  los v é r t i c e s  e s t á n  c o n e c t a d o s ,  sin

q u e  h a y a  lazos c e r r a d o s  o c i c l o s .  E n t o n c e s  se pue d e  c o n s i d e r a r

que é s t e  a l g o r i t m o  es un p r o c e d i m i e n t o  p a r a  o b t e n e r  o generar-

á r b o l e s  s o b r e  u n a  gráf i c a .  El p r e d e c e s o r  de un v é r t i c e  v, en el

c a m i n o  m á s  c o r t o  a u , es aquel que e s t á  u n i d o  m e d i a n t e  u n a  
o

o r i l l a  con v, y a d e m á s  e s t á  c o n t e n i d o  en el c a m i n o  más c o r t o  a

o
A c o n t i n u a c i ó n  se p r e s e n t a ,  en la f i g u r a  b.2, un e j e m p l o  del 

r e s u l t a d o  de a p l i c a r  el a l g o r i t m o  de D i j k s t r a  a u n a  g r á f i c a  

pe s a d a .  En es t a  f i g u r a  se i l u s t r a n  los p a s o s  p a r a  o b t e n e r  los 

c a m i n o s  m á s  c o r t o s  a c a d a  u n o  de los v é r t i c e s  de la g r á f i c a ,  c a d a  

p a s o  del a l g o r i t m o  es d e t a l l a d o  en la t a b l a  1.

<s>
i + 1

1 <u ) 
o

1 (a) 1 (b) 1 (c) 1 (d ) líe) l<f) 1 (g)

<u - 0 DO (30 oo oo oo oo oo
o

{ ijl u 0 2 aa oo 4 1 3 oo
o o

{U e > e 0 2 oo oo 4 1 2 3
o

{ u e, a> a 0 2 5 5 4 1 2 3
o

<u e, a ,f  > f 0 2 5 5 4 1 2 3
D

(u e, a , f , g> 9 0 2 5 4 4 1 2 3
D

{ U e , a , f , g,c } c 0 2 5 4 4 1 2 3
o( u e ,a , f ,g ,c ,d } d 0 2 5 4 4 1 2 3
o

(u e ,a , f ,g ,c ,d ,b } b 0 2 5 4 4 1 2 3
o

T A B L A  1.



En la t a b l a  a n t e r i o r ,  podernos o b t e n e r  el c a m i n o  m ás  c o r t o  a

c u a l q u i e r  vfertice, por e j e m p l o  a c:

Si se a n a l i z a  la c o l u m n a  l(c), se o b s e r v a  que la d i s t a n c i a

rnks c o r t a  a c es de 4 y que e se  4 se r e p ite, en la m i s m a  c o lumna,

d e s d e  t r e s  r e n g l o n e s  a r riba; e s t o  es, c u a n d o  v = g, lo que nos
i +1

i n d i c a  que el p r e d e c e s o r  de c es g. Si a h o r a  se a n a l i z a  la

c o l u m n a  1 (g) c o m o  se h i z o  c o n  1 (c) , se o b t i e n e  que el p r e d e c e s o r

de g e s  el v é r t i c e  e; el cual a su vez ( a n a l i z a n d o  l(e))¡, t i e n e

c o m o  p r e d e c e s o r  a u , que es el o r ig e n  del camino, 
o



f i g u r a  b .2 P a s o s  p a r a  o b t e n e r  los c a m i n o s  m á s  c o r t o s  a p a r t i r  
d e l  v é r t i c e  l i o ,  a t o d o s  los d e m á s  v é r t i c e s  en la 
gr á f  ica.
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