


CENTRO DE INVESTIGACION Y BE
ESTUDIOS AVANZADOS DEL

i. P. N.
BIBLIOTECA
INGENIERIA ELECTRICA



ChNTHO DE INVISIIGICION Y BE
'T-J"103 -VAhZ 00S DEL
SP.N.
BIBLIOTETCA
INGENIERIA ELECTRICA



CENTRO DE INVESTIGACION Y DE ESTUDIOS AVANZADOS DEL INSTITUTO

POLITECNICO NACIONAL.

DEPARTAMENTO DE INGENIERIA ELECTRICA

SECCION COMPUTACION

RUTAS DE DISTANCIA MINIMA SOBRE UN MODELO JERARQUICO DE TERRENO

Tesis que presenta el Ing. JesUs Véazquez Gimez para obtener
el grado de MAESTRO EN CIENCIAS en la especialidad de
INGENIERIA. ELECTRICA. Trabajo dirigido por el Dr. Renato

Barrera Rivera.

Becario de COSNET. México D.F. Junio 1988.



A mis padres.
A mis hermanos,

A mis amigos.



AGRADECIMIENTOS

Agradezco a mi -familia todo el apoyo y comprensidn
que me brindaron durante los estudios de maestria, asf
como en la realizaci6én de esta tesis.

Al Dr. Renato Barrera, por su direccion y
paciencia en el desarrollo de este trabaj

Al Dr.
Vargas, por el tiempo que dedicaron a
presente tesis.

berto Calvillo y al Dr. Cristoébal
i la

Al Lic. Jorge Buenabad Chavez, por
“comentarios, ideas y animos en el transcurso de
estudios de maestria.

Al Dr. Armando baldonado, por su apoyo en la
terminacion del presente trabajo.

A CUSNET, por proporcionarme la beca crédito para
mfinanciar mis estudios.

A todos mis compafieros y amigos del CINVESTAV por
un sinnimero de buenos detalles.

A mis amigos, quienes de alguna u otra -forma
siempre me apoyan.



Resumen

INDICE

Introduccién

Capitulo

Capitulo

1

1

1.

1

2

N

1

1

.2

Antecedentes

Representaciondel Terreno ............

Al

.1 General idades

Descripcién General

Modelo.

Claves de los elementos

goritmo de Mount .................. -

.2 L=
-3 Problema del camino Mon6tono
MAS COrto  .oooieiiiiiiiiiiiaaaa,
4 Algoritmo del camino Mondtono
MAS COFTO  meuieeinieiiiaennaeaaaan
.5 Ejemplo e e
.6 Correccion del Algoritmo
Algoritmo Propuesto .......cceeeieinannanns

Obtencién de Cotas Inferiores ......

.2.1 Descripcion del procesoExtiende

.2,

.2,

1.

1

a

b

Procedimiento Vecinos

Procedimiento Expande .............

1

14

14

30

31

33

38

41

44

47



Capitulo 111
3.

3.

APENDICE A
APENDICE B

REFERENCIAS

.3 Cota Superior

2.2.1.c Procedi

ento lteracion ..........

2.2.1.d Cufia Minima Subtendiente

2.2.2 Seleccion de lados ....................

2.3.1 Obtencidén de la Ruta "Buena" ......

.4 Refinamiento ...................... -

Resultados y Conclusiones

1 Terreno Utilizado

2 Pruebas ...l

"AMPLIFICACION"

“ALGORITMO DE DIJKSTRA"

63

64

67

67

67

73

75

77



TITULO: Rutas de Distancia M

RESUMEN

ma sobre un Modelo

Jerarquico de Terreno.

Se presenta un algoritmo para encontrar Rutas de
Longitud Minima entre dos puntos dados (origen 'y
destino) de un terreno.

El terreno se representa mediante un poliedro de caras
triangulares.

Se ha considerado conveniente adoptar un modelo

Jerarquico de terreno en el que las caras triangulares

del poliedro pueden ser subdivididas en triangulaciones
mas finas, hasta lograr la precisién deseada.
Este trabajo se apoya principalmente en dos algoritmos

1) El de Mount [M-85], que presenta una solucidén al

problema de encontrar una Ruta de Longitud Minima en

la superficie de un poliedro.
2) El de DijKstra [AHU-74], para obtener Rutas de

das.

Longitud Minima en Graficas Di

El algoritmo que se propone aprovecha las peculiaridades

de los modelos jerarquicos para resolver una ser de

problemas aproximados. En la solucién de tales problemas
* 1

se el

ciertas regiones del terreno por

inan "a prio
las que es imposible que pase la ruta de distancia
minima .

Finalmente, se aplica un método exacto para obtener el

camino mas corto entre Origen y Destino, considerando



s6lamente la porcién de terreno que no ha sido el

en la serie de problemas aproximados.



INTRODUCCION.

Este trabajo se refiere a la obtenciéon de wuna Ruta de
Longitud Minima que conecte un punto Origen con un punto Destino
dentro una cierta regién de terreno. Se presupone contar con una
base de datos con informacién del terreno, y que esta informacidn
esta organizada en forma jerarquica. La susodicha base de datos
contiene la ubicacién y la altura de puntos significativos del
terreno.

El problema de rutas minimas en poliedros ha sido tratado
entre otros por Mount [M-85]; O Rourke, Suri y Booth [0SB-84] y

sharir y Schorr [SS-84].

Sharir 'y Schorr presentan un algoritmo para encontrar la
ruta de longitud minima sobre un poliedro convexo. La
3
complejidad de dicho algoritmo es de 0(n log n).

0 Rourke, Suri y Booth desarrollaron un algoritmo de
complejidad O(ns), para encontrar la ruta de longitud minima
entre dos puntos sobre un poliedro no convexo.

Por daltimo, Mount propone un algoritmo de orden O(n2 log n);
este algoritmo mejora los resultados de O Rourke, Suri y Booth,
para obtener la ruta de longitud minima entre dos puntos sobre un
poliedro no necesariamente convexo.

El propésito de esta tesis es el de reducir la complejidad
de los algori.tmos mencionados, para lo cual se propone un
algoritmo del tipo “ramificacién y acotamiento” previo a la
solucion exacta del problema final.

Esta “tramificacion y Acotamiento”” consta pues de dos fases:

a)- Acotamiento. En  la que se genera una aproximacion



"buena” a la ruta minima dentro de la regidn a
considerarse. La longitud de dicha aproximacién acota
por arriba a la longitud minima,

b)- Reduccién: En la que, con base en la cota anterior, se
descartan de la regién a considerarse porciones por las

que es imposible que pase una ruta minima.

Para rea lizar lo anterior se contara con un modelo
jerarquico del terreno, en el que la jerarquia esta dada por una
serie de representaciones de creciente nivel de precision. En
cada ni\el de precisiéon se tiene una particién triangular cuyoé
vértices tienen altura conocida; para aproximar la altura de

cualquier otro se interpola linealmente entre los vértices del

triangulo que lo contiene. Los vértices correspondientes a un
cierto nivel de precision son obtenidos seccionando los
triangulos del nivel anterior. La razon para organizar el modelo

en niveles es la de hacer un compromiso entre exactitud y volumen

de

ormacion: los primeros niveles tienen informacién muy

gruesa, aunque muy sucinta.

Sobre este modelo jerarquico se resolveran una

problemas aproximados de distancia minima, comenzando con el

nivel ion mas gruesa, y prosiguiendo con los niveles de

mejor ajuste.* La formacion lograda al resolver Jos problemas

aproximados en niveles de menor precision permitirdn descartar "a
pri.ori” grandes areas (reducciodn), con lo que al resolverse el
problema "real" mediante un método exacto, se habra disminuido

enormemente el volumen de calculos involucrados.

En el capitulo 1 se describe el modelo de terreno wutilizado



y los antecedentes en que se basa este trabajo.
En el capitulo Il se describe el algoritmo propuesto para

encontrar rutas de longitud minima.

nalmente, en el capitulo IlIl se presentan los resultados vy
conclusiones del trabajo realizado.
En el apéndice A, se describe el concepto de

"ampl ificac i6n".



CAPITULO 1. ANTECEDENTES

Este trabajo se apoya principalmente en el algoritmo de

za una construccién® geométrica

cho autor ut

Mount [M-85].

que Ilama cufla para obtener la ruta de longitud minima en un

poliedro, y se apoya a su vez en el algoritmo de DijKstra [AHU-
74] para el camino mas corto en graficas.

zado es descrito en la

La representacién del terreno uti

seccion 1.1. vy el algoritmo de Mount en la secci6n 1.2.

1.1 REPRESENTACION DEL TERRENO

En. esta seccidén se muestra la forma en que se representa un

entos para obtener informacion

terreno, asi como algunos proced
del mismo.
En la secciéon 1.1.1 se presenta el modelo seleccionado para

representar el terreno, y en la 1.1.2 se describe 1la forma en que

se almacena 1la informacién correspondiente.

1.1.1 MODELO DEL TERRENO

Como se ha dicho vya, en este trabajo el terreno se

representa mediante una superfice poliédrica.

Un poliearo sé define como un conjunto finitd conexo de

poligonos planos ( llamados "caras"), tal que cada lado de cada

poligono es comin con otro poligono.
El poliedro forma una superficie cerrada simple, y

descompone el espacio en dos regiones, una de las cuales, Ilamada

"interior", es finita.



Un poliedro es convexo si sus caras o su interior contienen
al total de segmentos que unen cada par de los vértices de sus
caras.

las caras del poliedro seréan triangu lares.

En este trabaj
En lasiguiente figura se muestra un poliedro no convexo con

caras triangul ares.

figura 1.1 Poliedro no convexo con caras triangulares .

Represen tac ion

izada es una "jerarquica",

La representac ién de terreno uti
con crecientes niveles de precision. Para todo nivel de esta
jerarquia la region se subdivide en un conjunto de triangulos
rectangulos (cuyo numero depende de la precisién), de cuyos vértices
se conocen las coordenadas (Xx,y,z). Para conocer la altura de un
punto cualquiera se interpola linealmente entre los veftices del
triangulo que 1lo contiene. Una triangulacién de un nivel dado se

jlustra en las siguiente figura:



figura 1.2.1 Parti

Como se mencion6é en la

nivel de preci

i6n dado se obtienen subdi

anterior. En particular, los

utilizando los

como lo muestra

figura

puntos medios de

la figura 1.2.2.

1.2.2 Generaciodn

ion para un

troduccion,

nivel dado de precision

nuevos triangulos se

los lados del triangulo

de nuevos triangulos

los triangulos de

idiendo los del




Asi pues, la base de esta jerarquia es una particion
RUDA de 8 triangulos, almacenada en el archivo ARCHO; le sigue
una particién de 32 triangulos que estad almacenada en un archivo
ARCH1, y asi sucesivamente hasta el archivo ARCHn que es el de
mejor precision.

La figura 1.3.1 muestra 3 niveles de aproximacién para un

terreno, mismos que constan de 8,32 y 128 triangulos.



NIVEL O

NIVEL 1

NIVEL 2

figura 1.3.1 Modelo Jerarquico
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1.1.2 CLAVES DE LOS VERTICES Y LOS LADOS

izar el

En este trabajo, y por la conveniencia de u
concepto de "monotonici dad" descrito en la seccidn 1.2.1., un
lado que sea comin a dos caras sera representado mediante dos

distintas versiones o "lados internos", uno para cada cara que

lo contiene.
Los algoritmos necesarios para implantar este trabajo

utilizan muy frecuentemente tanto la operacion de accesar la

informaciéon de un vértice (o lado interno ) dado, como la de
obtener una lista de sus vecinos. Con el fin simplificar estas
operaciones es conveniente asociar claves a cada vértice y a cada

"lado terno™. Estas claves son obtenidas utilizando las

coordenadas (x,y) de los vértices mediante "entretejido de bits"
[BV-8A]. Este método consiste simplemente en expresar en forma

binaria las coordenadas " "y" de un punto, y obtener de ellas

un  nuevo ndmero binario cuyos campos entretejen un bit de la

ordenada con uno de la abcisa.

Se considera que los "lados internos” de una cara cualquiera

en la triangulacién estan orientados en el sentido de las

manecillas del relo lo que permite hablar de un vértice in

y de uno final de un lado interno.

n en triangulos rectangulos

Como hemos escogido una part
equilateros, un lado puede tener seis direcciones, cuyo cédigo es

el siguiente:

1



figura 1.B.2 Coédigo de direcciones

La orientacion y el vértice inicial de un lado interno nos
permiten identificar su vértice final, ya que la longitud de un
lado depende de la orientacion y el nivel de precision. Por

dados determinan

tanto, una orientacién 'y un vértice 1
completamente un lado interno.
Aprovechando tal hecho formaremos la clave de un lado

interno concatenando su direccién con las “coordenadas

entretejidas™ de su vértice al.

Asi, cuando una clave que cie con 7 7 indica que su

vértice final se encuentra en la direccién 1, es decir, a |la

derecha sobre el eje de las X & del vértice i

cial del lado.
Para poder representar mediante el mismo formato las claves

de vértices y de lados internos asignaremos a los vértices una

ireccion fict a D~

Ejemp Suponiendo que se tiene la clave ™1400*, entonces:
- Se esta hablando de un lado interno
- El vértice final estd en la direccion 4, es decir, a la

izquierda sobre el eje de las X % del vértice inicial.

12



para

La parte de la clave "1400°, nos indica que las coordenadas
del vértice inicial son (C/2.C/2).

Y finalmente, como sabemos que el vértice final estd a la
izquierda sobre el eje de las X %, las coordenadas del
vértice final son (0,C/2).

Donde C es el valor méaximo que pueden tomar X o Y.

En nuestro trabajo, utilizamos los siguientes procedimientos

manipular las claves:

ento ClaveOri(.), se obtiene la clave de un lado,

- Proced
incluyendo 1la parte del mismo.

- ClaveaCoor(clave), regresa las coordenadas del vértice
representado por clave.

- Adyacente(clave),obtiene las lados adyacentes a clave,
donde clave puede ser un lado o un vértice.

-C laveOpuesta(cl ave), regresa la clave del lado

representado por clave, pero en direccién contrar

(es decir, la otra parte del lado)

De esta forma, con estos procedimientos es posible obtener

informacién del terreno en un cierto nivel de precisién.

13



1.2 ALGORITMO DE MOUNT.

El problema tratado en este trabajo se refiere a la
obtencién de rutas de longitud minima entre dos puntos sobre un
terreno. Uno de estos puntos es el Origen de la ruta, el otro es
el Destino.

Como se mencioné en la seccion 1.1 el terreno es

drica no convexa con caras

representado por una superficie po
tr iangul ares.

El algoritmo de DijKstra podria ser usado en el caso de que
se viajara s6lo a través de vértices y lados; desgraciadamente,
las rutas minimas sobre un poliedro no siempre estan sobre lados
y tipicamente cruzan caras, lados y vértices.

Para encontrar el camino mas corto en un terreno

representado por un poliedro nos apoyaremos en el algoritmo

propuesto por Mount [M-85], que a continuacidén se describe.

1.2.1 GENERALIDADES.

Este algoritmo mejora los resultados obtenidos por Sharir vy
Schorr [SS-8A] y los de O Rourke, Suri y Booth [0SB-84] para el
problema de encontrar caminos cortos en la superficie de un
poliedro (convexo o0 no).

El algoritmo es una generalizacion de las técnicas usadas
por Sharir 'y Schorr [SS-84], que a su vez generalizan el
algoritmo de Dijkstra [AHU-74]. Este trabajo es valido para
poliedros no convexos como el mostrado en la figura 1.1. Se
asume que las caras son triangulares y ademds, que los puntos

origen y destino (de la ruta buscada) coinciden con dos vértices

14



de la triangulacion. Esto no es una restriccion, ya que si un
punto dado no coincide con un vértice se pueden extender lados a
partir de dicho punto hacia Jlos vértices de la cara que lo

contiene.

DESDOBLAMIENTO DE UNA CARA

Con el fin de simplificar el céalculo involucrado en la
obtenciodn de rutas sobre un poliedro es conveniente **desdoblar”
planarmente tal poliedro a lo largo de una ruta

Desdoblar es el procedimiento mediante el cual dos caras
adyacentes son rotadas sobre su lado comin, hasta que ambas estan
sobre un mismo plano.

Se puede apreciar que al ar sobre un  poliedro la

distancia de un camino que cruza de una cara el a otra c2 no es
afectada por el angulo entre caras; esto se observa facilmente al
desdoblar las caras con respecto al 1lado comlin entre ellas, de
tal manera que ambas queden sobre un mismo plano. La operacion
de desdoblar un poliedro se conoce como "desdoblamiento planar”.
Lo anterior se puede generalizar a una cadena de caras, como se
muestra en la figura 1.4.b, donde se desdobla el poliedro de la
figura 1.4.a. en las caras {A, B, C, D, Ey F} y en las caras

{A, B, G, H, Ey F}.

15



figura 1.4 Desdoblamiento Planar

16



Para "desdoblar" dos triangulos con vértices ABC y BCD, se
procede de la siguiente manera:

-Primero se obtiene la distancia L entre dos vértices del

primer triangulo (ABC), digamos C y A. Se considera que

cada uno de éstos vértices queda completamente ubicado por

medio de sus coordenadas (x,y,z). Ver la figura 1.5.a.

-El vértice C se coloca en las coordenadas (x.y), mientras

que A en (x,y+L). Ver figura 1.S.b.

-Posteriormente se calculan las distancias de A a B

(rl), y de B a C (r2).

-Con A y C como centros se construyen circunferencias de

radios rl y r2 respectivamente, se obtiene la interseccién

de ambas circunferenci as.

-Finalmente, con los dos puntos obtenidos en la interseccidn

anterior, se prueba cual de ellos corresponde al vértice B.

Para "desdoblar" al triangulo BCD con respecto al triangulo
ABC, debemos considerar que en la representac i6én “"desdoblada™

a los

obtenida para el tridangulo ABC se asigndé una posi
vértices B y C, por lo que sélo resta obtener la ubicacion del
vértice D de la siguiente manera:

-Se obtienen las distancias de B a D (r3) y de C a D (rA).

ircunferenci as de

-Con B y C como centros se construyen
radios r3 y r4 respectivamente, se obtiene la interseccion
de ambas circunferencias.

-Finalmente, con los dos puntos obtenidos en la interseccion

anterior, se prueba cuil de ellos corresponde al vértice D.

17



a) vista tridimensional b) desdoblamiento

figura 1.5. Desdoblamiento de una cara.

Lo anterior se implementa en el proced ento
Unfl at(A .B.r1,r2), donde A y B son los centros de las
circunferencias construidas y, rl y r2 los radios de las mismas

respec tivamen te.

CUNAS

Para desarrollar un algoritmo eficiente Mount propone la
introduccién de un elemento Ilamado cufia

La cufia describe una regién en una cara dentro de la cual
todos los caminos mas cortos desde el origen tienen la misma

histor

- Dos caminos tienen la misma

istoria™ cuando:

a) Surgen de un mismo origen y

b) Cruzan la misma secuencia de caras, lados y vértices.

Una cufa se define como el cuadruplo <o,b,d,e>, donde:

18



=lado sobre elque incide la base de lacufa.

=base de lacufia.

= origen de la cufia.

istancia del camino mas corto entre "o y el punto

I del camino, (figura 1.6).

figura 1.6 Una cufia mostrada sobre un
desdoblamiento planar.

A continuacidén se presenta la descripcién de los atributos
de una cufia para su implementac i6n:

- Clave del lado interno sobre el que incide la cufa.

- Base de la cufia.

- Coordenadas del origen relativo.

- Peso del origen relativo.

- Distancfa de la Base al origen relativo.

- Aneestro.

Clave del lado interno® Sirve para identificar a la cufa.

-

Base de J.a Cufia® Es el conjunto de puntos de "e" sobre el

cual los caminos cortos cruzan lamisma secuencia decaras,

19



lados 'y vértices a partir del origen El origen
relativo es ya sea el origen, o el Gltimo vértice que haya
cruzado uno de de los caminos a los que corresponde la cufia.
Este origen relativo indica la posicion relativa de un
vértice (el origen de la cufia) respecto al lado donde reposa
la base de la cuifia, y estad especificado por sus coordenadas
respecto al lado. Para obtener éstas coordenadas se procede
de la manera siguiente:

Coordenadas del origen reiatiyo”. Como se vio en 1.1.2, un

lado (con longitud L) tiene un extremo cial y otro

final. Sea di (d2) la distancia de el extremo

Para obtener las

(final) de "e™ al origen relativo

coordenadas de

con respecto a , se procede asi:

- El  extremo in al del lado “&", es colocado en las
coordenadas (0,0).
- El extremo final se coloca en (L,0).

- Se construyen dos circunferencias con centros en los

extremos in y final de "“e", y con radios di y d2

respectivamente. Las coordenadas del origen relativo

coninciden con la de uno de los puntos de

interseccién de estas circunferencias.

El calculo de las nuevas coordenadas del origen relativo

se efectlda con el fin de facilitar las operaciones en los

procedimientos de Ajuste de cufias y Cufia Subtendiente, como
se vera mas adelante.

Peso dei origen relativo” Proporciona la distancia

acumulada desde el o del camino hasta el vértice al que

20



el origen relativo corresponde.

Ancestro” Es la cuia que al "extenderse" generd a la actual.
Cuando se ha Ilegado al destino, es facil reconstruir
mediante los ancestros el camino andado. El proceso de

“"extender™ una cufia ser& descrito més adelante.

La estructura de datos (en Pascal) utilizada para almacenar

las antedichas caracterfsti cas de una cufia es la siguiente

Para almacenar la informacién de una Cufia.

ApRecWedge = "RecWedge; {apuntador al registro del tipo
RecWedge}
RecWedge = RECORD {registro de la cufa }
Wed : integer; {rtumero de cufia }
PointCla : strl5; {clave del lado o
vértice a extender}
orelB : Coordenadas; {origen relativo.}
orelref : Coordenadas; {o.relativo desdoblado}
DistOrel : real; {distancia minima al
orlgen rea It ivo}
peso, {distancia de o.relativo a ORIGEN}
dist: real; {distancia de la base de la cufia
al ORIGEN }

inicio,{coordenadas del inicio del [lado
desdoblado (en el sentido
de las manecillas del reloj) }

final, {coordenadas del vértice final del
lado desdoblado}
bal,baF : Coordenadas; {coordenadas del inicio
y final de la base de la cufia}
padre, {apuntadoral padre}
next H ApRecWedge; {apuntador a la

siguiente cufia ordenada por el campo dist}
"END;

COMENTARIOS:

La estructura de datos anterior es un registro del lenguaje
PASCAL. En ella suponemos que la base de la cufia estd conectada,

y que por tanto bastan dos puntos para describirla (bal, baF).

21



Posteriormente, al hablar de "Monotonici dad", se vera que el

método utilizado rinde bases conectadas.

“Padre" apunta al la cufia que generd a la actual y permite

reconstruir la ruta m ma. Por altimo, "next" es un apuntador
usado por la cola de prioridades que se utiliza en el algoritmo

de Moun t.

MONOTONICIDAD.
Lee 'y Preparata [LP-84], observaron que el problema del
camino mas corto puede ser simplificado considerablemente si los

caminos muestran ser mondtonos, esto es, si la rutas de longitud

ina siempre cruzan un lado en una sola direccion.
Concretamente, demostraron que si un problema era monétono, la
base de una cufia era conexa.

Aunque puede ocurrir que los caminos cortos sobre un

poliedro no sean monétonos, puede simularse la monotonicidad

imaginando que cada lado es dividido en dos copias o partes
(lados internos), una asociada con los caminos que cruzan el lado

por la izquierda, y la otra con los caminos que lo cruzan por la

derecha. Esta técnica es conocida como “monoton dad
estructurada” , y aunque incrementa un poco el nlGmero de cufas, el
tiempo de procesamiento que requiere cada cufia disminuye

considerablemente puesto que se simplifica el tratamiento de las

bases .

En este trabajo con el fin de lograr monotonicidad, se
considera que un lado consta de dos partes: Una perteneciente a
una cara Cl1 yla otra parte a la cara C2 (fig 1.7.), es decir,

una parte serael lado interno de C1 y la otra parte sera el lado
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interno de C2. (ver secci6n 1.1.2)

el,

es

igura 1.7 Partes de un Lado.

Asi, en la Fig. 1.7 el lado AB genera dos lados internos:

que va de A a B y e2, que va de B hacia A.

GEODESICAS.

Se define una “Geodésica™ como un camino en el poliedro que

localmente el camino mas corto. En [M-85] se establecen las

propiedades de las geodésicas de la siguiente manera:

3) Una geodésica que vi

1) La restriccion de un camino ma4s corto a una cara es un

segmento delinea recta. Larestriccién de una geodésica

a una cara es un segmento de linea.

2) Una geodésica pasa a través del interior de un lado de tal

forma gJe el desdoblamiento planar del camino corto es una

linea rec ta.

a a través de un vértice forma un
o

angulo mayor o igual a 180 ~con respecto a éste. Para el
caso de unpoliedro convexo, la suma de los angulos con
respecto acualquier vérticees menor a 3,>0 , de ahi que
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las geodésicas en este caso no pasan por los vértices (a
menos que el Origen y el Destino de la ruta, correspondan

a los extremos de un lado).

LINEA DE VISTA

SI se desea cruzar de la cara Cl1 a la cara C2 a través de un
lado "e" a partir de un origen 0 (figura 1.8.a) es necesario que
la parte del lado "e*““que pertenece a Cl esté orientada en el
sentido de las manecillas del reloj con respecto a 0, como se
jlustra en la figura 1.8.a. De ocurrir lo anterior se dice que

el lado

si presenta linea de vista al origen 0.
La linea de vista que ofrece un lado a un origen es la parte

de ese lado sobre 1la cual los caminos cortos cruzan la

sma
secuencia de caras, lados y vértices a partir del origen, (figura
1.8.a).

En la representacion desdoblada de la figura 1.8.b se
muestra el caso en que los caminos que se originan en 0 no pueden
cruzar de la cara Cl a la C2 a través del lado ABEsto se debe
a que la parte del lado AB que pertenece a la cara Cl esta

orientada en sentido contrario a las manecillas del rel con

respecto a 0.

Para verificar que un lado cualquiera ofrezca linea de vista
a un origen dado se implementa la funcién PorDondei.), la cual
regresa un 0 " cuando no hay linea de vista y regresa un *1*

cuando la hay.
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figura 1.8 Linea de Vista

ADYACENCIA

1) Dos caras son adyacentes si tienen un lado en comin.

2) Un lado interno es adyacente a otro si tienen un vértice
en comin y pertenecen a caras adyacentes. Asi pues en la

f 1.9.a los lados internos "AC" y "CB" de la cara C2

son adyacentes al lado interno AB de la cara C1.
3) Por daltimo, un lado es adyacente a un vértice si presenta
linea de vista a éste y ademds pertenece a una cara que”

contiene dicho vértice (figura 1.9.b.)

figura 1.9 Adyacencia
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EXTENSION DE UNA CUNA

Los elementos que componen una cufia fueron descritos en esta

sma seccion. Para extender una cufia se siguen los siguientes

pasos: ( fig 1.10)

1.- Se obtienen los lados adyacentes al [lado"I" en que
incide la base de la cufia que se desea extender

2.- Se obtiene el desdoblamiento planar de la cara que

contiene a los lados adyacentes a "

3.- Se prolongan las lineas que van del origen de la cufia a

su base hasta intersectar con los lados adyacentes a

Esta intersecc

n delimita unas nuevas bases sobre los
lados adyacentes a "I".

A.- Se evaltan los atributos de las nuevas cufias obtenidas, vy
se agregana una cola de cufias ordenada en forma
creciente de la distancia al origen de la ruta buscada.

A

proceso anterior se le Illama Extender una Cufia.

Al extender cufias se pueden presentar dos tipos de evento:

evento lado y evento vértice.

El “"evento lado" sucede cuando se extiende una cufia sobre un
lado y éste presenta linea de vista al origen relativo de la
cufia. En caso contario se presenta un evento vértice, es decir,

se genera un nuevo origen.

En la figura 1.11, D “representa un Nuevo Origen. El Nuevo
Origen es el vértice comin entre la base de la cuia recién
extendida y el lado "I" que no presenté linea de vista.

Al extender una cufia a partir de la base de otra se dice que
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figura 1.10 Extensién de una Cufia.

0 origen de la cufia (la cual se muestra sombreada).

Cly C2 son dos caras de la triangulacioén,

bl y b2 son las bases de las cufias generadas al extender
la cufia con base en I y origen en 0.

27



se extiende a partir de un lado, mientras que al hacerlo a partir

de un vértice se dice que se extiende un vértice. Lo anterior se
implementa con los procedimientos Ext iende_Lado(.) y
Extijende_Vertice(.) en el programa, como se muestra: (en seudo
cédigo) .

Extiende_Lado (Clave, Lado)

{ Clave- clave del lado que contiene la base de la
cufia que se extiende.
Lado- clave del lado adyacente a Clave, y sobre
el que se desea extender
BEGIN
Obten Origen Re lativo(Lado).
Genera Nueva Cufia(lLado)
IF Lado presenta linea de vista al origen relativo THEN
CASE
CASE la Nueva Cufia se Traslapa con otra
IF Cota Inferior
Cufia_Equivalente(Lado)

ELSE
Ajusta_Cufia(Lado) (método exacto}
ENDIF
CASE la Nueva Cufia Regresa (llega a un lado
sobre el cual ya hay
Elimina Cufia. una cufia, pero por
la otra parte del
1 ado}

CASE la Nueva Cufia no tiene competencia
Colocarla en la cola ordenada de cufias.

ENDCASE

ELSE
Genera Nuevo Origen.
IF no se repite THEN
Coloca el Nuevo Origen en la cola ordenada de cufias.
ENDIF

ENDIF

END.



Extjende_Verti ce (Clave, Lado)

{ Clave - clave del vértice, a partir del cual se
extenderéan cufias.
Lado - clave del lado adyacente a Clave }
BEGIN

Obten Origen Re lativo(Lado).
Genera Nueva Cufia(Lado)
CASE
CASE la Nueva Cufla se Traslapa con otra
IF Cota Infer ior
Cufla_Equivalente(Lado)

ELSE
Ajusta_Cufia(Lado) {método exacto)
ENDIF
CASE la Nueva Cufia Regresa {l lega a un lado, sobre el

cual ya hay una cufia, pero en
Elimina Cufia. la otra parte del lado}
CASE la Nueva Cufia no tiene competencia
Colocarlo en la cola de cufias.
ENDCASE
END.

Cabe hacer notar que los procedimientos anteriores no sélo
se utilizan en el algoritmo de Mount, sino que también se emplean
en el algoritmo propuesto en esta tesis explicado en el capitulo

Il. Asi pues, esta seccion sera referida mas adelante.

figura 1.11 Nuevo Origen

En la figura anterior el lado "e””no presenta linea de vista

al origen 1 de lacufia que se extiende sobre el lado por lo

que se genera el nuevo origen 0.
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Cuando se extiende una cufia genera varios eventos tras lo
que muere, es decir, se extrae de la cola ordenada antes

mencionada. La figura 1.12.a muestra que un evento vértice o

Nuevo Origen puede extenderse hasta a 6 lados, ientras que un

evento lado (figura 1.12.b) se extiende como maximo a 2.

d) B

figura 1.12
a) Extender un vértice
b) Extender un lado.

1.2.2 METODO.

A continuacion se describe el algoritmo de Mount.

Mantiene actual izada una cola ordenada de cufias que

seran extendidas en orden creciente de su distancia al
punto origen del camino.
- Cada vez que se extiende una cufia genera nuevas cufias

das en la cola ordenada, la cual puede

que son incl
crecer indef ipidamente .

- Se quita de la cola ordenada la cufia que acaba de ser
extendida

- Si al generar una nueva cufia su base se traslapa con
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la de otra residente en la cola ordenada, es
necesario ajustar las bases de ambas cufias. El ajuste
se lleva a cabo mediante la curva bisectriz entre los
origenes relativos de las cufias que se traslapan,

delimitando las bases de estas.

- El proceso se repite hasta que la cufia que se desea

extender contiene al Destino de la ruta.

1.2.3 PROBLEMA DEL CAMINO MONOTONO MAS CORTO.

LEMA 1 [M-85]

Las bases de las cufias generadas en el problema mondtono,
estan conectadas.

Prueba :

La prueba es por induccién en el naimero de lados por los que

ha pasado la cufia. Una cufia degenarada cuya base iguale a su
origen esta tr Imente conectada. Considere una cufla cuya base
reposa sobre un lado 2" de la cara "f", figura 1.13. La cufa

entra a la cara "i" por alguno de los otros lados o vértices de
ésta cara.

ta la intersecci6on de la cufia con el

La regién que deli

lado por donde se entra a la cara es, por induccion, un

subconjunto de una base conectada. S6lo una cufia sobre "e" puede
entrar a a través de ésta region, ya que las bases de las
cufias no se traslapan.

Suponiendo lo contrario, que la cufia no estd conectada. De

los comentarios anteriores y del hecho de que hay cufias que
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cubren a , debe haber dos cufias cuyos desdoblamientos planares

se intersec ten.

figura 1.13 Interseccion de una Cufia.

Ya que "f" es convexa ésta interseccién ocurre dentro de
b Existen puntos xl y x2 que estdn sobre las bases de las

cufias intersec tadas cuyos origenes son 01 y 02 respectivamente, y

ersectan en un  angulo

cuyas geodésicas mas cortas i

diferente a cero. Sin embargo, esto conduce a una contradiccion

inmediata al construir los caminos mas cortos, a través de
desde x1 a 02 vy de x2 a 01. Esto implica que existe una

geodésica mas corta que llega a X cruzando "f".

LEMA 2. [M-85]

El nimero de cufias incidentes sobre un lado en el problema
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2
mon6étono es 0(n) y por tanto el nGmero total de cufias es 0(n ).

Considere el conjunto de cufias incidentes sobre una parte de
un lado "e™. Cada origen de las cufias estd en un vértice. Al
seleccionar, arbitrari amen te, uno de los posibles caminos cortos
a un vértice podemos considerar que el camino es Gnico. Entonces
si dos cufias diferentes comparten un origencomin, en algin lugar
(entre el origen comitn y el lado "e") las cufias pasan por lados
diferentes de un vértice V tras haber pasado por una cara "f’”
incidente en V. Ningin otro par de cufias que compartan un origen
comdn pueden ser separadas primero por V mientras pasan sobre
f", ya que esto implicaria que dos geodésicas se cruzan en "f"
con un angulo diferente a cero. En el 1lema 1 se demostré que

esto no puede ocurrir. De ésto resulta que el nimero de cufas

incidentes sobre "e’”esta |1 tado por el nUmero de origenes mas
el nimero de pares (V,f) (donde V es uno delos vértices de "f").

Elnimero de origenes esta limitado por el nimero de vértices vy

el namero de pares (V,f), estd limitado por dos veces el niamero

de lados. Entonces, hay 0(n) cufias sobre "e" .

1.2.4 ALGORITMO DEL CAMINO MONOTONO MAS CORTO

Se presenta el algoritmo del camino mas corto considerando
que los lados de la triangulacién sélo pueden ser cruzados en una

direcc ion .

Se basa en el algoritmo de Dijkstra [AHU-74].

Utiliza cufias para almacenar la funcién de distancia.
El algoritmo es controlado por una <cola de prioridades
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ordenada por distancias. Las operaciones de insertar, extraer el
de menor distancia, borrar y cambiar prioridad de un evento en la

col se lleva a cabo en un tiempo CKlog n).[AHU-74].

Se pueden distinguir dos tipos de eventos: cuando una cufa
se extiende a través de un lado a otro se tiene un evento lado.
Cuando una cufia arriva a un vértice se presenta un evento
vértice.

Inicialmente la cola contiene un evento vértice, el origen
del camino, con una distancia 0.Para cada unode los vértices
restantes se agrega en la colaun evento vértice con una

ta.

istancia in
Conforme se vaya conociendo el valor de la distancia al
origen de cada cufia, su prioridad se modifica.

Si se retira de la cola un evento vértice se genera una

nueva cufia para cada lado de las caras que inciden en icho
vértice y que le presenten linea de vista. La base para estas
nuevas cufias es el lado mismo.

Si se retira de la cola un evento lado se genera una nueva

cufia al extender la cufia actual, es decir, al prolongar los rayos

que delimitan a la cufia que esta en la cabeza de la cola.

Considerando que la cufia actual incide en el lado

entonces

sobre una cara f1, y f2 es la caraopuesta sobre
las- nuevas cufias son generadas para los otros doslados de f2.
La cufia actual es el ancestro de las cufias recién generadas.

Ver figura 1.14.
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C es padre de Cl y C2
figura 1.14

Si se traslapa la base de una nueva cufia con la de alglna

cufia ya existente en la cola, sus bases deben ser ajustadas.

AJUSTE DE CUNAS

Cuando dos cufias tienen sus bases sobre un mismo lado
se presentan dos casos:

1.- Sus bases no se traslapan

2.- Sus bases se traslapan.

Para el primer caso, el camino mas corto que llega a un

punto cualquiera del lado estd contenido en sélo una cufa,
por lo que no es necesario ajustar las bases de las cufas
incidentes.

Cuando la base de una nueva cufia se traslapa con la de una

cufla ya existente sobre " (caso 2) éstas deben ser ajustadas
para evitar el traslape, ya que un punto X contenido en la parte
del lado "e" en que las bases de las cufias se traslapan, puede

tener dos caminos: uno que viene de la cufia izquierda y otro que
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iene de la cufia derecha. Para de-f

r qué puntos sobre et
estan mds cerca de la cufia izquierda, que de la derecha, se
procede de la siguiente manera:

-Inici almente debe determinarse la posicion relativa de la

nueva cufia con respecto a las otras cufias sobre "e
-Se puede calcular la posici6on relativa de la nueva cufia

en un tiempo Oflog n) por biseccion.

BISECCION.
Se ha visto que una nueva cufia cuya base incide sobre un

lado "e””puede traslaparse con las cufias ya existentes sobre <&".

(figura 1.15.)

figura 1.15 Bisecc ion

En la figura 1.15 la nueva cufia Cn se traslapa con CI, c2 vy
C3. Cl estda a la lzquierda de Cn, y C2 estd a la derecha, por lo

que los denominaremos Ci y Cd respectivamente.
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Primero ajustaremos Cn con Ci que esta a laizquierda,
obteniendo el punto xI, obtenidomediante la terseccion con
e del lugar geométrico de los puntos que estan a la misma
distancia de Ci que de Cn (cuando Ci y Cn tienen el mismo peso,
dicho lugar geométrico es una recta; en caso contrario es un
segmento hiperbélico). En la figura 1.15 la linea punteada
representa este Jlugar geométrico. Los puntos a la izquierda de
x1, estan mas cerca del origen de Ci; los de la derecha, estan
mas cerca del origen de Cn.

Por otro lado, cuando cada punto en la base de Ci estd mas
cerca del origen de Cn, entonces Ci debe ser borrada. Una vez
que Ci es retirada de la cola de prioridades antes mencionada, se

debe considerar a la siguiente cufia hacia la

se repite el proceso de ajuste. (Fig 1.16.)

figura 1.16 Ajustando a la lzquierda.

Ci debe ser borrada porque todos los puntos de

estan mas cerca del origen de” Cn. Co pasa a
se repite el proceso de ajuste.

Después se procede de igual manera con la cufa
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(Cd), obtenjendose el punto x2 mediante "b2" en la figura 1.15.

Una vez que se ha posicionado la nueva cufia al ajustar su
base, tanto a la izquierda como a la derecha, sobre un Jlado “&"
se agrega a la cola ordenada de cufias.

Si "d" es la distancia del punto mas cercano de la base de
la cufia a su origen y "p" el peso al Origen de la ruta que se
busca, entonces la cola de cufias sera ordenada por "d"+"p".

El costo de ajustar cufias es proporcional al namero de cufias
borradas. A su vez, éste esta I2imitad0 por el numero de cufas
creadas, que se mostrard es de 0(n ).

Modificar las cufias de la cola requiere un tiempo de 0(n log

2

n, por lo que costo total del ajuste es 0(n log n).

A continuacién se presenta un ejemplo para jlustrar la forma
en que se extienden las cufas sobre el desdoblamiento planar de

una representac ién de terreno dada.

1.2.5. EJEMPLO

En la figura 1.17 se muestra la forma en que se extienden

las cufias sobre una part 6n de terreno que ha sido previamente
desdoblada. Se desea [llegar al destino M a partir del origen 0.

Inicialmente (figura 1.17.a) a partir del vértice O, se
extiende una cufia, a la que le llamaremos AB, sobre el lado
comin a las caras A y B. La base de la misma cubre completamente
el lado AB, por lo que se especifica que cubre de 0.0 a 7.1 del
lado (7.1 es la longitud de dicho lado).

El' origen de la cufia que en éste caso es 0 esta ubicado con

respecto al lado AB en las coordenadas (3.5,-3.5). El peso de
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este origen relativo es 0.0, ya que es en él donde ini
camino.

La distancia mas corta a la base de la cufia es de 5.0. Y por
ultimo el ancestro es el origen mismo.

La cufa recién generada es colocada en una cola que estéa
ordenada por la distancia al origen relativo mas el peso del
mismo.

Supongamos que ahora extendemos la cufia AB sobre el lado BC
(figura 1.17.b). En éste caso la cufia generada tiene como base el
lado BC, cuyo origen relativo se encuentra en (8.2,-A.7) con un
peso de 0.0, y la distancia mas corta a la base es de 5.0. El
ancestro es la cufia AB. La cufia BC es ordenada en la cola de
prioridades y la cufia AB es retirada de la misma (si no tiene mas
lados adyacentes sobre los cuales extender nuevas cufas).

Al tratar de extender la cufia BC sobre el lado CD (fig.
1.17.C) ocurre que CD no presenta linea de vista al origen 0, por
lo que es necesario generar un nuevo origen (evento vértice).

El nuevo origen relativo N tiene un peso igual a 5.0 (que es

la distancia de N al origen 0), y por no tener base su distanci
a ella es 0.0. Las coordenadas de 0 respecto a N son (0,-5), y
tiene como ancestro a BC. El evento vértice es agregado a la
cola de prioridades, mientras que la cufia BC es retirada.

A partir de N es féacil |Ilegar al destino M, como se ilustra
en la figura 1.17.d.

Cuando la base de la cuila a extenderse (la cufla que esta a
la cabeza de la cola) contiene al punto destino de la Ruta se

inado.

considera que el proceso ha ter
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RANURA BASE ORIGEN PESO DIST ANCBST

AB 0.0,7.1 (3.5,-3.5) 0.0 5.0 0

BC 0.0,7.1 (8.2,-4.7) 0.05.0 AB

Al extender la ranura BC, no hay linea de
vista de la orilla CD con respecto al origen 0.
Se genera un nuevo origen N

N 0.0,0.0 (0.0,-5.0) 5.0 0.0 BC

Al extender N se llega al destino M.

figura 1.17 Extension de Cufias
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Nota:

Aunque una ruta de distancia minima puede ser como la
mostrada en la figura 1.18, en la cual se une el origen con el
destino mediante una linea recta a través de un desdoblamiento,
puede haber rutas que unan al origen con el destino mediante una

linea recta sin que ésto implique que sea una ruta de distancia

mInima .
figura 1.18 Una Posible Ruta de Distancia Minima.
Camino corto entre dos vértices
sobre un desdoblamiento planar.
1.2.6 CORRECCION DEL ALGORITMO

Lema 3 [M-85J

Sea d la distancia del siguiente evento en la cola.

1) (las cufias corresponden a geodésicas). Si una cufia C es
creada por el algoritmo y un punto X reposa sobre la base
de C, entonces hay una geodésica a X desde el origen cuya

distancia es el peso del origen de C mas la distancia
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desde X al origen de C.

2) (Las cufias cubren todos los puntos con distancia menor o
igual que d). Para un punto X, el cual esta a una
distancia d < d del origen mas cercano y pertenece a un
lado "e" hay una cufia C, cuya base contiene a X tal que
la stanc desde X al origen de C es d”y C da el
desdoblamiento planar del camino més corto a X.

3) (Solo las cufias verdaderas son extendidas). Si una cufia
C ha sido extendida a través de un lado "e" y X es el
punto mas cercano sobre la basede C a su origen al
tiempo de extension, entonces Ces el desdoblamiento
planar de la geodésica mas corta a X desde esta parte de
e .

A) (Los caminos mas cortos a vértices son correctos hasta la
distancia d). Si un vértice V ha sido etiquetado con
distancia d ” <= d, entonces la distancia desde el origen
es d 7.

PRUEBA.

La prueba es por inducciéon en el nlmero de eventos extraidos

de la cola, notando que los eventos sonextraidos en orden

creciente de distancia.

b))

2)

Proviene simplemente de que las cufias son extendidas al
desdoblar caras tal como lo son-las geodésicas.

Considere un punto X. El camino més corto desde X hasta
el origen intersecta a otro lado (o vértice) en el
punto Y, que debe estar mds cerca al origen. Se sabe que

alguna cufia contiene a Y, y debido a que la distancia a Y

42



es menor que d, ésta cufia ya ha sido

extendida. De lo

anterior se deduce que alguna cufia contiene a X, y que

por ) ésta cufla debe corresponder
verdadera, y ya que el camino a

hipotéticamente 1la geodésica mas corta,

a una geodésica
través de Y es

la cufia extendida

a través de Y debe contener X. figura 1.19.
figura 1.19. Las cufias cubren todos los puntos con
distancia menor o igual que d

3) Supéngase que X, sobre el lado "e",

es el punto mas

cercano al origen de la cufia C al tiempo de extensiodn.

De 1), existe un camino desde X a a

distancia es el peso del origen mas la

Igin origen, cuya

distancia desde X

a su origen. Por (2) no hay camino mas corto a cualquier
origen. Entonces hay por lo menos un punto de la cufia
que sobrevive el ajuste, y por tanto la cufia es

permanente.

A) Se sigue de (1) y (2).
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CAPITULO 11, ALGORITMO PROPUESTO

En este capitulo se propone un algoritmo disefiado con vistas
a disminuir el tiempo de obtencidén de rutas de distancia minima.

El método de Mount, explicado en el capitulo I, demostro
2

tener una complejidad 0(n log(n)) donde es el namero de
vértices en la triangulacion. El presente método intenta reducir
la complejidad del citado algoritmo, descartando a priori grandes
regiones del terreno en donde no es factible que pase una ruta
minima.

El método aqui propuesto presupone un modelo jeradrquico del
terreno como el explicado en el capitulo I. Este modelo consta de

una serie de "m" triangulaciones :

(T3} < AT <o {T)
m 0

m-1
Cada triangulacién (T»} estd compuesta de W lados, y la
inclusién de una triangulacilén en otra {T } < (T }I significa que
la proyeccion en el plano x-y de cada vér{ice de i{T 1}, coincide
ya sea con la proyeccién de un vértice de {T } o yace en la
proyeccién de un punto intermedio de alguno de sus lados.
Partiendo de (T }, una descripcién sumamente gruesa de la
topografia, se aplicoa un algoritmo del tipo “ramificacién vy
acotamiento” sobre descripciones mas y méas exactas del terreno
con el fin de reducir en cada paso el &rea a ser considerada.
Asi, cuando el algoritmo Ilega al nivel de mayor precisiéon (T }
m
se habran descartado amplias regiones de terreno. En ese punto se

puede usar un método exacto, como el de Mount, sobre un volumen
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muy reducido de datos.

El algoritmo propuesto consta de dos etapas:

.De Reduccion, en que se merman las regiones a

de

considerarse mediante la aplicacién secuencia
procesos de reduccion sobre triangulaciones cada vez

mas finas.

.De Soiycién finai.

Asi pues, en la etapa de Reduccion, se descartan regiones

por las que no puede pasar una ruta minima entre el origen y el
destino. Para marcar como descartada una regién de una
triangulacion se recurre al concepto de "barrera"”, esto es, un
lado de una triangulacion al cual es imposible que cruce una ruta

minima. La etapa de Reduccién estd orientada a detectar

barreras . Una regién sera descartada sélo cuando:

.No contenga al origen y al destino
.Este rodeada por barreras

Inicialmente, en la triangulacion (TO}. las (nicas barreras
son los bordes de la representac ion.

En la figura 2.1 los lados 4,5,6,9,10.13,14, y 16 son
barreras, ya que representan el borde de la regién y por tanto el
camino mas corto debe cruzar por los lados activos (esto es, los

que no son barreras) para poder Ilegar al destino.
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figura 2.1 Representacion con Barreras

Dos caracter Isticas muy convenientes de la represen tac ién del

terreno utilizada son:

.Solo los lados activos (esto es, los que no son
barreras) necesitan ser incluidos en las

triangulaciones. Todo lado no incluido se declara

implicitamente como barrera.

-No es necesari determinar al principio de un

procedimiento de reduccién las regiones que estan
completamente rodeadas por barreras , ya que los lados

contenidos en esta region desaparecen al terminar el

procedimiento de reducc

La organizacidn del capitulo es la siguiente: en la seccién
2.1 se hace una descripcion general del algoritmo propuesto. En
esa seccion se discute so6lamente la e"tapa de reduccién. No se

discutira la segunda etapa, puesto que consiste en la aplicacion

del algoritmo de Mount que ya ha sido descrito en 1.2.
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La etapa de reduccidn se basa en tres algoritmos
principales, el de Obtencién de Cotas Inferiores, el de Obtenc
de Cota Superior, y el de Refinamiento de una triangulacidén, que
son descritos respectivamente en las secciones 2.2, 2.3 y 2.4
2.1 DESCRIPCION GENERAL

Como se dijo anteriormente el algoritmo tiene 2 etapas:

De B&duccion, en que se eliminan regiones por donde es

imposible que pase una ruta de longitud m ma.

De solucién finai, que encuentra la ruta de longitud
ima dentro de la regiéon reducida anteriormente.

En este inciso serd descrita la etapa de Reduccién. Para

ello son necesarias las siguientes definiciones:

Sean :

{T } una triangulacién de trabajo con w lados, que

t almacena los lados que no han sido de:cartados (no
declarados como barreras) en el transcurso de la
etapa de Reduccion

0 el origen de la ruta buscada,

d el destino de la ruta buscada.

X una variable definida sobre cada lado "I" de una
triangulacion, en tal forma que x=0 en uno de sus
vértices y x=L, la longitud de ™", en el otro.

0 () una funcién definida sobre cada lado "I" de una

1

triangulacion

de cada punto

ul

{T 3 que acota por abajo
|

(sobre

la distancia

de

un lado ) al origen



la ruta.
D (.) una funcién definida sobre cada lado "I" de una

triangulacion (T } que acota por abajo la distancia
1

de cada punto (sobre un lado "1") al destino de

la ruta.
S La distancia recorrida por una cierta ruta desde
I

"o ffasta “d" en una ruta factible dentro de la

triangulaciodn {T } y que se wusard como cota
1

super ior.
L [0 () + D (.)] , para el lado T .
I [} [}
La obtencién de las funciones 0 (.) y de D (.) se hace
1 1

aplicando el procedimiento EXTIENDE(ori gen) o EXTIENDE(destino)
respect ivamente.

Observese que la suma 0 (.)+D (.) es menor que la longitud
de cualquier ruta de "o" al"d" qule cruza por "I77 En este
sentido es que se dice que son cotas inferiores.

El procedimientoEXTIENDE(.) se describeen la seccion
2.2.1. La cota superior S se obtiene mediante la  funcioén
RUTA(.), descrita en la secciéln 2.3.

Como se menciond anteriormente, la triangulacién de trabajo
{T } almacena la regién que no ha sido descartada en la parte de
resuccién del terreno. Por tanto todo lado que no esté contenido
en la triangulacion {T} ésuna barrera, por la que es imposible

t

que pase la ruta de longitud minima.

A continuacién se muestra el algoritmo propuesto, en seudo

codigo, para la parte de Reduccion. Ademas de EXTIENDE(.) vy
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RUTAC(.), el seudocédigo utiliza el procedimiento REFINA!.), el
cual se describe en detalle en la seccién 2.A. 'y que tiene como
entrada los lados de una triangulacién T , y da como resultado

i
los lados correspondientes a la triangulaciéon T

i+1
ALGORITMO REDUCCION(.)i
BEGIN
1 i = 0j {nive | inicial = 0}
2 {T } <- {T % {inicja Imente sélo los bordes
t i
son barreras}
3 WHILE (i < m) 00 {m es el
BEGIN prec ision}
i+3
4 S = RUTA({T J,2 ) {Se obtiene una Cota Superior, con
t
el algoritmo de Mount
limitando el tamafio de la
i+3
cola a 2 }
5 EXTIENDE( Origen); {Aqui se obtiene la Cota
6 EXT IENDE (Des tino); Inferior "L
7 FOR EACH <{1} e CT }) {Selecciona Lados)
t
8 IF L(1) > S THEN {T } <- {T } - {1}i
t t
{"1" es eliminado por ser barrera}
9 io= i+tlj {pasa al siguiente nivel}
10 {T } <- REFINA({T }); {obtine una represen tac j6n mas
t t
precisa para T, que
t
corresponde al siguiente
nivel}
ENDj
END.
COMENTARIOS.
Instrucciéon U (RUTAL.))
La funcién RUTAIL.) procede a obtener un camino
suficientemente bueno entre el origen y el destino. El
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camino asi obtenido evita cruzar barreras. Esta
funcién, que obtiene el citado camino y su longitud, se

za solamente su

describe en 2.3. De esta ruta se ut
longitud st que servira como una cota superior a la

distancia minima.

Instrucciones 5a 6 (EXTIENDE(Origen), EXTIENDE(Destino))
La obtencién de las cotas 0 (.), D (.) se describe en la
1 I

seccién 2.2.1.

Instruccién 8 (Eliminacién de Barreras)

Se verifica si el lado "I" es una barrera comparando la

cota inferior 0 (.)+D (.) con la cota superior "
1 I

De esta forma, al eliminar lados  “barrera”, se
pueden descartar las porciones de terreno rodeadas por
barreras, porciones por las que la ruta de longitud

minima no puede atravesar.

Los lados que pasan la prueba anterior, y que por
tanto siguen "vivos"™, son almacenados en una cola de
prioridades la cual esta ordenada por la distancia al
ORIGEN (6 al DESTINO) cuando se esté “extendiendo a

partir del origen” (“étxtendiendo a partir del destino"”).

Instrucciéon 10 (REFINA(.))
Con los lados "vivos" se pasa al proceso de
Refinamiento para obtener una aproximacién mejor. Esto
se realiza mediante el procedimiento REFINA(.), descrito

en la seccién 2.4.
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d ) “refinar"”

El Refinamiento consiste en
nuestra UGltima particion, para acomodarla al siguiente

nivel de precision.

A continuacién se presenta un ejemplo del efecto de las
instrucciones descritas anteriormente al ser aplicadas sobre el

terreno de la figura 2.1.

Ejempl o:
En la figura 2.2 se jlustra un "camino suficientemente

bueno” obtenido mediante la funcién RUTA(.). (instruccién 4)

figura 2.2 Camino Suficientemente Bueno.

Suponiendo que el camino suficientemente bueno recién

obtenido nos proporciona una cota superior S = 14.

El resultado de aplicar las instrucciones 5 y 6 del

algoritmo al lado 1 es:
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0 (1) = distancia mds corta desde el origen hasta 1
|

D (1) = distancia mas corta desde el destino hasta 1
|

Suponiendo que se obtienen las cotas inferiores que
a continuaciéon se [listan, podemos identificar

las barreras .

0 (1) = 3.53 en el punto 2.5,2.5
|

D (1) = 7.07 en el punto 0,5
|

L = Min(0 (1)+D (1)) = 12.24
| |

Ya que L <= S para el lado 1, éste no es una
barrera.

Los lados que son barreras se muestran en la figura
2.3 con doble linea.

Al descartar las regiones rodeadas por las barreras
de la figura 2.3. obtenemos la representacidon de la

figura 2.4.

figura 2.3 Barreras en una Representacion.
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figura 2.4 EI

inacion de Barreras.

En la figura anterior, los lados 3 y 12 pasan
a ser "bordes" de la representacion. Los bordes

aungue no han sido el

nados de la representacion

son considerados barreras .

Una vez que se han e

nado las regiones
rodeadas de barreras, esto es, si la particion
resultante del proceso de "eliminacién" fuese la de
la figura 2.A, el resultado del proceso de
“REFINA(C.)" (instruccion 10) serla el que se

muestra en la figura 2.5.
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figura 2.5 Refinamiento.
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2.2 OBTENCION DE LAS COTAS INFERIORES 0 (.) y D (.)-
1 |

Para obtener la cota inferior a la distancia entre los

puntos de un lado "1™ de una triangulacién y el origen (el

destino), es necesario obtener una funcién 0 (.) (D (.))- Para
1 1

realizar estas dos  funciones se implanté el procedimiento

EXTIENDE(meta). Dicho procedimiento, descrito en la siguiente
seccion, obtiene para cada punto de un lado de una
triangulaciéon, wuna cota inferior a su distancia a "meta" (donde
"meta" puede ser el origen o el destino de la ruta buscada). Asl!,
0 () y D (.), son el resultado de aplicar los procedimientos
EXITIENDE(oriIgen) y EXTIENDE(destino) respectivamente.

La filosofia de este procedimiento se basa en la usada en el
algoritmo de Mount, y al igual que éste trabaja con cufias.

También como en el algoritmo de Mount, se considera que cada

de la triangulacién puede ser considerado como formado

lado
por dos copias ("Id" y “1i") del mismo. La copia "Id" es la que
presenta "I" al ser cruzado de derecha a izquierda, y "li*“es la
copia presentada por "I" al ser cruzado de izquierda a derecha.

Lo anterior fué descrito con mas detalle en la seccién 1.2.1.

En el algoritmo de Mount sepodian extender (en diversos
momentos) hastia “n" cufias sobre un lado "I1", donde “n" es el
nimero de puntos dela triangulacién. En el algoritmo

EXTIENDE(meta) sdélo se puede expandir una vez una cufia para cada
lado. Para lograr esto. una vez que se han obtenido diversas
cotas inferiores a las distancias de un lado a "meta“s, se obtiene
una  “"cufia minima subtendiente” o "cufia equivalente”, que acota

por abajo a todas las posibles cotas ya existentes en el lado
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2.2.1 DESCRIPCION DEL PROCESO EXTIENDE.

EXTIENDE(meta), obtiene para cada lado “17” de una
triangulacion {T} una cota inferior de su distancia a “"meta““
Esta cota inferior es una funci6én del parametro ’%x™ definido en
2.1, y es de la forma:

1 i ~

0(x) =3Ch- i(x) ) + <k - j<x) > + A

1

donde

(i(x),j(x)) son las coordenadas de un punto "x" sobre "I".

(h,K) son las coordenadas del origen relativo de la cufia que
incide sobre "I".

A es el peso del origen relativo de la cufia.

Esta formula es la distancia al origen de los puntos "x" de

la base de una cuiia, la cual incide sobre el lado | Para

obtener recursivamente estas cotas inferiores se usa también un

método que utiliza cufias y propagaciones. Difiere del de Mount
en que antes de que se propague la cota inferior de un lado:
.Todos los puntos de ese lado deben tener cotas inferiores

validas.(Que no puedan ser modificadas).

.Se obtenga una cufa subtendiente que, sin gran desperdicio,
acote por abajo a las cotas inferiores ya existentes en ese

lado.

ieren de

Ademas, las cufias que se usan en este algoritmo, d

las usadas por Mount, en que sus bases cubren lados completos de
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la triangulacién. (Fig 2.6)

figura 2.6 Cufias que cubren lados completos.

Al igual que el algoritmo de Mount se mantiene actualizada

una cola de prioridades, ordenada en orden creciente de la

distancia. Al ini de esta cola se haya la cuia de menor

distancia a la "meta" ( el Origen o el Destino de la ruta).

Antes de pasar a la especificacion del algoritmo
"EXTIENDE(neta)"”, son necesarias ciertas defin ones:
N el lado de la triangulacién, en el que yace la cufia
que esta a la cabeza de la cola.
d La distancia minima desde la cuifia, que esta a la
cabeza de la cola, hasta "meta’’.
{C} El conjunto de cufias residentes en la cola de

prioridades que inciden en

D La maxima distancia a "meta " entre las cufias de

cC}.

{P} El conjunto de cufias que inciden en lados cuya
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{R}

proyeccién en el plano x-y, se encuentra a una
distancia menor que D-d.

Conjunto de cufias recién generadas y que alin no se

incluyen en la cola de prioridades.

A continuacién se describe el algoritmo EXTIENDE(.) en seudo

cédigo. Este algoritmo necesita de los siguientes procedimientos:

Vec inos (.)

Expande(.)

llerac i6on(.)

Cufia_subtendiente( .)

Agrega_a_Col a(.>

or igen(.)

COMENTARIOS:

. VECINOSTel emento), obtiene los lados vecinos a un
elemento. Por elemento se entiende, un vértice o un lado.

Se describe en la secci6n 2.2.1.a.

EXPANDE(vertice), -expande cufias a partir de un vértice.

Este procedimiento se describe en la secci6n 2.2.1.b.

ITERACIONT{P},{C}), verifica que se incluyan en el
conjunto {C}, todas las cufias de {P} que pueden afectar la

Cota Inferior. Se describe en la seccién 2.2.1.C.

CUNA_SUBTENDIENTE({C}), obtiene a partir de las cufias en
{C} una dnica Cufia Equivalente, se describe en mas detai le

en la seccidén 2.2.1.d.

. AGREGA_A_COLA({R}). inserta en la cola de prioridades las

cufias {R} generadas en el procedimiento EXPANDE(.).
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ORIGEN(A), nos proporciona el origen de la cufia f

En seudo cédigo:

EXTIENDE(meta);

BEGIN

1 {E} <- VECINOS(meta);

2 {R} <- EXPANDE(meta, {E});

3 AGREGA_A_COLA({R});

WHILE (cola no vacia) DO

BEGIN

A toma elemento superior de la cola. Obten {C}, D, d, u=D-d,[P}
/* propagamos los efectos de P a C*/

5 CC} <- ITERACION({P}.{C});

6 i = CUNA-SUBTENDIENTE({C});

7 {E} = VECINOS(I)

8 {R} <-EXPANDE(origen(fi) ,(E})

9 AGREGA_A_COLA((R});

END;
END;
Lema A
“La cota obtenida en el proceso EXTIENDE(.) acota por

debajo a la longitud de la Ruta Minima".
Prueba .
Por induccién, en que una cufia "r™ que incide sobre un lado

"I" no se extenderd hasta que se haya verificado que ninguna otra

cufia, que arrive al lado "I", lo haga en forma mas corta que
re. Cuando un conjunto de cufias {P} incide sobre "I", cada una
de ellas lo hace recorriendo un camino mas corto a ' siendo
generalmente este camino diferente para cada cufia. De esta

forma, cada cufia en {P} proporciona una cota de la distancia a
"17> (la longitud del camino), algunas de estas cotas son mejores
que otras. Para obtener una buena cota inferior se obtiene una

"Cufla Equivalente™ (seccidon 2.2.1.d), la cual "substituye" a
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todas las anteriores

que es menor a cualquiera de

proporcionando,

ademas,

las cotas de

una cota

inferior a

las cufias en

®) -

2.2.1.a PROCEDIMIENTO VECINOS

Obtiene los lados vecinos a un "elemento"™ que puede ser un
vért ice o un lado.

Lo anterior se Ileva a cabo al obtener los lados
"adyacentes" al elemento. Para que un lado sea adyacente es
necesario que presente "linea de vista"™ al origen de la cufia que
se desea expand ir. .

El procedimiento LINEA_DE_VISTA(.) fué descrito la
seccion 1.2.1. En el caso de que el elemento sea un vértice, vy
debido a la triangulacién elegida para representar el terreno, se
pueden tener hasta 6 lados adyacentes. Si el elemento es un
lado, se puede tener como maximo 2 lados adyacentes.

Lo anterior fué descrito también en el capitulo I. (Fig 2.7)

d) Iddos vecinos a
un vértice V

figura 2.7

Lados Vecinos.



2.2.1.b PROCEDIMIENTO EXPANDE

"Expandir una cufia” es prolongar los rayos que unen al
origen de la misma con subase, hasta que estos inciden en un
lado adyacente sobre un "desdoblamiento planar™”. El
"desdoblamiento planar” fue descrito en la seccién 1.2.1.

Como se mencion6é en la secci6n 2.2.1, las cufias en la parte

de Reduccién deben cubrir con sus bases lados completos de la
triangulacion.

Cuando se expande una cufia pueden darse los siguientes

casos :

. Que su base presente linea de vista.
. Que su base no presente linea de vista.

El primer caso se ilustra en la figura 2.8, en donde la cufa
con origen en “vertice" se expande pasando sobre el lado

hasta sus lados adyacentes

figura 2.8 Cufia que se expande sobre de un lado.
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El segundo caso se muestra en la figura 2.9, en la que al
expancir sobre el lado ~I" una cufia con origen en "vertice" no
se tiene linea de vista sobre "o". En este caso se genera "0", un

"nuevo origen relativo”. Este fué descrito en la seccién 1.2.1.

figura 2.9 Nuevo Origen.

La expansiénde una cufia se inplanta mediante el
procecimiento EXPANDE(vertice,{A}), para lo cual son necesarias
las siguientes definiciones:

Entrada: vertice Es el origen de la cufia a partir del cual

ésta se extendera.
{A} Conjunto de lados adyacentes a "vertice"

Salica o {R} Conjunto de "Nuevas cufias” listas para

ser agregadas a la cola de prioridades.

Este proceso se inmplementd meciante el siguiente

pr-ocecimie-to, exp-esado en seudo coédigo:
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EXPANDE (ver tice,(A}) ;
BEGIN
FOR CADA lado {I }€{A} DO
IF Presenta_Linea_de_Vista({1}) THEN {R} <- Genera_Cufia({I})
ELSE (R) <- Nuevo_Origen({I1});
RETURN({R3});
END;

COMENTARIOS:

En los procedimientos Genera_Cufia y Nuevo_Origen se obtienen

los datos del evento generado, es decir, los atributos de la

Cuando se genera un nuevo origen se dice que se genera un
evento vértice; cuando se crea una nueva cufia se dice que se

genera un evento lado.

2.2.1.C PROCEDIMIENTO ITERACION

ITERACIONT.) incrementa a {C} si fuese necesario, para
incluir enél todas las cufias quepueden Ilegar a "I" y afectar

su cota inferior.

Entrada: {c} Conjunto de cufias que se hayan sobre un
mismo lado "I1".La cufia mas cercana estd a una
distancia "d" oy la mas lejana a wuna distancia
.

{P} Conjunto de cufas que estan a una

distancia D-d del lado "I".
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Salida: {c3 Con  todas las posibles modificaciones

provocadas por CP}.

Es necesario observar coémo afectan al conjunto CC} todas las

cufias que se encuentren a una distancia de igual o menor que
D-d. Cualquiera de estas cufias, que forman el conjunto {P}, deben
pasar a formar parte de {C} si al ser extendida modifica la cota
inferior. Lo anterior se realiza en el procedimiento
ITERACIONICC]).

Una vez que se ha verificado que nada mas puede afectar a
{C}, se procede a obtener la "Cufia Subtendiente", la cual acota

por abajo a todas las cufias en {C}. El proceso de “Cufia Minima

Subtendiente” se describe en la secciéon 2.2.1.d.

A continuacién se presenta el seudo co6digo del algoritmo:

ITERACIONI(P},{C});
BEGIN
1= lado en que esta CC};
copia en una cola todos los miembros de CP},{C}i
sin_cambio = 0
WHILE! sin_cambio <= cardinalidad de la cola) DO
BEGIN
q <- cufla de la cabeza de la cola;
CE} <- VECINOS!I);
CR} <- EXPANDE(origen(q),CE});

IF (hubo cambio) THEN CC} <- CR}; sin_cambio = 0 ELSE sin_cambio++;

RiNtDu:rn(conjunto de cufas en el lado 1)
END;
COMENTARIOS:
Los procedimientos VECINOS!.) y EXPANDE!.) fueron descritos
en las secciones 2.2.1.a y 2.2.1.b respectivamente.
2.2.1.d CUNA MINIMA SUBTENDIENTE

Como se mencion6é anteriormente en 2.2.1, las cufilas generadas

en esta parte del algoritmo tienen como base a lados completos de
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la triangulacion.

Cuando las cufias C1, c2,..Cn, se traslapan sobre un lado

"1", el proceso de Cufia Subtendiente obtiene una cufa "fi" tal que

substituira

"subtienda" o acote por abajo a CI, c2,..,Cn.

posteriormente a CI, C2,...,Cn.

Cuando las bases de dos o mas cufias inciden sobre un mismo

lado durante los procedimientos de "extender hacia adelante o

hacia atras", debe obtenerse una Cufia Minima Subtendiente que
substituya a las anteriores. Esto es con el fin de tener sélo
una cufia por lado.

El origen equivalente Oe de ésta nueva cufia es obtenido de
la manera siguiente: (fig 2.10)

Si la curva bisectriz de 01 y 02 (los origenes relativos de

las cufias Cl y C2) no intersecta al lado "I" implica que uno de

los origenes esta siempre mas cerca de que el otro, y este se

elige como origen de la nueva cufia minima subtendiente . (fig

2.10.a.)

En caso de que la curva bisectriz corte a . se procede a

calcular el origen equivalente de la siguiente forma:

-Se traza un radio rl a partir del |Inicio del lado al
origen relativo mas cercano.

-Se traza un radio r2 a partir del Final del lado al otro
origen rélativo (fig 2.10.b).

-La posicion del nuevo origen relativo (origen equivalente)
de la cufa esta dada por la interseccion de las
circunferenci as de radio rl y r2, y con centros en In
y Final respectivamente.

-La cufia "A" hereda la historia de cualquiera de las cufias
(ClI' o C2) que esté mas cercana al punto ORIGEN de la ruta
buscada .

Como se aprecia en la figura 2.10.C, el peso del origen
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relativo también es involucrado para obtener el Origen
Equivalente. En esta figura, el peso Pl es mayor que el peso

P2.

a) La bisectriz no intersecta con I. Origen Equivalente Oe.

c) P1 es mayor que P2

figura 2.10 Cufia Minima Subtendiente
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2.2.2 SELECCION DE LADOS

Se procede ahora a seleccionar los lados que sobreviviran |la
prueba de acotamiento. Esto se efectla comparando la suma de los

campos Dorigen y Ddestino de la estructura de datos descrita en

1.2.1 contra la Cota Superior , cuya obtencion se describe en

la seccién 2.3. Asi pues, los lados que cumplen con:

MIN(C Dorigen + Ddestino ) <= §
sobreviven para ser refinados a una particién mas pequefa; los
que no cumplen son considerados "barreras” 'y sirven para
descartar regiones.

2.3 COTA SUPERIOR

2.3.1 OBTENCION DE UNA RUTA <“BUENA™

El problema aqui planteado esel de encontrar una ruta que
pase sélo por zonas factibles y que tenga una longitud
razonablemente pequefa, para usar esta longitud como cota
super ior.

El procedimiento seguido utiliza una version del algoritmo

de Mount que A imita el nUmero de cufias residentes en la cola de

prioridades. . En esta version, a diferencia de la original, el
nimero de cufias que pueden residir en la cola es una funcidn de
la prec 6n de la triangulacion.

Tras de varias pruebas, se encontr6 que al incrementar el tamafio

de la cola en forma exponencial, de acuerdo a la de finura de la
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triangulacion daba resultados satisfactorios. En concreto, para

los ejemplos utilizados en esta tesis, y para un nivel "i", se
i+3
utilizé un tamafio de la cola igual a 2 . Asi, para el nivel

por ejemplo, el tamafio maximo de la cola es 8.

El propésito de reducir el tamafio de la cola es el
disminuir el tiempo requerido para obtener la ruta estimada. La
heuristica de limitar el tamafio de la cola se basa en que

generalmente las opciones "malas", a diferencia de las "buenas",

permanecen mucho tiempo en la cola. Desgraciadamente, esto no
siempre es cierto : algunas veces, la opcién optima puede estar
"sumergida" por bastante tiempo. Asi, dictar un tope en €l

tamafio de la cola limita también el nimero de opciones que
pueden ser consideradas, pudiéndose descartar, entre otras, a la
solucién optima, con la consiguiente pérdida de exactitud en el
calculo de la Ruta "Buena".

Si se selecciona juiciosamente el tamafio de la cola esta
simplificacion no es muy perjudicial, ya que el objetivo de este

ima entre

algoritmo es el de acotar por arriba la distancia mi
origen y destino para utilizar esta cota, en combinacion con

cotas inferiores a las distancias a esos dos puntos, en la

eliminacion de regiones. Tener una precision extrema en la cota
superior no produce necesariamente disminuciones extra en las
4reas descartadas.

Lo descrito anteriormente se implementd en la  funcion
RUTA(tamcol a>:real a la cual se le pasa el parametro “tamcola”

(tamafio de la cola) que limita el numero de cufias que pueden ser

extendidas y regresa la longitud de la Ruta "Buena".

A continuacién se describe el proced ento RUTA(tamcola):
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Entrada: tamcola tamafio maximo que puede tomar la
Salida; Proporciona como salida la ruta yla distancia de
la misma.

Algunas caracterlsti cas del procedimiento son:
- Mantiene actualizada una cola ordenada de cufias que seran
extendidas en orden creciente de su distancia al punto

origen del camino.

- La cufia a la cabeza de la cola se extiende, tras lo cual

es retirada de la cola, sminuyendo su tamafio. Aln cuando
al extender una cufia varias nuevas cufias pueden ser

admitidas en la cola incrementando su tamafo, la longitud

de ésta no puedesobrepasar a "tamcol

- Cuando la colaha crecido hasta "tamcola" se eli el
Gltimo elemento de la misma.
- Si al generar una nueva cufia su base se traslapa con la

de otra ya existente esnecesario hacer un ajuste de las
mismas. El ajuste selleva a cabo mediante la curva
bisectriz entre los origenes relativos de las cufias que se

traslapan, delimitando las bases de estas.

- El proceso se repite hasta que la cufia que se va a

extender contenga al punto destino de la ruta buscada.

Para describir RUTA(.) son necesarios los siguientes
procedimientos:
VECINOS!.)

EXPANDET.)
AGREGA_A_COLA(.)
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EXTIENDE_VERTICE(.)
EXT IENDE_LADO( .)

A continuacién se describe el algoritmo de obtencién de la

ruta estimada en seudo cédigo:

Sea:

{A} conjunto de cufias de la cola.
CR} conjunto de cuRas generadas.
(E) conjunto de vecinos a un vértice o a un lado.

funcion Ruta(tamco la) : REAL;

BEGIN
1 CE} <- VECINOS(orlgen); /* Obtiene los vecinos del
or igen*/
2 CR} <- EXPANDE(origen,CE}); /* Genera CuRas a partir del
or igen*/
3 AGREGA_A_COLA(CR}); /* Se incrementa el tamaRo de
cola */

WHILE (no Ilegues al Destino) DO
BEGIN

u elemento <- TOMA_CABEZA_DE_COLA; /* Se decrementa la cola */
5 CE) <- VECINOS(el emento);
6 IF elemento = vertice THEN CR} <-Extiende_Verti ce(elemento)
7 ELSE CR} <- Extiende_Lado(el emento);
8 AGREGA_A_COLA(CR}>;
END;
RETURN (Ruta y Distancia del camino corto);
END;

Esta programacion del algoritmo RUTA(.) permite utilizarlo
tamb ién para obtener la distancia minima mediante el método de
Mount (etapa de”Solucién final).

COMENTARIOS:

Los procedimientos VECINOS(.) y EXPANDE(.) fueron descritos
en las secciones 2.2.1.a y 2.2.1.b respectivamente.

Los procedimientos EXTIENDE_VERTICE(.) y EXTIENDE_LADO(.)
fueron descritos en la seccion 1.2.1. En estos dos

procedimientos se efectla el "ajuste de cuRas" , también descrito
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en el capltulo I.

En la figura 2.11 se presenta: a) Ruta

“Buena" y

de Longitud Minima cuando se desea un camino entre

(0,0) y (10,5).
Se puede observar en la figura 2.11 que

mayor que la Ruta de Longitud j»tInima.

\ox \_\

\ % 0 r igeHi
JOMEist-ifloO

! \ Dist-ane I st
\ \ \

\N \ A\/-\ *\\ <10.55

N
\

VA N
\ i \ \

\
\S \ \ MISTR 5UPERIDR
(8.8)

figura 2.11.a Ruta “Buena
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b) la Ruta

los puntos

“Buena" es



RUTh DISTANCIA MINIMA,

Ur ixen X»OO \ 0>UU

Desi 1no _ 0.00 \ 5.00
Distancia= 14. 7

UISTH SUPERIOR

(Db,D)

(1D.5>

To 0J ceeee mewe .- o UISTR TRIDIPIENSIDNHL

figura 2.11.b Ruta de Longitud Minima
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2.U REFINAMIENTO

Una triangulaciéon mas fina se obtiene subdi

lados sobrevivientes al proceso de reduccion.

El refinamiento se lleva a cabo de la siguiente manera: (en

seudo codigo)

Sea :
CL} el conjunto de lados de una triangulacién.
a3} triangulacion de trabajo.

REFINA({L}):
BEGIN
Cj} <- Divide/2({L});

/*En Cj} se tienen los lados que son creados
al dividir los lados de (L] en dos.*/

{*0 <- genera_lados({j});
/*Con los lados de {j}, se obtienen los
que hacen falta para completar la
tr iangulac ién.*/

tTt} <= {§} + {k};

/*Los lados nuevos son almacenados en la
triangulacién de trabajo para
subsecuentes procesos*/

END;

A continuacién se muestra un ejemplo:

En la figura 2.12.a se muestra la particién original (L},
en la cual se tienen 13 lados. Sea Cj} el conjunto de lados que
son generados al div r en dos cada lado de CL}. En la figura
2.12.b se jlustra la misma particion después de encontrar los
puntos intermedios de cada lado. Encontrar estos puntos no es
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suficiente, como se muestra en fig 2.12.b, y es necesario obtener

los nuevos Jlados que completen la triangulacion (Fig 2.12.c)

figura 2.12 Triangulacién Refinada.
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CAPITULO 11lI. RESULTADOS

En este capitulo se muestran los resultados obtenidos con el

algoritmo descrito en el capitulo II.

.En la seccién 3.1 se presenta el terreno ut zado.
.En la seccidén 3.2 se muestran los resultados y algunas
comparac iones.

3.1 Terreno Utilizado.
Las pruebas que se muestran en estecapitulo fueron

realizadas sobre el terreno que se jlustra en lafigura 3.1.

figura 3.1 Terreno de Pruebas.

Para representar dicho terreno se tomaron tres niveles de

precision. Las representaciones obtenidas para cada nivel son
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las mostradas en la figura 3.2.

figura 3.2 Niveles de Precision
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Se puede apreciar en la fig 3.2 que conforme se tienen mas

niveles de preci

ién nuestra representac ion se acerca mas a la

rea lidad.

En la siguiente seccién se muestran las pruebas realizadas.

3.2 Pruebas

La presentacion grafica de los resultados del algoritmo

consta de :

- Unavista superior del terreno que muestra la ruta de
distancia minima entre el origen y el destino.
- Una vista en un marco de referencia tridimensional,

incluyendo la ruta obtenida y

- Las coordenadas del Origen y Destino asi como la distancia

del camino obtenido entre dichos puntos.

Las pruebas realizadas se d

iden en dos partes:

Las que utilizan Reduccién de regiones.
Las que no usan Reduccidén de regiones.

Los resultados son presentados en el siguiente orden, para
un Origen Y Destino dados:

a) Resultado aplicando algoritmo de Reduccién desde el

ivel de menor precision hasta el de mejor precision.

Se muestra la region final, con la ruta de longitud
minima.
b) Resultado sin Reduccion de terreno, aplicando el

algoritmo de Mount sobre la representac ion de mejor

precision. Se muestra la region completa

reducciones) y la ruta de longitud minima.
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c) Comparacién de los incisos a) y b).
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RUTS DISTFfINCIfl HIMIHO
Or iden Dou_.ta \ St
Desi ino_ : 1ti.00 \ 5.00
Distancia: 14.77

11D.55

MISTR SUPERIDR
(,D>

fiquro E.l.a

RilITR DE DI5STRNCIR PIINIPIR
uri Drigin 1D..D3

al Eicxtina (1D.5)

nplicjindo nducciancj al terrine

yiSTR TRIDIPTENSISNRL

figura Ejemploia)

19



RUT fi DISTFiNCIfi NTTIN
Origen - 0. \ 0.00
DesX 1no > 10= \ 5.00

~

Distancia: I|A,7

11D..5)

MISTR SUPERIOR

fiqura s.l.h
RUTH DE DISTHNEIR PIINIPIR
dii DrigEn (0..Q)
al Eiutino 110.5]j
(10..5) Sin aplicar rcducciancx al tirr

MISTR TRIDIPL1ENSIDNHL

fijgura Ejemploi b)
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RUTH DISTANCIA MINIMA
Origen: ti.tid \_ &.Q0
Desi ino. * 5=tii \ 5.4
Distancia®™ 9=26

(s5»

MI5STH SUPERIOR

(0.0)
Tiquri  e.S.a
RUTA DE DISTRNEIH MINIMR
[575) del Origen (0,0)
ul Destina 1.5,5)
Aplicando rcduccmnxj- j1 terreni
D.DJ yiSTn TRIDIPIENSIDNNL

figura Ejemplo 2 a)
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RUTA DISTANCIA MINIMA
Urigen U,U0 \ 0.
Dest ino _ = 5=U0 \ 5.0U
Distancia” 9=26
i5..5]
MISTR SUPERIOR
€001
flqurj e.2.a
RUTH DE DISTRNCIR PUNIHR
15,5) dsl Crinen 1ID..D)

¢il Destina  5..5T

Rplicanda reduceinnej al terrene

VISTR TRIE"inEnSIuKRL

iigura Ejemplo 2 a)
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@.Di

RUTFt DISTRAINCITL MINIMA
Origen :0.0© \ ©. %g
DesT 1no 5-%’3\ 5=
Dist anoia 7?2,2a

MISTR SUPERIOR

mRiqurd c.Sb

RUTR DE DISTRNEIH P1INIPIR
del Origen (G,GIT

mil L'sjtinn i5..5]

Sin jplicjr reducciones al terre

UISTR TRIDIPLIENSIDNHL

figura Ejemplo 2 b)
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<0.id =

RUTA DISTANCIA MINIMA
Or iden: Q .QU_\ 10.UU
Desi ino 1 5=00 \ 5.00
Distanci a\ 85y

(5,5) UISTR SUPERIOR

liqurj E.j.j
RUTH DE DISTRNCIR MINIMI
del Drigrn ID..1G)

(59 Dijtino i5.51

Rpliciinda rcducciancx al tirn

yiSTR TPIENT"1ENSIDHRL

figura Ejemplo 3 a)
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€D.103 RUTn DI3TANCin MINIwn
Origeni ©.0© N i©.©
Destino | 5 ,# \ 5=00©
Distancia.|l 8.59
UISTR SUPERIOR
fiqura c.3.h

RUTR DE DISTRNEIR P1INIPIR
del Origen IB..1D)
al Destino L5.5j

Sin aplicar riduccione-r al terri

TRIDIniENSIDNRL

figura Ejemplo 3 b)
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uiEJR SUPERIOR

UI5TR TRIDIriENSIQNRL

figura Ejemplo U a)
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I ft MI NI MO
UNt?\ 0 .0u _
5.00 \ 5.0
71.23
mhiquj i.H.a

RUTfi DE DISTRNEIf PLINIPIF!
del flrigen (5,Dj

fll Dtjtinn (5,55

Hnllconda rcducclonEJ al tcrrcn



RUTh DISThNCIh jUNIiih

Or io-en 5 .0
Desxino_ i 5s€«3 \ 5=00
Distancia: 7.23

UISTB SUPERIOR
(5,05

(5,55 figura cHh
RUTH DE DI5STRNCIH P1INIPIR
dil Crigzn (5,05
al C'cjtina (5,55
Sin aplicar rcduccionu al tcrrE

UISTR TRIDIP1EWSIQHRL

iigura Ejemplo U b)
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C) COMPARACION DE TIEMPOS OBTENIDOS EN LAS PRUEBAS ANTERIORES

La tabla siguiente muestra los tiempos obtenidos en las
pruebas anteriores. En ella se puede apreciar el ahorro en tiempo

al aplicar el algoritmo propuesto en este trabajo.

COORDENADAS COORDENADAS TIEMPO (min) TIEMPO (min)
ORIGEN DESTINO CON REDUCCION  SIN REDUCCION
0,0 10,5 6 8
° o 5,5 1.32 2.27
0, 10 5 & 1.05 2.30
5,0 5,5 0.34 1.48

Los tiempos obtenidos sin reducir regiones del terreno son

tomados al obtener la ruta de longitud minima sobre la
represen tac ion del terreno de mejor presicion, en este caso, la
del nivel 3.

De los resultados anteriores se concluye que el algoritmo

propuesto reduce el tiempo de obtencién de rutas de longitud

m1nima .
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APENDICE A "AMPLIFICACION

.Este concepto se aplica en la obtencidén de la cota
inferior.
-No iempre la stancia viajada en el modelo rudo del

terreno nos proporciona una buena cota inferior.
.Es necesario introducir un factor de amplificaciodn que

proporcione cotas mas precisas.

Debido aque existe error en la representacion del terreno
utilizada, se introduce el concepto de Amplificacién. EI Factor
de Amplificacidon K, es el error estimado de esta representac ion
con respecto al terreno real, por lo que se asigna un valor de K
a cada triangulo de la misma.

Cuando se representa con un triangulo una porcién de
terreno, y sobre todo cuando la representacién es gruesa (ver

mas calculadas

seccion 1.1), se encuentra que las distancias m
sobre dicho triangulo pueden ser aln menores, es decir, en el
caso real la distancia podria ser menor a la calculada sobre el

triangul o.(ver figura a.l).

Debido afo anterior es necesario introducir en el calculo
de distancias ~ imas, sobre triangulos, algin factor de
“correccidén” para acercarnos mas al caso real. Este factor de
correccion es la funciéon M(.), con la cual se calcula el maximo

ahorro en distancia que se puede tener respecto a un lado.



gura a.l

DESCRIPCION

icacion consiste en lo siguiente: Dos

Basicamente la ampli
medios de iguales o distintos Factores de Amplificacioén, a
través de los cuales se desea navegar, proporcionan una distancia
minima en la cual se considerara una disminucién de la distancia,

con respecto a la que se obtendria si no se considerase el error

introducido en la representacidon. La funciéon M( .) se aux a de
la ley de Snell de la refraccién de la luz, para obtener el
maximo ahorro.

Esta ley esta dada por: cos(fil) = k cos(fj2)



Entonces, una distancia minima que pasa a través de dos
triangulos de diferentes factores de amplificacion, sufrird una

disminucién proporcional a k. (ver figura a.2)

figura a.2

El lado que esta sobre el eje de las x %, es el altimo sobre
el que se ha navegado y se desea observar cémo es afectada la
distancia al navegar sobre el triangulo ABC.

La funciéon M(.) esta dada por:

M) = min id —di — Kd2{ [11
O0<=x<=L



igualando [2] y [3] obtenemos:

x3 = ((alpha)(x2) + b)/(alpha-m)

y3 = ( m( (alpha)(x2) + b )/(alpha-m) ) + b
y para x2:

x2 = xI - (y1/1g(fil))
Con esto se logra disminuir la distancia de la cufia al punto

Origen sobre el cual se esta trabajando, a fin de hacer mas

rigurosa la prioridad entre las cufias para ser extendidas vy

acercarnos al caso real.

El factor de amplificacion, puede ser obtenido de la



siguiente forma:

pendiente del triangulo

minima pendiente del terreno

La amplificaciéon no se implemento en este trabajo.



APENDICE B ALGORITMO BE BIJKSTRA

GRAFICAS

Muchas situaciones del mundo real pueden ser descritas
convenientemente empleando un diagrama, el cual esta compuesto de
un conjunto de puntos y lineas. Las lineas unen a ciertos pares
de puntos no necesariamente diferentes. Por ejemplo, los puntos
pueden ser ciudades y las lineas enlaces de comunicacién entre
ellas. La abstracci6n matemdtica de situaciones de este tipo da
origen al concepto de grafica.

Una grafica 6 se compone del triple siguiente:
(V<G),E(G),Y ). Donde V(G) es un conjunto no vacio de vértices
(los puntosG de la grafica), E(G) es un conjunto de orillas o
lados (las lIineas en la grafica) vy; Y es una -funcién de
incidencia, la cual asocia con cada orilla de 6 un par de
vértices, no necesariamente diferentes, de G. Si e es una orilla,
y uy v son vértices tales que Y (e) = uv, entonces se dice que e

G

une a u 'y v> u y v son llamados extremos de e.

Un ejemplo servira para aclarar la definicion:

G = (V(6),E(6).Y )

G
donde V(G) = Cvi,v2,v3,v4,v5>
E(@G) = <el,e2,e3,e4,e5,e6,e7,e8>

y Y es definida como:
6

Y (el) = viv2, Y (e2) = v2v3, Y (e3) = v3v3, Y (ed) = v3v4
G G G G

Y <e5) = v2v4, Y (e6) = v4v5, Y (e7) = v2v5, Y (eS) = v2v5
G G G 6

En la -figurab.l se muestra la grafica 6.



figura b.1 Grafica G.
Puede haber muchas -formas de dibujar una grafica, siriernbargo
el diagrama de wuna grafica solo describe la relacibn de

incidencia entre sus vértices Y orillas.

EL FFFOELEMA DEL CAMINO HAS CORTO

Si a cada orilla e de una gra-fica 6 le asociarnos un nimero
real w(e>, Illamado su. ptLS.O entonces G es lIlamada G.cAEI tl«l E.tiFfi.df..
Las graficas pesadas ocurren frecuentemente en las aplicaciones
de teoria de graficas.

El problema del camino mds corto puede enunciarse de |la
siguiente .manera: dada una red ferroviaria que conecta varios
pueblos, determine la ruta rn&s corta entre dos pueblos
especificos de la red.

Debe encontrarse, en una grfefica pesada, un camino de minimo

peso que conecta dos vértices especificos u y v ; los pesos
o o
representan las distancias entre dos pueblos conectados o



comunicados por la via ferrea, y por lo tanto, estos pesos no
pueden ser negativos.

Para claridad en la exposicibn, nos referiremos al peso de
un camino en una grfefica pesada como su "longitud"; simi larmente,

el peso minimo entre los vértices u y v ser-fe Ilamado la

distancia" entre u y v, y se denotar-fe por d(u,v). Tambifen se
adoptara la convencién de que w(u,v) = do si uv no pertenece a
E(6) .
El algoritmo aqui descrito -fue descubierto por Dijkstra
(1959). Este no solo encuentra el camino nmfes corto entre*u y
o

v , sino que también encuentra los caminos mas cortos a todos los
0
demfes vfertices de G. La idea bfesica es la siguiente:

En el algoritmo, cada vértice v lleva asociado una etiqueta

1(v), la cual es un limite superior a d(u ,v). almente
1(u) = 0 vy 1(v) = o0 para v E u . (Parg irnplementar este
alggritmo en computadora, oo se0 reemplaza por un nlimero
suficientemente grande). Conforme es procesado el algoritmo,

estas etiquetas son mod ificadas de tal forma que al final de la
etapa 1,

l1<u) = d<u ,u) para u €S

1(v) = minidlu ,u) + w(uv)> para v €S

Als-ori

D ij.fc.2ir.eu.

El algoritmo trabaja construyendo un conjunto S de vértices,

para los que la distancia mfes corta a un vértice u , que se dice
o
es el origen del camino, es conocida.



a) En cada paso del algoritmo se selecciona un vértice

v E V, cuya distancia esla roks corta al origen y se agrega al

conjunto S.

) Para cada vértice v € V-S, se obtiene el costo

rninirno.

Para lo cual se considera al vértice recién agregado al conjunto

S. En otras palabras, el algoritmo de Dij!<stra se comporta de la

siguiente manera:

Para una grafica de n vértices:

1. Se hace 1(uo) = 0, 1<v) = o0 para VvV 4 o, So={uo} e i = 0.

2. Para cada v E S , se reemplaza 1(v) por

min{1(),1@ )+w( v)}.
i i

Se obtiene el

A{1(v)>, y al vértice v, para el que
S

E
este minimo -fue obtenido, se le denota u -
i+l
Se hace S =S U <u }.
i+ i i+l
3. Si i = n-1, alto. si i <n-1, se reemplaza i por i+l, se

regresa al paso 2.

Cuando el algoritmo termina, la distancia desde u av

0
dada por el valor -finalde I(v). Si nuestro interés es deter

esta

nar

ladistancia a un vérticeespecifico v , el algoritmo debe parar

0
cuando u - iguala a v . Este algoritmo tiene wuna conmplejidad
2 j “ o
o(n ). En la forma enque se ha descrito, el algoritmo de
Dijkstra determina solamente las distancias desde u a todos los
0

otros vértices, y no elcamino mas corto a cada uno de ellos.
Sinembargo, loscaminos ma&s cortos pueden ser determinados al
seguirles la pista a los predecesores de los vértices, en el

arbol de caminos cortos que se forma sobre la grafica. Un ferbol



es una grafica en la que todos los vértices estan conectados, sin
que haya lazos cerrados o ciclos. Entonces se puede considerar
que éste algoritmo es un procedimiento para obtener o generar-
arboles sobre una grafica. El predecesor de un vértice v, en el
camino mas <corto a u , es aquel que esta unido mediante wuna

0
orilla con v, y ademas estd contenido en el camino mas corto a

A continuacidén se presenta, en la figura b.2, un ejemplo del
resultado de aplicar el algoritmo de Dijkstra a wuna grafica
pesada. En esta figura se ilustran los pasos para obtener los
caminos mads cortos a cada uno de los vértices de la grafica, cada

paso del algoritmo es detallado en la tabla 1.

<s> 1<u ) 1(@ 1(b) 1(c) 1(d) lie) I<f) 1(g)
[ o

<u - o DO (@ oo oo ©0 00 oo
)

Lin u o 2 A oo a 1 3 oo
o o

U e> e o 2 co oo 4 1 2 3
)

{u e.,a> a o 2 5 5 a 1 2 3
o

<u e,a.f> f o 2 5 5 a 1 2 3
D

u e,a.f,g= o o 2 5 a a 1 2 3
D

{U e.a.f.g.c} c o 2 5 a a 1 2 3
o

(u e,a,f,g,c.,d} d o 2 5 a a 1 2 3
o

(u e.a.f,g,c.d.b} b o 2 5 a a 1 2 3
o

TABLA 1.



En la tabla anterior, podernos obtener el camino mas corto a
cualquier vfertice, por ejemplo a c:

Si  se analiza la columna 1I(c), se observa que la distancia
rnks corta a ¢ es de 4 y que ese 4 se repite, en la misma columna,
desde tres renglones arriba; esto es, cuando v | = g, lo que nos

+
indica que el predecesor de c es g. Si a\ho;a1 se analiza la
columna 1(g) como se hizo con 1(c), se obtiene que el predecesor
de g es el vértice e; el cual a su vez (analizando I(e))j, tiene

como predecesor a u , que es el origen del camino,
o



figura b.2 Pasos para obtener los caminos mas cortos a partir
del vértice lio, a todos los demas vértices en |la
grafica.
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