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INTRODUCCION: 
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Uno de los grandes problemas que ha tenido el hombre, con respecto a Ia graficaci6n 
por computadora ha side Ia dificultad que se tiene para poder dibu}ar objetos naturales tales 
como: 3rbotes. rlos. nubes, montai'las, plantas. etc. Este problema ha sido atacado con muy 

diversos m8todos, perc ninguno de ellos ha tenido tanto llxito como el metodo que utiliza los 

fractalu, los tractates han venido a revolucionar Ia graficaci6n, ya que proveen un moclelo 
matematico mas sencillo para Ia formaci6n de algunas estructuras de Ia naturaleza 

Este trabajo no pretende dar una visi6n formal de los tractates. ya que esta tesis basa su 
teorfa en los trabajos realizados por matemctticos tales como: Peano, Mandelbrot. Bamsley. etc. 
El objetivo principal de esta tesis es desarrollar Ia programaci6n de 4 t8cnicas tractates para 
posteriorrnente reunir1as en un mismo programa y realizar un editor de paisajes. 

El presente trabajo de tesis tiene como objetivos: 

1.· La creaci6n de un editor de tractates, que pennita interactuar con el usuario para Ia 
generaci6n de fractales. 
2. • La creaci6n de un editor de paisajes, en donde es usuario pod rei generar diferentes tipos de 
paisajes usando varias tl!cnicas fractales y no tractates. 
3.· La creaci6n de fractales tridimensionales. 

Este documento comprende 6 capitulos y un apendice: 

En el capitulo 1, se da una resefla hist6rica del desarrollo que han tenido los tractates, dando sus 
caracterfsticas y sus aplicaciones. 

En et capitulo 2, se explica Ia primers tecnica para Ia creaci6n de tractates de esta tesis, Ia cual 
es denominada como Sistemas de Funciones lteradas (IFS), mediante el uso de esta tl!cnica se 
realizaran ejemplos de tractates, mostrando las ventajas y desventajas que lienen los IFS. En 
este capitulo se presenta tambien el editor de tractates cuya idea principal es tener una interfaz 
grcifica (Metodo del Collage) para el modelado de tractates del tipo IFS. 

En el capitulo 3, se explica Ia tecnica denominada Gramaticas de Lindermayer (Sistemas-OL). 
La importancia de los Sistemas-OL, se debe principalmente a su reconoc:imiento como un modelo 
fonnal para representar el desarrollo de plantas, dichos sistemas son gramaticas cuyas 
producciones se pueden aplicar en paralelo para producir tractates. 

El capitulo 4, contiene otros dos m8todos para Ia generaci6n de tractates: Triangulaci6n y 
Movimiento Browniano, en donde se presentan ejemplos de cada uno de eslos metodos asi 
como Ia base te6rica en que se sustentan estos dos metodos. 

En el capitulo 5, se describen los m8todos anteriormente mencionados, pero ahora para 
generarlos en 3 dimensiones. {IFS, Gramaticas de Lindennayer y Movimiento Browniano) 

En este capitulo 6, se dci una explicaci6n detallada de cada una de las opciones del editor de 
paisajes asf como Ia descripci6n de cada objeto fractal que utiliza el editor de paisajes. En este 
editor de paisajes par medio de tractates, se conjunto las cuatro tl!cnicas utilizadas en los 
capftulos anteriores. 



A !raves de Ia tesis se muestran los diversos resultados que se obtienen al aplicar las 

cuatro diferentes t8cnicas para Ia generaci6n de fractales. en donde podemos apreciar las 

ventajas y desventajas de cada una de elias. Debido a esto se decidi6 tomar las bondades de 
cada t8cnica y conjunlarlas en un solo sistema. lo cual arro;o como resultado editor de paisajes. 

El ap8ndice de esta tesis se compone de dos partes. Ia primera pane corresponde al 
editor de fractales en donde se da un ejemplo para Ia creaciOn del triangulo de Sierpinski: Ia 
segunda parte corresponde a! editor de pa.isajes en donde se desarrolla un ejemplo de un 
pa.isaje. 

En resumen. Ia contribuci6n de este lrabajo de tesis fue el de realizar Ia programaci6n de 
las cuatro t8cnicas fractales. que fueron escritas en Lenguaje 'C' bajo el ambiente Turbo C 2.0, 
asf como el editor de fractales tambien escrito en 'C' y el editor de paisajes. Olra contribuci6n 
importante de este trabajo es que Ia generaci6n de los fractales no es de una manera rigida, ya 
que se puede ir variando los diferentes par.imetros de entrada para poder apreciar diferentes 
variantes de un mismo fractal. Y por Ultimo, otra contribuci6n importante de este trabajo, es que 
todos los sistemas reatizados en esta tesis estan orientados para ambientes PC's (desde una PC 
XT 286 con monitor VGA y RAM 640kg), cosa que en Ia mayoria de los sistemas que generan 
fractales requieren de sofisticado equipo de compute tales como Estaciones de Trabajo (SUN, 
DEC 200125, etc.). 
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CAPITULO 1 

FRACTALES:ANTECEDENTES Y NATURALEZA 

1.1. ANTECEDENTES 

A fines del siglo pasado y principios del presente (1875 · 1925) hubo un gran auge en Ia 
matematica, viejos problemas se ensayaron con metodos nuevos surgiendo de forma natural 
conceptos nuevas. Algunos eminentes matematicos como : 

George Cantor 
Henri Poincare 
Guiseppe Peano 
David Hi/belt 
Helga von Koch 
Waclaw Sierpinski 
PierreFatou 
Gaston Julia 
Norbert Wiener 

[1845 . 19181 
[1854. 19121 
[1858 . 19321 
[1863. 19431 
[1870. 19241 
[1882. 19691 
[1878. 19291 
[1893. 19781 
[1894 . 19641 

disintieron acerca de los conceptos instaurados en su disciplina que se mantenian desde Ia 
epoca de Euclides y meditaban profundamente acerca de problemas filos6ficos de Ia matemc11ica 
tratando de esclarecer el concepto del continum matem8tico o del sistema numerico real. 

Las grandes realizaciones de Ia geometrfa no Euclidiana y el concepto del continum de 
Ia aritmQtica que subyace a Ia fundamentaci6n del anSiisis. fueron los antecedentes y Ia 
determinaci6n misma. A continuaci6n explicaremos brevemente cuales fueron las aportaciones 
de cada uno de estos matem<iticos: 

CANTOR 

Oescle tiempos inmemoriables una de las ideas que mas ha inquietado al hombre es Ia 
del infinite, aclarar su naturaleza se consideraba como una necesidad para Ia dignificaci6n del 
mismo intelecto humane. Oentro de una eslera de especializaci6n e interes cientflico. los 
matematicos estuvieron tratando con este tema con Ia finalidad de fundamentar las matem<iticas 
y desenredar algunos problemas de Ia aritmetica. 

En ocasi6n de Ia celebraci6n que se tuvo en Munster en honor de Karl Weierstrass. 
David Hilbert prepar6 el tema denominado "Sabre el infinito' j8]. Expuso que hasta ese momenta 
se tenlan disputas acerca de Ia fundamentaci6n del ana.Jisis, que tiempo atras Weierstrass habra 
presentado y se debra escencialmente a que el significado del infinite no habla sido aclarado: en 
ese momenta seiialo que Cantor habra llevado a cabo uno de los mas profundos discernimientos 
acerca de Ia naturaleza del infinito con su teorla de Conjuntos. 

En 1885 George Cantor {11] formul61a teorla de diferentes clases de infinitos conocida 
con el nombre de Teorfa de Conjuntos. aunque atractiva y vigorosa. significaba un reto tuerte 
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para Ia intuici6n. A no mucho tlempo de haber salida Ia teorla se presentaron atgunas paradojas; 
Ia situaci6n se tomaba diflcil, apenas parecia que los matematicos se recobraban de un conjunto 
de paradojas • las relacionadas con Ia teorfa de los lfmites en el catculo-. Uno de los conjuntos 
mas singulares que en ese momenta fue creado es el Conjunto de Cantor del T ercio Medio {fig 
1.1.), el cual ha sido uno de los ejemplos mas ilustrativos de lo que es un FRACTAL, Ia 
construcci6n de este conjunto es relativamente simple. 

Se empieza con todos los nUmeros reales que estan en el intervale {0,1], se extrae el 
intervalo (1/3,213) to cual constituye 213 del intervale original, dB.ndonos 2 intervalos cerrados 
(0,1/3] y {213,1]. Continuando con este proceso, en cada etapa se extraera Ia parte central de 
cualquier lntervato, este proceso puede ser aplicado una infinidad de veces (fig 1.1) En; los 
puntas que permanecen son los que forman et conjunto el Cantor, con Ia propiedad de que su 
nUmero de elementos es infinite y Ia compactaci6n de todos estos tiene longitud cera. 

1/3 

Fig l.l Coojunto de Cantor 

1 Eo 
E1 
E2 
E3 
E4 

~n 

Posteriormente J.M.R Oedekind uno de los contemporaneos de Cantor dijo que •un 
Sistema se dice que es infinito cuando este es similar a una menor parte del mismo 
{Similaridad).· 

POINCARE 

Henri Poincare prominente matem3tico frances estudi6 los aspectos cualitativos de Ia 
mec8.nica cl<isica en terminos de Ia estabilidad, propiedades erg6dicas y Ia recurrencia de 
6rbitas; t6picos que hoy en dfa constituyen Ia teorfa de Ia medida, topologfa y diMmica 
simb61ica. El comportamiento regular en el tiempo de los fen6menos planteados con las 
ecuaciones determinfsticas que se derivan de Ia segunda ley de Newton; se observ6 que pierden 
regularidad para tener un comportamiento ca6tico, Poincare reconociendo el fen6meno, lo 
atribuy6 a una sensibilidad a las condiciones iniciales y que ocurre cuando las ecuaciones que 
gobieman son no lineales. 

Puede suceder que para pequeiias diferencias en las condiciones iniciales se produzcan 
cambios grandes en el fen6meno final, un error pequeflo en los antecedentes produce errores 
enormes en los posteriores. De esta forma Ia predicci6n de un sistema de tal naturaleza se 
vuelve imposible y se comporta como un fen6meno fortuito, dando como consecuencia un 
sistema diMmico ca6tico. En general, las estructuras geometricas generadas por mapas 
ca6ticos o sistemas diferenciables din<imicos son extremadamente complejas y son ejemplos 
claros de conjuntos tractates. Como en el ejemplo del atractor ca6tico del pendulo cuyo espacio 
lase en Ires dimensiones consiste de un nUmero infinite de capas infinitamente delgadas. 
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PEANO, HILBERT Y von KOCH 

Una de las grandes aventuras de Ia matemStica en este siglo fue su incursi6n en Ia 
geometrfa Fractal, algunos matem3ticos iniciaron trabajos que implicaban disentir de algunos 
conceptos ctasicos que se mantenlan desde Ia epoca de Euclides. Uno de los primeros fue 
Moritz Pash(1843-1930) quien quiz6 ev~ar depender de las suposiciones basadas en evidencias 
visuales de Ia geometrfa Euclidiana para reducirla a un problema de sintaxis 16gico. Giuseppe 
Peano fue un poco mas lejos, usando el trabajo de Pash, con una notaci6n de 16gica simb61ica 
que el mismo invent6, obtuvo Ia versi6n de geometrfa de Peano completamente abstracta y que 
fue un carculo de relaciones entre variables. 

En 1890 Giuseppe Peano mostr6 c6mo las matematicas podlan contradecir at sentido 
comUn, construyendo las curvas de llenado continuo (fig. 1.2) . 

Fig 1.2 Las ttes primeras iteraciones de Ia curva de Peano 

Posteriormente David Hilbert, en 1891 publico un articulo (7], en donde propene una 
construcci6n diferente usando una base 2 en Ia divisi6n de los intervalos en Iugar de Ia base 3. 
Esta curva es construida a partir de un cuadrado en donde cada lado del cuadrado sera 
reemplazado por una copia del generador (fig 1.3 a), asf en Ia primera etapa 4 sutxx>pias seran 
generadas (fig 1.3 b) , en Ia segunda etapa 16 subcopias seran generadas (fig 1.3 c) y asr 
sucesivamente. 

Fig 1.3 Las ues primeras iteradones de Ia curva de Hilbert 

Mas adelante Helge von Koch en 1904, gener6 una curva (fig . 1.4), que es considerada 
como Ia curva fractal clilsica. Esta curva es construida a partir de una lfnea recta de longitud 
unitaria, Ia cual es dividida en tres partes iguales, despues Ia parte central de esta linea es 
extralda y reemplazada por dos lfneas de Jongitud 1/3 (fig. 1.4 E1). Este proceso puede ser 
repetido una infinidad de veces y Ia parte central de cualquier segmento sera reemplazado por 
dos lfneas de longitud igual a un tercio de este segmento. 
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N6tese que los puntas (fig 1.4 E2) de Ia curva que toea a Ia linea original Eo son puntas 
del conjunto de Cantor, en cada etapa Ia long~ud de Ia curva es multiplicada par 413 y en 
consecuencia Ia longitud de Ia curva de Koch es infinita. Ahara consid9rese el area entre Ia curva 
de Koch y Ia linea original Eo- En Ia primera etapa, un triangulo es sumado. entonces el area A 
es igual a: 3136, en Ia siguiente etapa cuatro nuevas triangulos son sumados, sus tamarios son 
escalades par un factor de 1/3, asl sus areas son (1 /3)2 A = (1/9)A, en cada etapa, cuatro 
nuevas subtriangulos son sumados al area total, asf el incremento en el area en cualquier etapa 
es 419 del area sumada en Ia etapa previa; esto nos lleva a una progresi6n geometrica para el 
area total igual a: 

A(1 +419+(419)2+ (419)3+ .. .. ... ) • ¥·1o 
de esta manera tenemos una curva de longitud infinita que encierra una area finita. 

------EO 

Fig 1.4 Curva de Helge von Koch 

SIERPINSKI 

Waclaw Sierpinski construy6 varias curvas, que dieron nombre a varies objetos fractales 
[11}, tales como Ia "cabeza de flecha de Sierpinski", "triangulo de Sierpinski" o Ia "carpeta de 
Sierpinski", par solo mencionar algunos. 

Para construir el triclngulo de Sierpinski (fig 1.5b), extraiga del triSngulo original una 
copia invenida del triangulo, el cual estara formado par Ia uni6n de los medias puntas de los 3 
Iadas. asf 3 triSngulos perrnaneceran y uno sera removido (fig 1.5a), en Ia segunda etapa un 
cuarto del area de los Ires triangulos es removido, en donde cada uno es una cuarta pane del 
area original, en Ia tercera etapa 9 triangulos son removidos de area (1/4)3 del area del triangulo 
original. Si el area original del conjunto es A, el area removida par este proceso se obtiene de Ia 
siguiente progresi6n geom9trica 

A[1/4 + 3(1/4)2 + 3'(1/4)3 + .. J•A [1 + 3/4 + (3/4)2 + (3/4)3+ ... Y4. 
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Fig. 1.5a Trililgulo Original y Primera Etapa 

Fig l.5b TrililguJo de Sierpinski 

JULIA Y FATOU 

Los fractales generados por las teorfas de Gaston Julia y Pierre Fatou, datan del aiio de 
1918 y estan basados en el plano complejo. Los trabajos de Julia y Fatou [11], Msicamente 
consistieron en obtener una sucesi6n de puntos Ztc: en el plano de los nUmeros complejos 
generados por Ia transformaci6n g(z) = z2 + c; cuando un punto inicial z0 es colocado en Ia 
transformaci6n, el resuhado de Ia sucesi6n de puntos puede comportarse de dos maneras, una 
que los puntos dive~an (conjuntos de escape) o que los puntas converjan a un punta fijo 
(conjuntos de atractores). 

Capitulo I 



Fig. L6 Conjunto de Julia 

NORBERT WIENER 

En 1827 el bot.1nico A. Brown [28j, not6 que las diminutas partfculas en un lfquido 
segufan un movimiento con trayectorias irregulares, tambi9n observ6 un fen6meno similar en las 
partfculas de humo en el aire. que posterionnente fueron explicados apoyandose en el 
mecanismo del bombardeo molecular de las partfculas. Mas tarde Albert Einstein. pubfic6 un 
estudio matematico de este movimiento, el cual posteriormente llev6 a ganar ef premio Nobel a 
Perrin (calculo de los nUmeros de Avogadro). 

En 1923 Norbert Wiener propuso un riguroso modelo matemalico. que tenia un 
comportamiento aleatorio, similar al movimiento observado par A. Brown. Dicho movimiento 
puede ser representado por trayectorias que se desarrollan en eltiempo bajo el comportamiento 
observado por R. Brown: en un espacio del tiempo contra desplazamiento. Norbert Wiener 
establece que Ia partfcula se puede desplazar en una unidad de tiempo una unidad de distancia 
con una probabilidad de un media. Esto se hace cada vez a un liempo nuevo tomando el nuevo 
punta de desplazamiento independiente del anterior (fig 1.7). dicho proceso aleatoric se 
denomina Proceso de Wiener y el conjunto de dichas trayectorias determinan Ia medida de 
Wiener en un espacio de funciones continuas [9]. 

"I 10 c 
X(t) o !":"""'\ ~ bo viii' v~ " 

-IO ~ 1000 \SOO 

Fig 1.7 Movimieoto Browniaoo. 

Por Ultimo mencionaremos a alguien que aunque no fue matematico de profesi6n, jug6 
un papel muy importante en Ia revoluci6n matematica y que dentro de esta revoluci6n de Ia 
matematica su contribuci6n esta mas relacionada con el arte: 
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ESCHER 

Maurits C. Escher naci6 el 17 de Junio de 1898 en Leewarden, Holanda: siendo un 
estudiante de arquitectura. fue cuando el artista aleman Samuel J. de Mezquita lo lorna bajo su 
tutela. ya que descubre en el un gran talenlo para las artes gr.ificas, durante el perlodo de 1919 
a 1922. Escher inicia su educaci6n en el media gr.itico, su trabajo influenciado directamente por 
su forma de vida se desarroll6 en dos etapas. La primera antes de 1937 en donde el 
reconocimiento del mundo te sirvi6 para dar a su obra una estructura: despu9s de 1937 tomo 
como punta de partida su misma estructura para desarrotlarta con motivos visibles reconocibles. 

La obra de Maurits C. Escher corresponds a realidades visuales expresadas con 
estructuras construfdas mediante contomos y superficies que se ligan (uno a uno) o (una a una) 
respectivamente. Los contomos se entrelazan con las superficies de acuerdo a una visi6n plural, 
vista ordenadamente y desafiando encontrar relaciones 16gicas nuevas, los motivos visuales 
reconocibles son los que definen un esquema de inseparabilidad tanto para Ia estructura como 
para Ia expresi6n de ciertos principios matematicos de simetrfa, similitudes y translormaciones 
que producen efectos de paradoja, ilusi6n o doble sentido que es una de las principales 
caracterfsticas de Ia obra de Escher. Por ejemplo, el cuadro Jinetes (fig 1.8) que consiste de 
divisiones regulares del plano con motivos de jinetes en obscure y blanco que corren en series 
alternantes a Ia izquierda y a Ia derecha segUn Ia figura. 
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Quiza sea o no una casualidad pero Escher posiblemente estuvo inftuenciado por Henli 
Poincare. ya que estos dos personajes mantenfan una mutua correspondencia; posteriormente 
Douglas Hofstadter en su libra Godel. Escher y Bach (11 ). expresa que Escher adopt a Ia idea de 
hacer. de partes de un objeto r6plicas del objeto mismo concretandose en su xilogratia Capias e 
lgualdades: "Escher lorna Ia idea de que parte de un objeto se empieza a copiar en el objeto 
mismo para irse formando a si mismo• tal como su pintura de Cfrculo de Lfmites IV (fig 1.9). 
Quiza Escher tuvo esta idea o no, eso nunca lo llegaremos a saber, pero una cosa si es segura, 
Escher fue uno de los primeros que realiz6 dibujos con caracterfsticas tractates. 

Fig 1.9 Cfrculo del Lfmite rv 

Escher alcanz6 en los ailos SO's concepciones complejas de ejemptos de geometrfa 
Fractal en elias da implicitamente el concepto de grupo de similitudes 

De lo anterior se desprende como el UHimo cuarto del siglo XIX y el primero del XX fue el 
parte aguas que vino a separar a los matenuiticos cliisicos del siglo XIX de los matamaticos 
modamos del siglo XX; ya que los matemliticos cllisicos tenlan sus cimientos en las estructuras 
geometricas regulares Euclidianas y Ia continua evoluci6n de sistemas dinlimicos de Newton; en 
cambia los materrniticos modernos empezaron con Ia teorfa de los conjuntos de Cantor y las 
curvas de Peano. En fin, Ia revoluci6n fue forzada por el descubrimiento de estructuras 
matematicas que no concordaban con los patrones Euclidianos y de Newton; estas nuevas 
estructuras fueron bautizadas por los materrniticos tradicionalistas con el nombre de patol6gicas 
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o como Ia galerla de los monstruos y que actualmente se les denomin6 par Mandelbrot como 
Fractal as 

1.2 BENOIT B. MANDELBROT 

Todos los descubrimientos antes mencionados hubieran quedado en el abandono de no 
ser par Benoit B. Mandelbrot del Centro de Investigaciones Thomas J. Watson en Yorktown 
Heights N.Y., quien interesado en las curvas de Peano y von Koch y apoyandose en Ia tenologia 
de Ia computaci6n gr3fica nuevas objetos que les denomin6 Fractales. En 1975 Mandelbrot 
inventa el termino Fractal, para describir todas las curvas cuya dimensi6n Hausdorff-Besicovitch 
es mayor que Ia dimensi6n Euclidiana [28], el termino Fractal proviene del adjetivo latin tractus, 
cuyo verba en latin es frangere que indica romper en fragmentos irregulares, par lo consiguiente 
tractus significa irregular. 

Geometria Fractal 

Una de las aportaciones mas imponantes de Mandelbrot tue Ia de crear una nueva 
geometrla, ·1a geometrfa tractat•, Ia cual puede describir figuras cuyos patrones son irregulares 
y fragmentados tales como nubes, montaflas, arboles, etc., que no pueden ser descritas 
mediante Ia geometrla Euclidiana, debido a que sus patrones no son esferas, llneas, cones, etc. 
De esta fonna Mandelbrot plante6 que Ia geometrla Fractal describia a Ia naturaleza, mientras 
que Ia geometrfa Euclidiana es Ia rnanera natural de representar las figuras hechas par el 
hombre. 

Conjunto de Mandelbrot 

Otra aportaci6n no menos impartante que proporcion6 Mandelbrot tue Ia caracterizaci6n 
de los conjuntos de Julia, los cuales se definen de Ia siguiente manera: 

Sea f : C --> C un polinomio de grado mayor que uno. 

Sea Ft el conjunto de puntas en C cuyas sucesiones divergen; esto es 

en donde Ft se define como un conjunto de Julia completo (filled Julia set) asociado con un 
polinomio f; en Ia frontera de Ft se encuentran los Uamados conjuntos de Julia. Estos conjuntos 
tienen una pequefla regi6n que divide a los puntas que sa van hacia el infinito y los puntas que 
convergen al origen, par lo tanto los conjuntos de Julia son cuTVas basadas en el mapeo de Ia 
funci6n [4]: 

donde Zj y c son nUmeros complejos. 

Mandelbrot desarroll6 un nuevo camino para mapear estas ecuaciones: El conjunto de 
Mandelbrot (fig 1.10), 
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Fig 1.10 E1 coojunto de Mandelbrot 

que son considerados como los fractales mas famosos. estos conjuntos lienen Ia caracterfstica 
de tener todos los f:X)Sibles conjuntos de Julia, lo cual nos da Ia facilidad de proporcionar los 
parametros adecuados para crear un con junto de Julia en especial (fig 1.1 ~) 

Fig 1.11 Coojunto de Julia 
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1.3. CARACTERISTICAS DE LOS FRACTALES 

Enseguida daremos una caracterizaci6n de los tractates aunado con una definiciOn de 
fractal en base a Ia geometrfa. pasando posterionnente a los capitulos 2,3 y 4 en donde veremos 
algunas t9cnicas que pueden generar tractates. 

Antes de describir las caracterfsticas de los fractales definiremos los dos grandes gn.1pos 
en los que se dividen: 

1.- Aquellos que esttm compuestos por varias copias escaladas y rotadas de sf mismo tales 
como: Ia curva de von Koch, Ia curva copo de nieve o Ia carpeta de Sierpinski e incluso los 
conjuntos de Julia tambi6n caen dentro de esta categorla, este tipo tractates son denominados 
FRACTALES OETERMINISTICOS. La generaci6n de estos tractates requiere de iteraciones 
(los conjuntos de Julia) o reg las de reescrttura (curva de von Koch) (21 ). 

2.- El otro tipo de tractates son los denominados FRACTALES ALEATORIOS, en el cual se 
puede encontrar como una de sus caracterlsticas principales Ia aleatoriedad, un ejemplo ctasico 
de esle tipo de tractates es el movimiento Browniano [21 ]. 

A continuaci6n daremos algunos puntas que nos ayudaran a reconocer lo que es un 
fractal: 

1.-Las curvas fractales tienen una dimensi6n diferente que Ia dimensi6n geomE!tlica Euclidiana. 
2.-Los tractates tienen un perf metro infinite conteniendo una area finita. 
3. ·Los fractales pueden ser definidos fX)r ecuadones matem8ticas simples, como fX)r ejemplo Ia 

ecuaci6n de los conjuntos de Julia ( z~ • z!1+ c) 

4.-Los fractales tienen Ia caracterfslica de ser autosimilares. 

1.4. APLICACIONES DE LOS FRACTALES 

Los fractales han tenido una gran apogeo en los UHimos aflos, ya que se han 
encontrando un amplio campo de aplicaciones dentro de las siguientes areas: El Arte (35). La 
Medicina [20], La Biologfa [11], La MUsica {36), La Cinematograffa [35], etc. 

CINEMATOGRAFIA 

En 1972, Benoit B. Mandelbrot con Hirsh Lewitan hicieron una escena para Ia creaci6n 
de un conjunto de galaxias fractales usando el metoda llamado imagen del Universe [35]; en 
1975 con Sig Handelman hicieron un paisaje el cual emerge lenlamente de las profundidades 
rotando majestuosamente y regresando lentamente al agua. La fX)tencialidad de los fractales de 
Voss en Ia creaci6n de los paisajes fue muy grande, asf que los tractates fueron introducidos con 
cierta aceptaci6n a las pelfculas. 

Los pilares de Ia extensi6n de los fractales hacia Ia cinematogratfa tueron Alan Fournier, 
Don Fusell y Loren Carpenter [17], ya que hicieron uno de los mas grandes trabajos de los 
fractales en Ia cinematograffa. este trabajo fue hecho en Ia pelfcula "Viaje a las Estrellas II (La 
furia de Khan)•, en esta pelfcula se presentan unas secuencias generadas fX)r complltadora, en 
donde los paisajes fractales se han hecho clasicos en Ia comunidad de graficaci6n por 
compLrtadora. La escena fractal mas conocida que se ha usado en las pelfculas corresponde a 
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Viaje a las EstreUas tl, en donde se tiene Ia secuencia de transformaci6n del planeta Genesis; 
posteriormente Digital Productions incluy6 masivamente paisajes de tractates en Ia pelfcula el 
UHimo Guerrero (The Last Starfighter). 

BIOLOGIA 

Muchos metodos han sido descritos en graficaci6n por computadora para Ia generaci6n 
de objetos que reensamblan a objetos bio16gicos, un ejemplo de este es el que realiz6 
Kawaguchi (24], el cual creo un m8todo para Ia creaciOn de irMgenes de corales y conchas. 
Otro metoda que fue desarrollado para describir objetos biol6gicos es el de Gramaticas de 
Undermayer [36] y por UHimo otro ejemplo en donde se aplicaron los fractales a Ia biologia fue 
en los modelos de crecimfento de objetos biol6gicos [30]. 

RECONOCIMIENTO DE IMAGENES 

En el area de procesamiento de irMgenes los fractales ha sido aplicados para describir 
Ia figura de objetos naturales complejos e imagenes de superficies tales como: fotograffas areas. 
el despHegue de irrnigenes por satGiite [32] yen Ia compactaci6n de irncigenes por satEllite [11 ]. 

GEOLOGIA 

En Ia geologia, el uso de los fractales no ha sido Ia excepci6n, ya que en Denver (E.U.), 
el ge61ogo Christopher C. Barton, esta usando a Ia geometrla fractal para tratar de determinar, 
cuanto petroleo y gas natural permanece en Ia tierra [23]. 

MUSICA 

La mUsica Fractal es todavfa una rama no muy conocida, sin embargo existen algunos 
autores (26], que estS.n empezando a experimentar con Ia aplicaci6n de los fractales a Ia mUsica, 
el resunado que se ha obtenido hasta ahora no ha tenido gran relevancia. pero quiza en unos 
cuantos aiios, estaremos escuchando alguna m(Jsica fractal. 
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CAPITULO 2 

SISTEMAS DE FUNCIONES ITERADAS (IFS) 

La factibilidad de usar Sistemas de Funciones lteradas (IFS) en computadora. data del 
ai'lo de 1985[13]; cuando Demko, Naylor y Hodges, orientan su trabajo al desarrollo de los IFS 
para Ia producci6n de itnagenes tales como: nubes, horizontes y paisajes entre otros. 

El uso de Ia geometrla fractal, (delerminlstica o aleatoria) hacia Ia modetaci6n de 
escenas naturales y objetos, ha sido invesligado por un gran nUmero de autores: Mandelbrot 
[28], Kawaguchi {24), Oppenheimer [34]. Fournier et al[17], Smith [38]. Miller (31] y Amburn et 
al[1), cuyas investigaciones han sido consuttadas y utilizadas en este trabajo como Ia 
metodologla fundamental en el desarrollo algorftmico del editor de fractales. No obstante. este 
se caracteriz6 por un simple esqueleto deterrninlstico, el cual aparentemente puede alcanzar un 
nUmero ilimitado de objetos. 

La direcci6n propuesta para modelar y ejecutar los problemas se har.i por medic de dos 
nuevas ml!todos de IFS sugeridos por M. Bamsley [4,6,35]: 

1.- El Metoda del Collage, que sugiere un metoda interactivamente geoml!trico para encontrar 
los c6digos de los Sistemas de Funciones lteradas (I FS). 

2.- Un algorttmo de iteraci6n aleatoria, para desplegar Ia geometrfa de las imagenes. teniendo 
previamente sus c6digos. 

El Metoda del Collage provee un media para modelar objetos bidimensionales usando 
IFS, el cualtiene como entrada una aproximaci6n poligonizada y como salida el c6digo de las 
transformaciones afines. 

Esta innovaci6n contrasta con el uso de algorttmos aleatorios para producir terrenos [31[, 
procedimientos estoccisticos para producir nubes y texturas [28]. y modelos de crecimiento 
aleatoric para producir plantas ([2, 24, 341). En todos estos casos. el producto final depende de 
Ia secuencia de nUmeros aleatorios usados durante el calcuto en el algoritmo; Ia cual contrasta 
con el metoda de IFS ya que pequeilos cambios en los parametres de entrada producen 
pequeflos cambios en Ia imagen de salida. 

2.1 EL JUEGO DEL CAOS 

Supongamos que !enemas Ires puntas etiquetados como: aguila, sol y cara los cuales 
estan marcados en una hoja; asumamos tambien que tenemos una moneda especial Ia cual 
tendr.i tres posibilidades de caer (aguila, sol o cara) . Para poder iniciar el juego marquemos un 
punta en el papel (dentro del triangulo) y etiquetemoslo como z1. Si lanzamos Ia moneda y esta 
cae aguila entonces marquemos un nuevo punto ~ entre Ia mitad de z1 y el punta etiquetado 
como aguila, lanzando de nuevo Ia moneda y esta cae sol, marquemos un nuevo punta z3 entre 
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~ y el punta etiquetado como sol. siguiendo de esta manera hasta el n-esimo paso se tendr.in 

marcados los puntos en el papel z1 .~····Zn; con esto se tendr.i una sucesi6n de puntos (lig. 2.1). 

~ Care. 

~ 
.::::,] . .;:::.~ 

-~:L..L..: 

Hg. 2.1 El Juego del Caos. 

Si a esta imagen Ia llamamos P, n6tese que P es Ia uni6n de Ires copias de sl mismo; de heche 

P • w1(P) U w2(P) U w3(P) (2 .1) 

donde por ejemplo, w1 es una transformaci6n affn que lorna el triangulo cuyos vertices son 

aguila. sol y cara y los convierte en eltriangulo con vertices aguila, A y B respectivamente. 

Generalizando el juego del caos, se liene que w1,w2 , ..... wn son transtormaciones las 

cuales taman un punta z en el plano z e R2 y lo mueven a un punta wi(Z) e R2, si cada 
transformaci6n cumple con Ia siguiente condici6n: 

para algUn 0:9t<t, entonces se dice que tal transformaci6n es un mapeo contractivo. 

Un IFS en un espacio bidimensional tiene dos distintas componentes. Ia primera consiste 
de un conjunto de N transfonnaciones donde N es un nUmero entero: 

de R2 ·> R2 y Ia segunda es un conjunto de probabilidades 

donde cada p1 > 0 y 

P1 + P2 + ...... + Pn = 1. 
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aquf p1 puede ser considerado como pesos relatives de cada una de las transformaciones; par Ia 
tanto un c6digo IFS es: 

2.2 OBTENCION DE LOS CODIGOS IFS 

Para dar Ia idea de Ia obtenci6n de c6digos IFS, empezaremos dando un ejemplo 
ilustrativo, el cual consiste en copiar los detalles de Ia hoja grande a Ia hoja chica (fig. 2.2) . 

Flg 2.2 Obtenci6n de una transformaci6n afin. 

Ahara si deseamos encontrar los nUmeros reales a, b, c, d, e y f (c6digos de las 
transformaciones afines). !enemas que resolver Ia siguiente transformaci6n 

·[:]-[~ :] [:]· [:] - [::~:;] 
que liene Ia propiedad w(hoja grande)><: w(hoja pequeila). 

Empezamos introduciendo los ejes x,y (fig. 2.2.), despues marcamos Ires puntas 
diferentes en Ia hoja grande (los que se deseen) y determinamos sus coordenadas: 

(CLI.<X2). (~1.~2) y (yl;(l) 

se marcan los puntas correspondientes en Ia hoja pequeria, (suponiendo que una oruga no se ha 
comido a Ia hoja) y determinamos sus coordenadas, digamos: 

(a,.a,). ( ~ •. ~, ) y (1,.1,) 

respectivamente. 

Entonces a,b y e son obtenidas resolviendo las Ires ecuaciones lineales: 

a1 a+a.2b+e= ii 1 

~1 a+~2b+e= ~~ 
y1 a +y2b+e= 11 
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mientras que c, d y f satisfacen 

a1 c+CX2d+f= &2 

P•C+P2d+1= ~' 
y1 c + "(2 d + f"' 12 

2.3 CARACTERISTICAS DE LOS IFS 

Ecuaci6n (2.3) 

Los c6digos de los IFS son transformaciones afines w: R2 -> R2 en el espacio 
bidimensional R2 y estan definidos como: 

donde los ~i ·s y bi's son constantes reales. Si A denota Ia matriz (aii), b denota el vector (b1,bz)1, 

donde 1 es eltranspuesto y X denota el vector (x1, ~)1, entonces escribiremos: 

La transformaci6n affn se especifica por seis nUmeros reales. Dada una transfonnad6n 
atrn. uno puede siempre encontrar un nUmero s no negativo tal que: 

II w( ;() · w(y) II < s II x · y II Para 1odo X, y 
donde el nUmero mlnimo s es conocido como Ia constante de Uspchitz para w y tal 
transfonnaci6n se clasifica de Ia siguiente manera de acuerdo al valor de S: 

{ 
< 1 CoM""• 

S • 1 Smetrica 

> 1 Expamiva 

Si {Wn,P n: n:1 ,2, .. . ,N} es un c6digo IFS, entooces por el Teorema de Bamsley y Elton 
((5, 15]). hay un Unico objeto geometrico asociado, denotado por A(un sutx:onjunto de RZ) 
ltamado el atractor del IFS y una sola medida denotada por J..l; de esta forma el modelo 
fundamental asociado con el c6digo IFS es una dupla (A.J..l) donde A es un atractor y J..1 una 
medida . 

2.4 METODO DEL COLLAGE 

En un c6digo IFS {wn,Pn:n:1 ,2, .. N), los wn's determinan Ia geometrla del modelo 
principal, es decir Ia estructura del atractor, mientras que las Pn's son las que proporcionan con 
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que frecuencia se visHara tal transtormaci6n. Describimos un algorHmo de interacci6n 
geometrica bidimensional para determinar los wn's correspondientes de cada modele deseado; 
este algorHmo tiene las bases matem3ticas en el Teorema del Collage [6]. 

Teorema del Collage: 

Sea {wn,Pn:n=1,2, .. N} un c6digo de mapeos afines IFS contractivos, en donde S<1 
(constante de UpschHz), E>O, T es un subconjunto cerrado dado en R2• y los mapeos wn han 
sido escogidos tal que 

' hiT,n~ wn (T}I<E 

entonces 

h(T, A)< E/ 1-s 

donde A denota el atractor de IFS. 

El metoda del Collage empieza con una imagen T. Ia cual esta delimHada por Ia vent ana 
V [0, 1] x [0,1), T puede ser cualquier imagen digHalizada o una poligonizaci6n de Ia imagen. Una 
transformaci6n affn w1( X)=AI1l X + 8111 se introduce con los coeficientes inicializados 

ahara teniendo w1(T) , el usuario ajustara interactfvamente ai~~~ · as/ que Ia imagen w1(T) es 
trasladada y rotada en Ia pantalla, Ia meta del usuario es transformar w1(T) hasta que esta cubra 
parter. 

Es importante seiialar que las dimensiones de w1(T) deben ser mas pequeflas que las 
de T, para asegurar que w1 sea una contracci6n: una vez que w1(T) esta posicionada se fija y 
una nueva subcopia de Ia imagen w2(T) se introduce, entonces w2 es ajustada interactlvamente 
hasta que w2(T) cubra un subconjunto de T que difiere de w1(T). El traslape entre w1(T) y w2(T) 
es permHido, perc para tener una me}or aproximaci6n al objeto esta debera de ser lo mas 
pequeflo posible. 

De esta manera el usuario determina un conjunto de transformaciones afines 
contractivas {w1,w2 , ... ,wN} con Ia propiedad: 

con N lo mas pequefla posible. 

El algorHmo es ilustrado en Ia fig. 2.3, Ia cual muestra una poligonizaci6n T de una hoja, 
en este caso T sera cubierta por cuatro transformaciones atines. 
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y 
(0,1JF------,;-----,(1,1) 

(O,C) 

Fig 2.3 Mttodo del Collage. 

/* Algoritmo del Collage •t 

Pide_Punto(&bx,&by,2); I* Obtiene Ia Base de Ia nueva figura '/ 
ba1.x = bx; /* que se va a fractalizar *I 
ba1.y =by; 
Pide_Punto(&bx,&by,2); 
ba2.x = bx; 
ba2.y =by; 
Temporal = Ancla; 
Ax = Ancla ·> Xr; 
A.y = Ancla ·> Yr: 
Temporal= Temporal -> next; 
B.x =Temporal ·> Xr; 
B.y =Temporal-> Yr: 
Temporal = Ancla; 
for (i::: o : i < ver.: i ++) r Aplica Ia Similaridad a Ia Base dada'/ 
{ 

Ps.x = Temporai->Xr; 
Ps.y = Temporai->Yr; 
Similar(Ps, ba1. ba2, &ax, &ax1); 
OU][ij.x =ax; 
OU][ij.y = ax1; 
Temporal= Temporal -> next; 

Rec. 2.1 Algoritmo del Mttodo del Collage 
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2.5 METODO DE ITERACION ALEATORIA 

El metoda de iteraci6n aleatoria necesita como entrada los c6digos IFS 
{wn,Pn:n=1 ,2, ... ,N), obtenidos al aplicar el metoda del collage, este metoda calcula las imcigenes 
del IFS definidas previamente. Un camino aleatono en R2 es generado a partir del c6digo IFS 
(Recuadro2.1). 

Un punta iniciai(JCo.Yo) necesita fijarse (por lo general siempre se fija Xo=O y Yo=O), si 
elegimos (Xo.Yo) como un punta fijo de w1 sabiendo a priori que (x.,,y0) pertenece a Ia imagen. 
Esto se obtiene resolviendo Ia ecuaci6n tineal 

En resumen el algoritmo de iteraci6n aleatoria se realiza de Ia siguiente manera: 

1.- Se selecciona un punta inicial (0,0). 
2.- Se selecciona una transformaci6n afln wi con una cierta probabilidad Pi 
3.· Se aplica esta transformaci6n con los valores obtenidos previamente, para obtener nuevas 
puntas. 
4.- Se pintan los puntas obtenidos. 
5.- Se aplican los pasos del 2 al 4 hasta un cierto nUmero de iteraciones inicialmente definidos. 
6.- Termina. 

A continuaci6n mostraremos en el siguiente recuadro (2.2), pane del c6digo del metoda 
de iteraci6n aleatoria. 

/* Algoriuno de lteraci6n Aleatoria */ 
X= 0 
Y= O: 
fori= 1 to Num do /* Numero de iteraciones "I 

r = random 0 o/o No_iter; 
xini = a(r) - x + b(r)" y + e(r); r Aplica Ia transformaci6n •t 
y =C(r) • x +d(r) • Y+ f(r): 
x = xini; 
setcolor(r); 
Moveg (x,y); 
Drawg (x,y); /* Pinta el punta encontrado */ 

Rec. 2.2 Algontmo de Iterac16o Aleatona 

2.6 VENTAJAS Y DESVENTAJAS DE LOS IFS 

Las ventajas que presenta el algoritmo de IFS son bastantes: 

Capftulo 2 19 



1.· La informaci6n para Ia modelaci6n de estos objetos puede ser almacenada en una pequena 
base de datos. 
2.· El algorilmo de IFS puede ser implementado en sistemas paralelos. 
3.· El metoda es relativamente tacit de entender. 
4. · Se puede asignar diferentes colores a cada una de las transformaciones para dar una 
apariencia mas real at objeto. 
5.- los objetos que se pueden modelar son pr.icticamente ilimitados. 
6.- La modelaci6n de los objetos es rcipida. 

Como en todos los algoritmos hay algunos inconvenientes; el algoritmo de IFS no es Ia 
excepc:i6n ya que tiene las siguientes desventajas: 

1.- Para poder realizar una imagen de aHa calidad es necesario un nUmero grande de iteraciones 
(100,000) 

2.7 EDITOR DE FRACTALES 

2.7.1 OESCRIPCION GENERAL 

El editor de tractates se hizo con Ia idea de tener una intertaz gr<itica para poder 
modelar tractates del tipo IFS; ya que este editor nos da Ia facilidad de poligonizar al objeto que 
deseamos encontrar sus c6digos IFS y despues ir tormando al objeto que deseamos fractalizar. 
Una vez obtenido los c6digos del objeto poligonizado el editor permite realizar Ia ejecuci6n del 
m9todo de iteraci6n aleatoria para gralicar al objeto que se fractalizo y ver cual es el resultado. 
El editor de fractales consta de cuatro ventanas: 

DO 
1.· Ventana del MenU Principal. 
2.- Ventana de Ia Poligonizaci6n de Ia Imagen. 
3.- Ventana de lnteracci6n. 
4.· Ventana de Dialogo. 

El editor de tractates cuenta con un manejador para el menU y para Ia pantalla. Una 
caracterfstica importante del menU es Ia elecci6n de las opciones condicionadas. ya que si Ia 
opci6n EDIT no ha sido seleccionada previamente las demas opciones (excepto autn no 
pueden ser elegidas; otra caracterlstica que se debe tener en cuenta es que las coordenadas del 
origen de Ia pantalla estan cambiadas, ya que el origen se encuentra en Ia parte inferior 
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izquierda del monitor y no en Ia parte superior izquierda del monitor como regularmente se 
maneja. 

2.7.2 MENU PRINCIPAL 

El editor de los fractales cuenta con las siguientes opciones: 

!EDn!siMIA!SAVE!EXEc!ouiT I 

EDIT 

La opci6n EDIT es Ia que permite editar Ia poligonizaci6n del fractal que se desee; esto 
se realiza gracias a que las aristas que se iran marcando son las que definiran al objeto en 
cuesti6n 

SIMIR 

La opci6n SIMlA nos permite crear las copias autosimilares que conformaran Ia figura 
poligonizada que se dio, esto se hace gracias a que esta opci6n rota. escala y traslada el objeto 
poligonizado hacia donde se le indique (respecto a Ia base) en Ia pantalla. Una vez hecho este 
proceso, se realizar3n los ccilculos para determiner los c6digos de las transformaciones afines de 
Ia tigura que se proporcion6, para que sirvan de entrada al programa que crea las figuras 
fractales(EXEC). Estos c6digos se obtienen resolviendo los sistemas (2.1 y 2.2), que resuHen 
de seleccionar las aristas de Ia figura poligonizada. 

SAVE 

La opci6n SAVE nos guardara en un archivo las constantes de las transformaciones 
afines que se obtuvieron de Ia figura poligonizada. 

EXEC 

Crea Ia figura fractal que se poligoniz6, por medio del algoritmo de iteraci6n aleatoria, 
este algoritmo realize una serie de pasos previos para generar Ia imagen fractal: 

a} Se ejecutara et algoritmo de iteraci6n aleatoria perc sin pintar ningUn punto, ya que esta 
primera corrida de este algoritmo nos permitir3 conocer los m8ximos y mfnimos de esta figura 
fractal. 

b) Se ejecuta el algoritmo de iteraci6n aleatoria. pero pintando los puntos correspondientes de Ia 
figura, luego de escalar y definir el puerto de visi6n 

QUIT 

Esta opci6n nos permite salir del programa. 
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2.8 EJEMPLOS 

A continuaci6n daremos un ejemplo de Ia manera en que se oblienen los c6digos de las 
transformaciones para un fractal dado. el ejemplo es el triangulo de Sierpinski: 

1.- Damos una imagen poligonizada del triangulo de Sierpinski 

... 1.0 

La regi6n en donde se poligoniza Ia imagen. es una regi6n cuadrada teniendo como 
extremos las coordenadas (0,0) y (1,1). 

2.- Se crean Ires copias autosimilares del triangulo de Sierpinski para llenar toda Ia imagen que 
se poligoniz6. 

a) La primer copia autosimilar se colocara en los vertices (0,0), (0,0.5), (0.5,0.5) de Ia imagen 
poligonizada. 

• •••••• ~1.1 

Lu ... 
El sistema que se genera con estos vertices es: 

oa. Ob + e = o ·> e = o.o 
1 a + Ob + e = 0.5 ·> a = 0.5 
fa+ lb+e =0.5 ·> b =O.O 

Oc+Od+l =0.0·> I =0.0 
IC+Od+l = 0.0·> C= OO 
IC + ld +I = 0. 5 ·> d = 0.5 

1,0 

0, 0 1,0 

b) La segunda copia autosimilar se colocara en los vertices (0.5,0), (1 ,0) y (1 ,0.5) de Ia imagen 
poligonizada 
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El sistema que se genera con estos vertices es: 

oa + Ob + e =0.5 ·>e = 0.5 

~·· l a+Ob + e=I .O ->a = 0.5 
la+1b+e=1 .0 -> b = 0.0 

Oc + Od + I = 0.0 ->1 = 0.0 
1C +0d+f = 00 ->c = 0.0 ... 1.0 
1C + ld+f = 05 ->d = 0.5 

c) La Ultima copia autosimilar se coloca en los vertices (0.5, 0.5), (1,0.5) y (1,1) en Ia imagen 
poligonizada. 

--- ~'·' 
".z=J1.0.5 

o.o 

El sistema que se genera con estos vertices es: 

Oa + Ob+e=05 -> e= 0.5 
Ia +Ob + e = 1.0 ->a = 0.5 
Ia + 1b + e = 1.0 ->b = 0.0 

Oc+Od+l = 0.5 ->1 = 0.5 
I c + Od +I = 0.5 ->c = 0.0 
I c + 1 d +I = 1.0 ->d = 0.5 

1.0 

o.o 1.0 

Por lo tanto los c6digos de las transformaciones afines del tri.ingulo de Sierpinski quedan 
determinados. Por Ultimo queda por especificar las probabilidades de cada una de estas 
transformaciones, las cuales se definen como: 
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asf que las probabilidades del triangulo de Sierpinsk.i son: 

p1 = 0.25/ 0. 75 = 0.333 
p2 = 0.25/ 0.75 = 0.333 
p3 = 0.25/ 0.75 = 0.333 

A continuaci6n se presentan los siguientes ejemplos : Triangulo de Sierpinski. Arbol. 
Arbol de Cantor, Helecho. 
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Ejemplo 1 TAIANGULO DE SIEAPINSKI 
C6digos 

WI W2 W3 

a 0.5 0.5 0.5 
b 0.0 00 0.0 
c 0.0 0.0 0.0 
d 0. 5 0.5 0.5 
e 0.0 0.5 0.5 
f 00 00 0.5 
p 0.33 0.33 0.33 

Ejemplo 2 ARBOL 
C6digos 

W1 W2 W3 W< 
a 0.0 0.1 0.42 -{).42 
b 0.0 0.0 -{).42 0.42 
c 0.0 0.0 0.42 -{).42 
d 0.5 0.1 0.42 0.42 
e 0.0 0.0 0.0 0.0 
I 0.0 0.2 0.2 0.2 
p 0.0 0.1 0.4 0.4 
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Ejemp<o 3 ARBOL DE CANTOR 
C6digos 

W1 W2 W3 

0 0.33 0.33 0.66 
b 00 0.0 0.0 
c 0.0 0.0 0.0 
d 0.33 0.33 0.66 
e 0.0 1.0 0.5 
I 0.0 0.0 0.5 

0.320.32 0.34 

Ejemplo 4 HELECHO 
C6digos 

W1 W2 Wl W4 

0 0.0 0.2 ~15 0.85 
b 0.0 .JJ.2 0.28 0.04 
c 0.0 0.23 0.26 -o.04 
d 0.16 0.22 0.24 0.85 
e 0.0 0.0 0.0 0.0 

0.0 0.2 0.2 0.2 
p 0.01 0.06 0.07 0.851 
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CAPITULO 3 

GRAMATICAS DE LINDERMAYER 

En 1968 el bi61ogo Danes Aristid Undennayer, introdujo un nuevo tipo de reglas de 

reescritura, posteriormente denominado Sistemas-L, con el prop6s~o de mcx:lelar el crecimiento 
de los organismos vivos, en particular los patrones de las ramas en las plantas. 

Las gramciticas de Undermayer o Sistemas·l encontraron un nUmero creciente de 

aplicaciones en graticaci6n por computadora: siendo dos areas las principales: Ia generaci6n de 
lractales y Ia modelaci6n realista de plantas [36J. Adern<ts de las dos aplicaciones anteriores. las 
gramciticas de Lindermayer han servido para modelar estructuras de arte HindU asr como 

algoritmos para componer mUsica [26]. 

3.1 SISTEMAS DE REESCRITURA. 

Antes de proceder con los detalles, nos centraremos en el concepto de reescritura el 
cual es el nUcleo de los Sistemas-L. La idea basica es definir objetos complejos por media del 
reemplazamiento sucesivo de partes de un objeto simple inicial usando reglas de reescritura o 
producciones. 

El ejemplo cl8.sico de un objeto gr3fico definido en terminos de las reglas de reescritura 
es Ia curva "co~ de nieve" propuesto ~r von Koch en 1905. La construcci6n Ia plantea 
Mandelbrot [28] de Ia siguiente manera: Se empieza con dos figuras: un iniciador y un 
generador (fig 3.1), en cada etapa de Ia construcci6n se irA reemplazando cada lfnea con una 
copia del generador, reduciendo y desplazandose hasta llegar al punto en donde se inici6 

lmcaador Generador ResuHado 

Fig. 3.1 Coostrucci6o de la curva copo de nieve. 

un mecanismo similar del arreglo de reescritura es el que se presenta en el mecanismo del juego 
de Ia vida presentado por Conway [19]. 
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La primera detinici6n format de tales sistemas fue dada en el inicio de este siglo par 
Thue. posteriormente un amplio interes fue presentado par Chomsky en las postrimerias de 
1950 con sus grarMticas formales [1 0]. 

Pocos aiios despues Backus y Naur introdujeron Ia notaci6n de "reescritura-basada en el 
orden· para describir formalmente caracteris1icas sintacticas de los lenguaJes de programaci6n 
(ALGOL·60) (3]. La equivalencia de Ia forma de Backus-Naur (BNF) y las clases de grarMticas 
Iibras de contexte de Chomsky fueron pronto reconocidas. El centro de Ia atenci6n fueron los 
conjuntos de cadenas (llamados lenguajes torma.les). 

Las innovaciones antes mencionadas en Ia teorfa de lenguajes forma.les rompi6 con Ia 
idea de usa.r cadenas de caracteres para describir figuras: Ia meta inicial fue el reconocimiento 
de objetos, tales como cartas manuscritas [33] o cromosornas [27], mediante Ia codificaci6n de 
sus imtigenes utilizando cadenas. entre Ia variedad considerada de representaci6n de im<\genes 
esta el c6digo de Ia cadena propuesto por Freeman [25]. para describir forma.s geomeuicas 
precisas. lo cual propici6 una investigaci6n de las relaciones entre im3.genes y clases de 
lengua;es de una man era formal; tal estudio fue llevado a cabo por Feder ( 16}. 

La introducci6n de los Sistemas-l revivi6 el interes en Ia representaci6n de im<\genes 
usando cadenas de caracteres. los Sistemas-l fueron reconocidos como un modele de 
representaci6n en el desarrollo de plantas, los primeros resultados fueron publicados par Frijters 
y Linclermayer en 1974 [18], y Hogeweg y Hosper [22}; en ambos casas los Sistemas-L fueron 
usados primordialmente para determinar el crecimiento topol6gico del modelado de plantas; el 
aspecto geom8trico. tales como Ia longitud de las lfneas y angulos de crecimiento fueron 
sumados en lases posteriores, los resultados de Hogeweg y Hosper tueron subsecuentemente 
extenclidos por Smith [38], qui8n demostr6 Ia potencialidad de los Sistemas-L para Ia slntesis de 
imtigenes realistas. 

Una innovaci6n diferente a Ia interpretaci6n de los Sisternas-L fue propuesto por Szilard 
y Quinton en 1979[39], ellos concentraron Ia representaci6n de im3.genes con rigurosa definici6n 
geometrica (tales como c6digos de cadenas) y mostraron que los Sistemas-L Iibras de contexte 
podrfan generar intrfnsecamente curvas llamadas hoy en dfa fractales; extencliendose 
posleriormente en diversas direcciones. Siromoney y Subramanian utilizaron a los Sislemas-l 
para generar las cl<\sicas curvas de llenado (37]. Posteriormente Dekking investig6 las 
propiedades limitantes de las curvas generadas por los Sistemas·l(12] y se concentr6 en Ia 
determinaci6n de Ia dimensi6n fractal (Hausdorff). Prusinkiewicz present6 mas ejemplos de 
fraclales y estructuras de plantas usando Sistemas-L. 

3.2. CARACTERISTICAS DE LOS SJSTEMAS.L 

La diferencia esencial entre las gramaticas de Chomsky y los Sistemas-l estriba en Ia 
manera de aplicar las producciones, en las gram<\ticas de Chomsky Ia aplicaci6n se realiza 
secuencialmenle, es decir una a Ia vez; mientras que. en los Sistemas-Lias producciones son 
aplicadas en paralelo y simultaneamente reemplazando todas las tetras de una palabra dada. 

Los Sistemas-l tienen dos subclases diferentes (35j: 

1.· Los Sistemas-OL. en el cuallos caracleres son reemplazados por cadenas. 

2.· Los Sistemas-oiL, en donde las reglas de sustituci6n son mas complicadas. 
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El Sistema·L que usaremos sera del primer tipo; los Sistemas OL y IL denotan el 
generador de Ia clase de lenguajes libres de contexto y el generador de Ia clase sensitiva al 
contexto respectivamente en los Sistemas·L (lig. 3.2) 

llflnhunJ-l I 
Rcyu • r IL 

Ubrec de ~.,:o1tDto 

SensitiVI"-Contexto 

E1umerablemente Rea.rs iva 

Fag. 3.2 Relaci6n enut clases de lenguajes de Chomsky y las clases de lenguajes generados por los 
Sistemas-L. 

A continuaci6n mostraremos el siguiente recuadro (Rae 3.1) en doncle se muestran 2 de 
los 3 tipos que tienen los Sistemas·L, a manera de ilustraci6n para poder entencler las 
diferencias que hay entre los Sistemas-L 

SISTEMAS·OL SISTEMAS·2L 
N L(N) N L(N) 
0 1 0 1 
1 0 1 0 
2 01 2 11 
3 010 3 00 
4 01001 4 01(1) 
5 01001010 5 111(0) 

Rec. 3.1 

3.3. SISTEMAS·OL 

El caso mas simple de los Sistemas-L son los llamados Sistemas·OL Empezaremos con 
un ejemplo el cual trata de demostrar de manera intuitiva el contenido de Ia idea principal de los 
Sistemas·OL Consldere las cadenas construidas por las tetras (ab)"; con las siguientes reglas de 
reescritura a·> ab y b·> a; el proceso de reescritura empieza con una cadena llamada axioma, 
que este ejemplo sera b. En el primer paso de Ia derivaci6n el axioma b es reemplazado por a 
usando Ia producci6n b ·> a; en el segundo paso a es reemplazada par ab usando Ia regia de 
producci6n a ·> ab; Ia palabra ab consiste de dos tetras, ambas son simuttaneamente 
reemplazadas en el siguiente paso de Ia derivaci6n, de esta manera a es reemplazada por ab y 
b es reemplazado par a y Ia cadena resullante es aba; de una manera similar Ia cadena aba se 
extenclera a abaab y asf sucesivamente (lig. 3.3). 
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a b 
_jl 
' b a 

_j I L 
ab a a b 

_j l Ll_ \ 
a b a ab ab a 

Fig. 3.3 Ejemplo de una derivaci6n en los Sistemas-OL. 

A continuaci6n daremos una definici6n formal de los Sistemas-Ol [35], un Sistema-OL es 
una tripleta ordenada G "' <V. w, P> donde 

V es el alfabeto del sistema. 

w E V + es una palabra no vacfa lla.mada axioma o iniciador. 

P c V x V " es un conjunto finite de producciones. 

el par (a,X) denota una producci6n "(a-->X)", en donde Ia letra a es el predecesor y Ia palabra X 
es el sucesor de esta producci6n. Se supone que para cualquier letra aEV, hay al menos una 
palabra X EV" tal que a ··> X. Si una producci6n no es especiticada explfcitamente para un 
predecesor dado aEV, se dice que Ia producci6n identidad a ·> a pertene<:e al conjunlo de 
producciones P. 

Un Sistema-OL es determinfstico si y solo si para cada aEV, hay exactamente una X E 

v* tal que a -> X. 

A continuaci6n ilustraremos Ia operaci6n de los Sistemas-OL. Este ejemplo es usado 
para simular el desarrollo de un filamento muhicelular encontrado en una bacteria Azui-Gris 
Anabaena Catenula y en varias algas. Los simbolos a y b representan estados citopatol6gicos 
de las celulas; los subindices I y r indican Ia polaridad de Ia celula, especificando Ia posici6n en el 
cuallos hijos de Ia celula de tipo a y b podr3n ser reproducidos, el desarrollo es gobemado por 
las siguientes reglas: 

PI : 3r ->aJ br 

P2 al -> bJ:tr 
P3 : br -> 3r 

P4: bJ -> a1 

A partir de una simple celula ar (el axioma), el sistema de arriba genera Ia siguiente 

secuencia de palabras : 
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a1 a1 bral br 
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el esquema correspondiente de Ia imagen generada por este ejemplo es mostrado en Ia 
fig. 3.4. 

Una nota importante que cabe hacer menci6n de los Sistemas-OL, es que algunos 
Sistemas-OL tienen ciertas propiedades matemiiticas, por ejemplo el de Ia figura 3.4, esta 
relacionado con los nUmeros de Fibonacci, ya que Ia longitud de las palabras generadas por este 
sistema corresponds casualmente a Ia serie de los nUmeros de Fibonacci. 

Fig 3.4. Desarrollo de un fi.lamento (Anabaena Catenula) usando Sistemas-OL 

3.4. MODELOS GRAFICOS DE LOS SISTEMAS-OL 

3.4.1 CURVAS FRACTALES 

Muchos fractales (o al menos aproximaciones finitas) se pueden pensar como una 
secuencia de elementos primitives (lfneas), Ia generaci6n de cadenas por los Sistemas-Ol 
debera de contener Ia informaci6n necesaria acerca de Ia figura geometrica; Ia interpretaci6n 
gnifica que se sigui6 fue Ia basada en Ia notaci6n de Ia tortuga de Logo (fig. 3.5), esta 
interpretaci6n fue originalmente propuesta por Szilard y Quinton [39]. Para este ejempla se lama 
como angulo de rotrac;;:i6;;:n.;;9;;.00.;_ __________ ...., 

a) 

F 
-90° i + 90° 

,~, 

b) 

L~ I 
'""" 

FFF+FF+F+F·F·Ff-F+FFF 

Fig 3.5 a) lnterpretaci6n de Ia Tortuga de los sfmbolos +,­
b) lnterpretaci6n de una grnmAtica. 

Un estado de Ia figura es definida con una tripleta (x,y,a) donde las coordenadas 
cartesianas (x,y) representan Ia posici6n de Ia tortuga yael <ingulo de rotaci6n; dado el tamaiia 
d y a, Ia tortuga puede responder a los siguientes comandos (fig. 3.6). 
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F.- Se mueve hacia adelante una longitud d: el estado de Ia tortuga (x, y, a) 

cambia a (x', y', a') donde x' = x + d cos(a) y y' = y + sin (a), un segmento 

entre los puntas (x , y) y (x' , y') es pintada 
f .- Se mueve hacia adelante una longitud sin pintar una linea 
+.· Gira a Ia derecha un angulo (a) 
• .- Gira a Ia izquierda un angulo (a) 

Hg. 3.6 Comandos que reconoce 1a Tonuga. 

En el siguiente recuadro (Rec. 3.2) se muestra una pequelia parte del c6digo para Ia 

generaci6n de Ia curva de Koch utilizando Gramaticas de Undermayer. 

f• Gramaticas de Lindermayer "/ 

Koch(Depth, Tam) 
tum(90); I* Gira 90 grados •J 
Koch(Depth, Tam): 
tum(90): 

void Koch(int Depth, int Tam) 

rt (Depth == 0 ) 
lord(Tam); r Pinta una linea "/ 

else 
Koch(Depth - 1, Tam): 
tum(90): 
Koch(Depth- 1, Tam): 
tum(90): 
Koch(Depth- 1, Tam): 

EJEMPLOS: 

Rec. 3.2 

A continuaci6n daremos unos ejemplos de los Sistemas-Ol para generar algunos 

fractales. 

a) La Isla CuMirica de Koch {fig 3.7) 
La isla cu3.drica de Koch se obtuvo interpretando Ia cadena generada por el siguiente 

Sistema-OL: 
Primero lo que deberemos de hacer es representar el iniciador de Ia isla cuAdrica de Koch, como 

en este ejemplo el generador es un cuadrado y el angulo de rotacl6n es de 900 entonces 

tenemos: 
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lniciador Comandos 

Enseguida deberemos de representar el generador de Ia isla cu8.drica de Koch por 
medio de los comandos de Ia tortuga de Ia siguiente manera: 

"'\fJ....,. F+F -F-FF+F + F - F 

'"' 
Generador Comandos 

Por lo tanto como el inicia.dor es el axioma en el Sistema-OL y el generador es Ia regia de 
producci6n de este sistema se liene que 

w:F+F+F+F 
p: F ·> F + F • F · FF + F + F • F. 

5=900. 
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b) Curva de Copo de nieve (fig 3.8) 
w: + F 
p: F -> F - F ++ F - F. 
6 ~ 6()0 
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fig 3.8 Curva Copo de Nieve 
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e) Islas y lagos de Mandelbrot (tlg 3.9). 
w : F - F - F - F. 
p: F -> F -I+ FF -F- FF - Ff- FF +f - FF + F 

+ FF + Ff + FFF. 
f ->ffffff. 

0=900 

c::J c::J 
0loo o~ lo c::J 

c::::J c::::J t:J c::::J 

0 CJ c::::J c::::J CJ c::::J 0 0 
D 0 c::::JD D 0 

0[f0lo 0 o 0loo o~lo 0[f0lo 0 o 
0[g_Jjo 0 o 0 o o 0[g_Jjo 0 o o 

o ooo[fDl ooo ooo[fDlo 
0 o 0[g_Jjo 0loo o~lo 0 o 0[g_Jjo 
0 c::::J c::::J Cl 0 c::::J 

OCJ Cl c:::::J Cl Cl D D 
c::J c::::J Cl Cl c:J c::J c::J 

0loo c::J~ I o 

fig 3.9 Islas y Lagos de Mandelbrot 
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d) Cabeza de Fl~ha de Slerpinski (fig 3.10). 
w: YF. 
p :X--> ):F + XF + Y. 

v ·--> XF- YF - X. 
B =-60" 
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fig 3.10 Cabeza de flecha de Sierpinski 
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3.4.2 PLANTAS Y ARBOLES 

En 1968 lindermayer introdujo una notaci6n para Ia representaci6n grcifico-te6rica de los 

arboles usando cadenas con corchetes [36]; Ia molivaci6n fue formalizada describiendo 

estructuras bifurcadas enconlradas en muchas plantas, que van desde las algas hasta los 

.irboles, usando un esqueleto general de los Sistemas-L. 

Posteriormente, Ia interpretaci6n geom6trica de los Sistemas-L que operaba en cadenas 
con corchetes fue introducida con el prop6sito de presentar estructuras rnodeladas e imcigenes 
realistas; una extensi6n de Ia interpretaci6n de Ia tortuga a las cadenas con corchetes y 

Sistemas-Ol se describe a continuaci6n: 

Dos sfmbolos nuevos son interpretados por Ia tortuga: 

1 : Guarda el estado de Ia tortuga en una pila; Ia informaci6n satvada en Ia pila sera Ia posici6n y 

orientaci6n de Ia tortuga. 
1 : Se obtiene un estado de Ia pila y actualiza el estado de Ia tortuga; ninguna lfnea se traza, 
aunque Ia posici6n general de Ia tortuga cambia. 

Un ejemplo de las cadenas con corchetes se muestra en Ia fig 3.11. donde el angulo de 

rotaci6n es de 450 

¥.4 
Flfli>F I-Fi!JFi fli-FI 

Fig. 3.11 lnteJpretaci6n de la tortuga. a cadenas con corchetes 

A continuaci6n se tiene una muestra de estas estructuras incluyendo su definici6n y 
producci6n gratica. 

EJEMPLOS: 

Ejemptos de Sistemas-Ol con corchetes para Ia modelaci6n de plantas. 
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a) Eapinoso (fig 3.12) 

w F 
p . F -> F[+F[F[-F[F 
a= 25 ' 

b) lnvomal (fig 3.13) 

w X 
X -> F-[[ X [+ X[ + 

F[-FX [- X 
F-> FF 

a = 22 • 
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fig 3.12 Espinoso 

fig 3.13 lnvemal 
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e) Arbol A'roo (llg 3.14) 

w F 
P F-> FF+I+F-F-FI-1-F+F+FI 
I!= 22' 

d) Abolo (fig 3.15) 

w s 
S-> 1---GII+++G]FS 
G-l -HI+GIL 
H-> +GI-HIL 
T-> TL 
L-> I+FFFI! - FFFIF 

I!= 18 ' 
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fig 3.14 Arbol At:reo 

fig 3.15 Abeto 
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3.5 VENTAJAS Y DESVENTAJAS DE LOS SISTEMA5-0L 

Las ventajas que nos proporcionan los Sistemas-Ol son muy variadas: 

1.- Son muy sencillas de comprender. 
2.- Proporcionan una manera elegante para generar las clasicas curvas fractales. 

3.- Fue diserlado especialmente para modelar topol6gicamente y geometricamente plantas. en 

particular los patrones de bifurcaci6n de arboles y arbustos. 

4.· El modelado de plantas se acerca mucho a Ia realidad. 
5.- Es necesario proporcionar pocos datos para Ia creaci6n de diferentes tiguras (axioma y reglas 

de producci6n). 
6.- Nose requiere gran cantidad de memoria para almacenar datos. 
7.- Se permite Ia elecci6n de colores. para darte un mayor realismo a Ia figura. 

Las duvantajas que podemos enumerar son: 

1.- los arboles que se generan son sim8tricos. 
2.- Todos los objetos modelados son fijos, no hay variaciones; dicho de otra forma. nose pueden 

obtener diferentes especlmenes de Ia misma espec:ie. 
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CAPITULO 4 

TRIANGULACION Y MOVIMIENTO BROWNIANO 

4.1. METODO DE TRIANGULACION 

El principia sobre el cual se basa este metodo es el mas sencillo de los cuatro metodos 
para generar fractales. 

Por simplicidad se asume que elterreno que cubre es una area triangular; subdividimos 
el tr~ngulo en cuatro pequeflos tri4ngulos por el desplazamiento aleatorio de medio punto de 
cada lado y juntamos los nuevos puntos con tres lfneas rectas. Este desplazamiento aleatoric> 
puede ser hacia arriba o hacia aba)o, dependiendo de una variable aleatoria Gaussiana; por lo 
tantocada triangulo puede serdividido de Ia misma manera [14). 

La cantidad de cada desp£azamiento es determinada por una variable aleatoria 
Gaussiana con media 0 y varianza 1. Este proceso es descrito en Ia figura 4.1 y en el recuadro 
(Aec. 4.1) se muestra parte del c6digo del metodo de Triangulaci6n. 
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a) Tri&nqulo 
Inicial 

c) 2da . I teraci 6n 

b ) lera. Iteraci6n 

d) 3era . Iteraci6n 

Fig. 4.1 Ttcnica de trianguJaci6n. 

41 



f• Metoda de Tria.ngulaci6n ., 

Fh(O) • Gauss( seed) x Scale: r Obtiene el primer pun1o '/ 
Fh(My) • Guass(seed) X Scale: 
sld = Scale • ratio: 
Subdivide(O,My, std); 
Moveg(Fh(O), 0); 
for (i= 0; i <My; i++) 

px1 • Fh(Q 
px2 • Fh(2); 

0raw_L(px1, 2 X 1, px2 X (i+1), 3); 

Rec. 4.1 

MOVIMIENTO BROWNIANO 

Una trayectoria puede ser descrla por una funci6n f:R+ ->R" donde f(t) es Ia pooici6n 

de Ia partrcula en un tiempo t. Podemos estudiar t de dos diferentes puntos de vista, cualqUiet'a 

de estos puntos de Vista puede ser pensado como una trayectoria o camino f([tt ,t2]) = {f(t): 

11 !9:9.2} como un subconjunto de R" con t considetado como un panimetro o puede ser 

conskjerado como una gnifica de f, Ia grMica f • ((l,fO)): 11~). es como un registro de Ia 

variaci6n de t con el tiempo. 

Este estudio se iniciani con una investigaci6n de Ia forma fractal del movtmiento 

Browniano clasico, examinando algunas variantes que han sido usadas para modelar una arffllia 
variedad de fen6menos. 

4.2.1 CARACTERISTICAS DEL MOVIMIENTO BROWNIANO 

El movimiento Browniano en una variable constituye el fractal aleatoric mas simple y es 
Ia base para Ia definici6n en varias variables; el movimiento Browniano es tambien referenciado 
como ·ruido Brown•. 

El movimiento Browniano en una dimensi6n lo detiniremos de Ia stgutente manera: 
Considere una partfcula recorriendo un camino aleatorio en una lfnea, suponiendo pequeflos 

intervalos t de saltos de Ia partfcula a una pequei\a distancia a. aleatoriamente de izquierda a 

derecha . Sf X-t(t) denota Ia posiciOn de una partfcula en un tiempo t, entonces damos Ia 

posici6n X.,(kt) en eltiempo kt, Xt((k+1)+0) es semejante a x.,(kt)+ o 6 X.,(kt)- o, asumiendo 

que una partfcula empieza en eJ origen en un tiempo 0, entonces para t>O, Ia posici6n en un 
tiempo t esta descrita por una variable aleatoria 

( 4.1) 
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donde Y 1, Y 2, .. son variables alealorias independienles, en donde cada una Ilene probabilidad 1/2 

de lomar el valor 1 y probabilidad 1/2 de lomar el valor ·1 . Aqul jil t] denota el entero mas 
grande menor o igual a Vt; normalizando Ia longitud del paso como cS lenemos que 

( 4.2) 

El teorerna del limite central nos dice que para una t fija, sf t es el rncis pequeflo (t=O), 

entonces Ia distribuci6n de Ia variable aleatoria X-r(l) es aproximadamenle normal con media 0 y 

varianza t, ya que las Yj tienen media 0 y varianza 1; de Ia misma manera, si t,h son fijas "'t es 

suficientemente pequena. entonces ~(t+h) - ~(t) es aproXimadamenle nonnal con media 0 y 

varianza h, note que sl 0 ,; t1 ,; t, ....... ~ t,.,. entonees los incrementos X.,(t,) - X.,(t1), X.,(t.J -

~(ti), ...• ><t(~ - ~(~1) son variables aleatorias independientes, definiendo el movirrWento 

browniano como ellfmite del camino aleatorio >yt) cuando t ·> 0. 

Definimos el movimiento Browniano o proceso de Wiener como un proceso aleatorio X 
tal que: 

Q X(O) = 0 y X(t) es una funci6n continua de t. 
iQ Para cualquier OS t y h >0 el incremento X(t+h) - X(t) tiene una distribuci6n normal con media 
0 y varianza h, asf 

P(X(t +h)· X(t) 5 X) • (2!th)"1" J: exp [· u' 12h']du (4.3) 

iiQ si tenernos que 0 9 1SJ, ..... "t,.,. los incrementos X(!,) • X(t1), ., X(t,) · X(t,.,.1) son 

independientes. 

se sigue de Q y ii) que X(t) tiene una distribuci6n Normal con media 0 y varianza t para cada t, 
observe que los incrementos de X son estaticos, esto es X(t+h} - X(t) tienen una distrbuci6n 
independiente de t. 

8 movimiento browniano puede ser construido por medio de los siguientes metodos 
[32): 

1.- Usando aproximaciones aleatorias (4.1), los valores de 1 o -1 son asignados por "el 
lanzamiento de una moneda' hacia Yi para 1:9Sm, donde m es muy grande y ~(t) es pintado 

adecuadamente; sl 't es pequeflo comparado con t, entonces este podrft dar una buena 
aproxlmaci6n a una simple funci6n Browniana. 

2.- El otro m8todo es "El desplazamiento aleatoric> del medio punto', se empieza X(O) = 0 y 
seleccionando X(1) como una variable aleatoria Gaussiana con media 0 y varianza a2. Entonces 

var(X(1) - X(O)) • a" y se espera 

( 4.4) 
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para OS1<t,P1, poniendo X(112) como ol promedio de X(O) y X(1) mas algun desplazamiento 

aleatoric> Gausslano D 1 con media 0 y varianza .6.~ , entonces 

X(112) • X(O) = 1/2 (X(1) • X(O)) + D1 

y asf X(112) - X(O) tienen media 0 y io mismo pasa para X(1) • X(112). 

Siguiendo con el rnetodo se tiene pol' Ia ecuaci6n (4.4) 

var(X(112) • X(O)) = 112 var(X(1) • X(O)) + A: = 112a'! 

porlo tanto 

en el siguiente paso se procade de Ia misma fonna 

X(11<)- X(O) = 112 (X(O) + X(t12)) + 02 

y se observa los incrementos en X, aqul X(112)-X(1M) y X(11<4)-X(O) son Gaussianas oon media 0. 

Por lo tanto Ia varianza de ~ de 02 es 

var(X(11<) • X(O)) = '" var(X(t/2) • X(O)) + ~ • 114a2 

es decir 

~=118<1' 

Continuando con Ia misma idea se tiene entonces que en Ia n-esima etapa se tendni: 

(4.5) 

como Ia varianza del desplazamiento 00 . 

La gn.tfica de una funci6n Browniana es mostrada en Ia fig. 4.2 

X(t(~~ o r 
·10 500 100J 

Fig. 4.2 Gr.Uica de una funci6n Browni.ana. 
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Es Mcil extender Ia definici6n del movimiento Browniano de R a R", definiendo el 

movimiento Browniano en R" de modo que los componentes de las coordenadas son 

movimientos independientes Brownianos en una dimensi6n. Asl X:[O, oo) ·> R" dados por 

X(t)={X1(t),.,><r,(t)) en un movimiento Browniano de n dimensiones en algUn espacio de 

probabilidad si los procesos aleatorios ~(t) estan en un movimiento Browniano de una dimensi6n 

para cada i, y X1(t1) ••• Xn(tn) son independientes para cualquier conjunto de tiempos t1 , ... In; una 

trayectoria de movimientos Brownianos en R2 es mostrado en Ia fig. 4.3 y en el recuadro 4.2 se 

muestra parte del programa. que genera el movimiento Browniano en dos dimensiones. 

1~1 
Fig. 4.3 Una uayectoria Browniana en R 2 

La proyecci6n de X(t) en cada uno de los ejes es un movimiento Browniano de ISIS 

dimensi6n, ademas los ejes no son especiales a este respecto ya que un movimiento Browniano 

den dimensiones es isotr6pico (esto significa que lienen las mismas caracterlsticas en todas Aas 

direcciones). Para checar esto considere por conveniencia el caso del movimiento BrowrUano en 

dos dimensiones X(I)=(X1(t), X,(t)), Ia proyecci6n de X(t) sobre una lineaL~ en un angulo • que 

pasa por el origen es X1(t)eos<p + )(,(l)sincp. Para I> 0 y h > 0 las variables aleatorias X1(t+h) • 

X1(t) y X.~+h) - )(,(!) son independientes y con una distr'buci6n normal con media o y varianla 

h, asllos incrementos de Ia proyecci6n en 4 estan dados por. 

(X1(1+h) - X1(t))eos<p + (X,(I+h) • )(,(l))sincp (4.6) 

donde son normalmente distribuidos con media 0 y varianza hcos~hsin2qr-h; de una ma.nera 

similar, los incrementos de Ia proyecci6n son independientes, aslla proyecci6n X(t) en 4 es un 

movimiento Browniano de una dimensi6n, para todos los 8nguk>s lj>. 

Capltulo4 45 



r Algoritmo para crear el Movimiento Browniano en dos dimensiones '/ 

void Browniana() 
( 

float scale=t000.h::.87,std; 
int pane. My=300; 

scanf("'lod' ,&parte); 
Fh[O) = gauss(parte) ·scale; 
Fh[My) = gauss(O) • scale; 
ratio= pow(2,-h); 
std = scale'ratio; 
subdO/ide(O,My,std); 

void subdivide (int 11 , int 12, float s1d) 
I 

intfmid; 
f loat stdmid: 

lmid = (It + 12)/2; 
n ((I mid != 11) && (I mid '= 12)) 
( 

Fh{fmid[ = (Fh[l1] + Fh[I2JV2.0 + gauss(O) • std; 
stdmid = std'ratio; 

11 1 

subdivide(ft .fmid,stdmid); 
subdivide(fmid,f2,stdmid); 

Rec4.2 

4.3 MOVIMIENTO BROWNIANO FRACCIONAL 

Uno de los mas Utiles modelos matem8ticos para fractales aleatorios encontrados en Ia 
naturateza (tales como montai'las y nubes) ha sido et movimiento Browniano fraccional (IBm) de 
Mandelbrot y Van Ness ([28], [29]), esta es una extensi6n del movimiento Browniano. Casi todas 
las simulaciones de Ia naturaleza con tractates se basan en Ia extensi6n del IBm para 
dimensiones attas (40). 

El movimiento Browniano fraccional es un buen punta de par1ida para el entendimiento 
de difusiones an<\logas y caminos aleatorios en tractates. Unas trayectorias simples de IBm son 
mos!radas en Ia fig. 4.4, VH{Tt) es una simple funci6n dependiente de una sola variable 
t(usualmente eltiempo). En apariencia el movimiento es muy parecido a las montaflas lejanas o 
a una fluctuaci6n de una economfa variable. 

El comportamiento del escalamiento de las diferentes trayectorias de Ia f ig. 4.4 se 
caracteriza por el parametro H el cual se encuentra entre O<H< 1: cuando H es cercano a 0 las 
trayectorias son muy asperas mientras que cuando H tiende a 1 las trayectorias son 

relativamente mas suaves. H relaciona los cambios lfpicos en V, ~V::V(12) V(t 1), para Ia 

diferencia del tiempo ~1::12 ·11 par una ley simple de escalamienlo: 
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(4.8) 

en el movimiento Browniano usual. Ia suma de los incrementos o pasos independientes nos 
llevan a una variaci6n de escalas como las raices cuadradas de los pasos. asi h=t/2 
corresponde a Ia trayectoria del movimiento Browniano. 

,W,}4}iM H-<12. 0•18 

\!>(I) ~Holl5. 0·15 
~H.Q.B. D·1.2 

llVh a t h 

Fig. 4.4 Ejemplos de Movimientos Brownianos Fraccionales 

Un movimiento Browniano fraccional VH(I), es una funci6n simplemente valuada de una 
variable t (usualmente el tiempo), estos incrementos VH(t2) • VH(t1) tienen una distribuci6n 

Gaussiana con varianza 

[ < I VH(t,) • VH(t,) I >' 1 a It, . t, 12" (4.9) 

donde los'<>' denotan los porcentajes sobre muchas muestras VH(I) y el par<i.metro H tiene un 
valor entre 0 < H < 1. tal funci6n es fija e isotropa; estes incrementos de las medias cuadr3ticas 
dependen solamente de Ia diferencia del tiempo ~ • 11 y todos los t's son estadfslicamente 

equivalentes; el valor especial H=112 da un movimiento Browniano con 

(4.10) 

de esta manera el movimiento Browniano; aunque VH(t) es continuo no es diferenciable en 
ninguna parte, Ia derivaci6n del movimiento Browniano normal. H=1/2 corresponcle a una 
Gaussiana no corretacionada (fig 4.5a) 
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•> RuidoBianco 

~ ~ loqS(t) 

"'' b ) 

k 
l/fruido 

~ JogS(!) 

"'' MOY.BT'Cifii!NnooUI2rodo c ) 

"'·~) k ~ 
"'' 

Fig. 4 .5 Muestras de ruidos tfpicos, V(l), las variaciones aleatorias en una cantidad de tiempo. 
a) Ruido Blanco b) 1/fruido. c) Movimiento Browniano. 

Para H > 1/2 hay una correlaci6n positiva para los incrementos de VH(t) y esta es Ia 
derivada del ruido fraccional Gaussiano, para H < 1/2 los incrementos se correlacionan 
negativamente, tales correlaciones se extienden para una longitud arbitraria de tiempos 
escalades y tienen un efecto de apariencia visual de las trayectorias IBm (fig. 4.4.) 

Resumiendo el movimiento Browniano lraccional de fndice cx(O<<x<1) es definido como 

un proceso aleatoric X:[O,oo)->R en algUn espacio de probabilidad tal que: 

i) Con probabilidad 1, X(t) es continuo y X(O): o. 

ii) Para cualquier t > 0 y h > 0 los incrementos X(l+h) · X(t) tienen una distribuci6n normal con 
media 0 y varianza h2Cl, asf que: 

P(X(I+h) • X(t) ~X)= (2•)-10 h-0 s.: exp(-u2 12h2a) du (4.11) 

como se puede ver en Ia definici6n de arrba los incrementos X(l+h) · X(!) son estilticos. No 
obstante las funciones de distribuci6n especificadas por fBm no pueden tener incrementos 

independientes excepto en el caso cuando (X;=1/2, porIa condici6n (ii) E((X(t+h) - X(t))2} = h2Cl , 
para lo cual puede ser mostrado que 

E(X(t) (X(t+h) · X(t))) = 112[(1+h)2" • t2• • h2<X[ (4.12) 

el cual es diferente de cero si + 1/2. 
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CAPITULO 5 

FRACTALES TRIDIMENSIONALES 

5.1 .· SUPERFICIES BROWNIANAS 

Como se explic6 anteriormente en el capitulo 4. el movimiento Browniano puede ser 
extendido a 3 dimensiones para generar Superticies Brownianas [36], esta ampliaci6n es 

bastante simple, ya que tomaremos como base el movimiento Browniano bidimensional. 

El movimiento Browniano bidimensional fue realizado de Ia siguiente manera: 

(X1 , X1(t)) 6 (X1(t) , XJ (5.1) 

en donde Xi es el desplazamiento de Ia gr.ifica y Xi(t) es una variable Gaussiana, de esta manera 

se obtiene una pareja de puntas que pintan para formar Ia grilfica del movimiento Browniano 
bidimensional. 

Continuando con esta idea, extenderemos el movimiento Browniano de 2 dimensiones a 
3 dimensiones, para poder realizar esto necesitaremos agregar una variable mas a (5.1 ), Ia cual 
sera Ia ahura de Ia Superficie Browniana en los puntas x,y; por lo tanto las superficies 

Brownianas son especificadas como: 

(X1 ,X2 ,X1(t)) (5.2) 

donde X1 y X2 es el desplazamiento (x,y) que se data a Ia Superficie Browniana y ~ es una 

variable Gaussiana. La triada de puntos que iremos obleniendo saran afmacenados en un 
archivo, ef cual posteriormente sera usado por el algorilmo que se encuentra en Ia secci6n 3.1 
de este capitulo, para graficar Ia Superficie Browniana que se gener6. 

EJEMPLOS 

A continuaci6n darernos dos ejemplos de Superficies Brownianas. 
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a) Superficie Browniana 1 (fig 5.1) 

Fig5.1 

b) Superficie Browniana 2 (fig. 5.2) 

Fig 5.2 
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5.2. SISTEMAS-OL 

5.2.1.- CURVAS FRACTALES 

La generaci6n de las curvas fractales tridimensionales sera una extensi6n de las curvas 
fractales bidimensionales que fueron explicadas anteriormente en el capitulo 3.4.1; para poder 

realizar las curvas fractales tridimensionales (36], neces~aremos introducir nuevas comandos 

que deberti.n ser interpretados por Ia tortuga (fig. 5.3) los cuales son los siguientes: 

+.- Gira a Ia izquierda un angulo 8 el eje Z. La matriz de rotaci6n es igual a RZ(S). 

-.- Gira a Ia derecha un Sngulo S el eje Z. La matriz de rotaci6n es igual a RZ(-8). 

&.- Gira a Ia derecha un Angulo S el eje Y. La matriz de rotaci6n es igual a RY(S). 

"·· Gira a Ia izquierda un lingula cS el eje Y. La matriz de rotaci6n es igual a RY(-S). 

\.- Gira a Ia derecha un angulo 0 el eje X. l a matrizde rotaci6n es igual a RX(5). 

1.- Gira a Ia izquierda un angulo ~ el eje X. La matriz de rotaci6n es igual a RX(-~). 

~~-Y.JA 
,/ 
~ 

Flg 5.3 Rotaci6n de los ejes de acuerdo a Ia tonuga. 

en donde las matrices de rotaci6n RZ, RY y AX son: 

[ 
COS(o) s in(o) OJ 

RZ(a) - ·sin( a) ~OS(c:d 0 
0 0 1 

[
cos(o) 0 -sinl•l] 

AX(x)• 0 I 0 
sir(a) 0 cos(a) 

RY(o)- r~ co~(•) s~(•)] 
l~ -Sin(o) C=>S(a.) 

una vez introducidos estos comandos, se podran construir las curvas fractales tridimensionales. 
La clave de este miltodo es representar Ia orientaci6n de Ia tortuga en el espacio tridimensional 
por medio de las matrices de rotaci6n RX, RY y RZ. 
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EJEMPLOS 

A continuaci6n daremos un ejemplo ilustrativo de como generar una curva fractal 
tridimensional. El ejemplo que tomaremos como referencia sera el de Ia isla cu<idrica de Koch. 
como se recordara en Ia secci6n 3.4.1 se di6 una especificaci6n de Ia isla cuadrica de Koch 
bidimensional de Ia cual se dedujo lo siguiente: 

w: F+F+F+F 
p: F -·> F + F- F- F F + F + F- F. 

8=90" 

ahora para generar Ia isla cuAdrica de Koch tridimensional, deberemos ir generando pianos (en 
Iugar de lfneas) e ir trasladando et origen de las coordenadas a los puntas que se vayan 
obteniendo; asf que el axioma y las reglas de producci6n de Ia isla cucidrica de Koch son: 

w: & • XS- XS - XS - XS 
p: X·> XS + XS -XS- XSXS + XS + XS- X 

S->F AF "F" F"'F 

8=90" 

Una vez que tenemos estes I res elementos (axiorna, regia de producci6n y angulo), para 
poder graficar Ia isla cucidrica de Koch, deberemos aplicar el axioma y Ia regia de producci6n 
(con el nivel de recursi6n especificado), e ir paralelamente almacenando en un archivo los 
puntos (x,y,z) que se van generando y emplear el algorttmo especificado en Ia Secci6n 3.1. de 
este capitulo. 

La figura resuttanle que se obtuvo al aplicar estos pasos es mostrada en Ia figura 5.4. 
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Fig 5.4 Isla Cu.Adrica de Koch Tridimensional 
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A continuaci6n daremos otros dos ejemplos de curvas tractates tridimensionales 

a) Curva do Hllbort (fig 5.5) 
w : X 
X·> ·YS+XSX+SY 
Y ·> +XS · YSY- SX + 
S -> F" F " F"P"F. 

s' 900 
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b) Curva de Koch Cu1ldruple (fig 5.6) 
w : &+XS+XS +XS+XS 
X ·> XSXS + XS + XS + XS + XSX 
S ·> F"F"F" F" F 

5 ' 900 
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5.2.2. PLANTAS 

La generaci6n de las plantas tridimensionales tiene sus bases en las plantas y arnotes 
bidimensionales explicadas anteriormente en el capftulo 3.4.2. El proceso de generaci6n de las 
plantas lridimensionales es muy similar a las plantas bidimensionales, ya que Ia principal 
diferencia que se tiene entre estas. es que los elementos terminates no van hacer lfneas si no 
que ahora van hacer superficies tales como (hojas, ramas. etc.). par lo tanto podremos generar 
figuras tridimensionales tales como rosas. orqufdeas, etc. 

El proceso de generaci6n de cualquier planta tridimensional consiste de Ires pasos 
fundamentalmente y son: 

Primero. - Definir el conjunto de reglas: axioma y reglas de producci6n que debera de tener Ia 
ptanta. 

Segundo.- Definir los puntos que formaran los elementos terminates de nuestra planta; para 
esto el proceso que se utiliz6 fue el de dibujar el elemento terminal en una hoja milimetrica y 
determinar los puntas que forman a este objeto. 

Tercero.· Aplicar el conjunto de reglas para obtener a Ia planta deseada. 

La graficaci6n de plantas tridimensionales consiste ba.sicamente en ir almacenando en 
un archivo los puntas que se van generando al aplicar el conjunto de reglas y despues ejecutar 
los algoritmos especificados en las secciones 3.1 y 3.2 respectivamente para obtener Ia figura 
deseada. 

EJEMPLOS 

A conlinuaci6n daremos dos ejemplos de plantas tridimensionales: 

1.- El primer ejemplo que daremos sera el de una rosa el cual tuvo como resuHado el siguiente 
conjunto de reglas : 

a) Rosa (fig 5.7) 
w: Rosa 
Rosa-> Tallo+ Petalo + Petalo + Petale+ Petalo 
Tallo ·> FFF + F + F +F. 
P4talo -> Es Ia superficie obtenida en Ia hoja milimetrica. 
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Fig5.7Rosa 
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El segundo ejemplo que se consider6 fue el de una Orquidea el cual arroj6 el siguiente 
conjunto de reglas : 

b) Orqufdoa (fig 5.8) 
w: Orquldea 
Orqu{dea ·> Tallo+ Hoja + Hoja + Hoja + Hoja + Hoja + Hoja 
Tallo -> FF + F + FF. 
Hoja -> Es Ia superficie de Ia hoja que obtuvo en Ia hoja milimetrica. 

Fig 5.8 Orqufdea 
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5.3. ALGORITMOS GENERALES 

5.3.1.· CARACTERISTICAS DEL ALGORITMO DE OCULTAMIENTO DE LINEAS. 

De todas las areas que se lienen en graficaci6n por computadora ninguna de elias ha 

recibido tanta atenci6n como el problema denominado "Ocunamiento de Uneas·. El problema 

del ocultamiento de Uneas es deterrninar cuates aristas de un s61ido son visibles y cuales no son 

visibles vistas desde un punta de observaci6n. 

A principios de los 60's, Robert realiz6 el primer algoritmo de ocultamiento de lfneas. el 

cual resulto ser bastante Iento para dibujar objetos muy simples; posteriormente al trabajo de 

Robert, se inici6 una carrara par desarrollar un algoritmo mas r3pido a este. Oentro de los 

trabajos que podemos mencionar par sus merttos estan el de Ruth Weiss. (Warnock. Watkins y 
Newell), Sproull y Sutherland y Hodgman. 

Con Ia existencia de infinidad de algorttmos de ocultamiento de lfneas i Cual de ellos es 

el mejor ? , Ia respuesta a esta pregunta quiza nunca tenga respuesta, ya que las diferencias que 
existen entre los diferentes algoritmos de ocuttamiento de lfneas vienen de los diferentes 
requerimientos para los que se utilizan, tales como: 

- el algoritmo opera en diferentes clases de mOOelos de escenas. 
- generan diferentes formas de salida. 
- produce im8genes de diferentes complejidades. 

Un algoritmo disef\ado para producir imagenes en tiempo real tiene un objetivo diferente al 
algoritmo diseilado para realizar imagenes de superficies de alta calidad. 

El algoritmo de ocuttamiento de lineas. que se utiliz6 tamara Ia informaci6n de un archivo 

ascc'ii, para dibujar at objeto a panir de un elena punta de observaci6n, dado por el usuario. los 
objetos deberan de ser especificados por media de sus vertices y de sus caras, en donde cada 
cara sera un polfgono de Ia siguiente manera: 

{ Coordenadas } 
X Y Z ) 

No_VMice_1 x1 y1 z1 
No_ VMice_2 x2 y2 z2 
No_ Vertice_n xn yn zn 

{ venice No. 1 y sus coordenadas} 
{ venice No. 2 y sus coordenadas} 
{venice No. n y sus coordenadas} 

Caras: { Palabra Clave que divide a los vertices de las Caras } 

NUmero de VMice NUmero de VMice{Venices que forman Ia Cara No.1} 
NUmero de VMice NUmero de VMice{Venices que forman Ia Cara No.2) 

NUmero de Venice NUmero de VMice{VMices que forman Ia Cara No.n} 

Esta es Ia estructura que debera de guardar el archivo para poder utilizar el algoritmo de 
ocuttamiento de Uneas. las palabras que se encuentran entre parentesis solo son comentarios y 

estos no deberan aparecer en el archive; Ia estructura de este archive impone al algoritmo de 

ocuttamiento de lfneas las siguientes restricciones: 
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1 .• Los nUmeros de los vertices que tormaran las caras deberan de ser especificadas en sentido 
contrario a las manecillas del reloj con respecto at punta de vista del observador. 
2.· Si una cara tiene agu1eros se introducirfm aristas artificiales (fig. 5.9) 
3.· Los primeros 3 vertices de una cara deberan de formar un cingula convexo. 

liD' 
1 

1234·5876 

Fig. 5.9AristaArtificial 

Antes de utilizar el algoritmo de ocultamiento de lfneas. explicaremos brevemente los 
pasos previos que se realizan para utilizar dicho algoritmo. 

Ya que se liene el nombre del archive en donde se encuentra Ia informaciOn del objeto a dibujar; 
los vertices del objeto se iran almacenando en el arreglo VERTEX, finalizado este paso se 
procedera a leer las caras que forman a dicho objeto, cada cara que sea leida se ira dividiendo 
en triangulos y estos seran almacenados en el registro TRIANGLE el cual tienen los siguientes 
campos: 

a1 , b1 , c1 : NUmero de los vertices que forman el tri8.ngulo. 
a,b,c,h : Coeficientes de Ia Ecuaci6n del plano que pasa por ese tri8.ngulo. 

Un paso importante que deberemos de tener en cuenta antes de almacenar eltriangulo, 
es saber sf es una cara oculla o no, ya que en caso de serlo este tri8.ngulo no sera almacenado, 
Ia manera para determinar si una cara es oculta o no es mediante Ia observaci6n de Ia 
orientaci6n de sus vertices. si Ia orientaci6n de los vertices vista desde et punta de observaci6n 
esta en el sentido de las manecillas del reloj decimos que Ia cara es oculla. 

Un detalle importante que hay que mencionar es el que se realiza en el arreglo VERTEX, 
ya que para cada vertice se tendra un campo Jlamado CONEXION, el cual nos dira con que otros 
vertices forman segmentos: esto se hizo con Ia idea de evitar redundancias. ya que si por 
ejemplo tenemos un vertice i que forma un segmento con el vertice j, no deberemos de tener en 
este mismo arreglo el vertice j que forme un segmento con el vertice i. 

Una vez que se hallan realizado estos procesos previos, se procedera a dibujar al objeto 
el cual se realizara de Ia siguiente manera: Para cada vertice, se loman los vertices que estan 
conectados a el para ir formando segmentos que se iran dibujando si estos son visibles, para 
determinar si un segmento es visible (o parte de el) se aplicara et atgoritmo de ocultamiento de 
llneas que sera expticado a continuaci6n . 
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5.3.1.1.- ALGORITMO DE OCUL T AMIENTO DE LINEAS 

Como recordaremos anteriormente, cada cara del objeto sera dividido en tricingulos con 
vertices A,B,C. La tarea principal de este algoritmo es investigar sf el triangulo A,B.C oculta 
parcial o totalmente al segmento PO. 

Desde un punta de Observaci6n E, se dice que el tric\ngulo ABC ocu~a a A si el 
segmento ER intersects al triangulo ABC en un punta interior, tanto al tricingulo como al 
segmento y el tri<ingulo ABC no oculta a A si R es un punta interior de ABC. 

Este algoritmo lo que realiza primero es Ia construcci6n de un objeto llamado "Pircimide• 
que sera formado por el punta de observaci6n E cuyos pianos pasan a traves de los lados AB, 
BC y CA del trtangulo (fig. 5.10). La Pir<imide servir<i para ilustrar las pruebas de visibilidad de 
un segmento con respecto a un tri.ingulo; todos los puntas que estl!n enfrente del tri.ingulo o 
Iuera de Ia Piramide son visibles con respecto al triangulo y cualquier punto en Ia Piramide que 
se encuentre atras del triangulo es invisible. 

Q 

'~ 
p 

LAPIRAMIDE 

Fig 5.10LaPir:!.mide. 

La complejidad del algoritmo radica en el gran nUmero de casos que se tienen que tratar. 
El algoritmo de ocuhamiento de lfneas realiza las siguientes pruebas: 

Prueba 1 
Si ambos puntos P y Q caen antes o en el plano ABC (no detras de este) , entonces PO 

es visible (fig. 5.11), Esto sucede cuando: 

n*EP~hyn*EQ~ h 

donde n =[a be j. 
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Prueba 2 
Si Ia linea PO cae fuera de Ia pir<lmide. PO es visible (fig. 5.12). 

Fig 5.12 

Prueba 3 
Ahora calcularemos las intersecciones de Ia lfnea PO con los pianos EAB, EBC, EAC 

(fig. 5.13). Si PO esta mas alia con respecto a un mismo lado del tri8ngulo o si uno de ellos esta 
mas alia de un lado y el otro esta sobre el mismo lado, decimos que PO esta fuera del triangulo y 
por lo tanto PO es visible. 

Fig5.13 

Prueba 4 
SiP y a estan fuera de Ia pir3mide (y las pruebas anteriores han fallado) . y PO cae atras 

del tri8ngulo entonces noes visible (fig. 5.14) 

c 

~ 
A B 

Fig 5.14 

Prueba 5 
Si un punto I, donde PO intersecta a Ia pir<imide, cae enfrente del triangulo, entonces PO 

es visible (fig. 5.15) 
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p 
Fig5.15 

Prueba 6 
Si las pruebas anteriores fallaron, significa que PO intersecta a Ia pir3mide atras del 

triangulo. En esta prueba se calculan los puntas de intersecci6n I,J (fig 5.4), IJ es invisible y 
ademas si: 
Si Pesta fuera de Ia pir8.mide o atras del plano ABC, PIes visible. 
Si Q esta fuera de Ia pirB.mide o atras del plano ABC, JQ es visible. 
Si P y Q caen fuera de Ia pir.imide, entonces los puntas I,J coinciden (fig. 5.16). 

A 

Ftg5.16 

5.3.2.- ILUMINACION 

El realismo de las imcigenes en tercera dimensi6n depende de Ia simulaci6n efectiva de 
los efectos de iluminaci6n, Ia iluminaci6n es usada para calcular Ia intensidad y los colores que 
posee Ia superticie. Con esto mejoraremos Ia calidad de Ia imagen pero no esperamos que se 
pueda desplegar el objelo exactamente como aparece en Ia realidad, to que se desea es que Ia 
imagen de una apariencia de realismo. Par lo tanto Ia calidad de Ia imagen depende 
directamente de Ia efectividad del algorilmo de iluminaci6n, el cual esta directamente relacionado 
al metodo para modelar el objeto. 

La iluminaci6n tiene dos principales elementos que son las propiedades de Ia superficie y 
las propiedades de Ia iluminaci6n que caen en esta, Ia propiedad principal de una superficie es Ia 
refractancia Ia cual determinada Ia cantidad de luz que es reflejada. Si una superficie tiene 
diferentes refractancias de luz en diferentes ondas esta sera coloreada. Si una superficie es 
texturizada o liene un patr6n de pintado en esta, Ia refractancia podra variar con Ia posici6n de Ia 
superficie. Otro propiedad de Ia superficie que juega un papel importante en Ja iluminaci6n es Ia 
transparencia (una superficie que permile alguna luz que es transmilida atras de esta). En Ia 
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iluminaci6n de los objetos es muy importante las propiedades de Ia superticie para calcular Ia 
intensidad. 

Debido a Ia limitante que se tiene en las PC's Ia iluminaci6n que se realiz6 sobre los 
objetos tractates fue Ia mas simple, ya que no se consider6 Ia transparenc1a: el algoritmo usado 
para Ia iluminaci6n lleva acabo los siguientes pasos: 

1.- Definir el coeficiente de iluminaci6n. 
2.- Calcular el vector Normal de Ia superticie a iluminar. 
3.- Obtener el coseno theta, el cual se encuentra entre el Vector Normal de Ia superticie y Ia luz 
de incidencia que cae sobre esta superticie (fig. 5. t 7). 

Fig5.17 

esta relaci6n del coseno es conocida en Ia 6ptica como Ia ley del coseno y nos permite calcular 
Ia iluminaci6n Sp para cualquier superticie p: 

Sp = Cp ·cos( Vector Normal de PI La luz de lncidencia) 

Esta iluminaci6n ofrece una muy pobre aproximaci6n al efecto Hsico real perc tiene Ia 
ventaja de que es muy sencilla de calcular y Ia velocidad de iluminaci6n es muy r8pida. 
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CAPITULO 6 

EDITOR DE PAISAJES 

6.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA 

Uno de los grandes problemas que se presentan en Ia mayorfa de los ec:lrtores grcificos. 
es Ia imposibilidad de generar figuras naturales tales como arboles. montarlas. nubes. rfos etc.: 
ya que estos objetos no pueden ser especificados por Ia geometrfa Euclidiana y hay muchos 
problemas para poderlos dibu}ar. 

Una altemativa para poder dibujar este tipo de figuras serla Ia de ir pintanto punta a 
punta Ia silueta de estes objetos; como se puede percibir esta serla una mala soluci6n. ya que Ia 
canlidad de datos que tendrfamos que almacenar para cada uno de ellos seria bastante grande 
y el tiempo de graficaci6n de cada una de estas figuras seria bastante Iento, por lo tanto esta 
altemativa estarfa bastante restringida. 

Otra altemaliva para poder graficar estas figuras es Ia que ofrecen los fractales (Ia fonna 
natural de dibujar objetos de Ia naturaleza), ya que con transfonnaciones afines (IFS), reglas de 
producci6n (gramaticas de Lindermayer) y movimiento Browniano se pueden representar 
arboles, montaflas, rfos, nubes, etc. 

Podemos decir que esta lfnea representa un buen camino para dibujar estos objetos 
naturales ya que su especificaci6n es muy simple, sencilla y Ia cantidad de informaci6n 
atmacenada es muy pequefla comparado con cualquier otro metoda que se puede utilizar para Ia 
generaci6n de estos objetos. 

6.2 EDITOR DE PAISAJES 

6.2.1 OESCRIPCION GENERAL 

El editor de paisajes fu(l disei'lado para operar con Ia t(lcnica famosa del pintor. Esta 
t(lcnica basicamente nos dice que los objetos mas lejanos se tendrcin que pintar primero y luego 
los objetos mas cercanos y asf sucesivamente hasta llegar a los objetos mas cercanos. 

El editor de paisajes no ocupa toda Ia pantalla ya que el modo gratico en el que se esta 
ejecutando, no permite mas de una pagina a Ia vez, lo que representa un gran problema ya que 
si ocuparamos toda Ia pantalla, los menlies de dic\logo, de color y de elecci6n se tendrian que 
salvar en un archive auxiliar, lo cual retardarfa Ia velocidad del editor, debido a los accesos a 
disco que se tendrcin que hacer para manejar los diversos menUes que presenta el editor de 
paisajes. 

Otro problema que se presenta con este lipo de implementaci6n de ventanas es el de los 
objetos (cirboles, montaflas, nubes, etc.), ya que estos puden salirse de Ia ventana de edici6n. 
Este problema se resolvi6 hacienda un recorte sabre Ia ventana de edici6n antes de pintar 
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cualquier objeto, to cual nos asegura que el pintado de cualquier objeto no se saldr<i de Ia 
ventana de edici6n. 

Et ed~or de paisajes fue hecho de modo interactive con el usuario. para que este pueda 
ed~ar con toda libertad el paisaje que desee 

El editor de paisajes consta de cuatro ventanas como se muestra en Ja fig. 6.1 . 

D 
G 
G 

1.- Ventana del MenU Principal. 
2.- Ventana de Di8Jogos. 
3.- Ventana de Colores. 
4.- Ventana de Edici6n. 

Hg. 6.1 Panorama general del editor de paisajes. 

1.- Ventana del ManU Principal 
En esta ventana se manejan las opciones que tiene el editor de paisajes pianos: ademas 

del menU principal existen varies submenUes que nos permiten elegir los objetos que deseamos 
generar. 

Un esquema jerarquico de todos los menUes y submenUes es mostrado en Ia f ig. 6.2 
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I NEW EDIT UNDO SAVE LOAD HELP QUIT I 
! r 

lows RIVIR MOUNT 

I 
SKV STAR TREE 

~ ""' 

Fig. 6.2 Panorama jer3rquico de las opciones del editor 

2.- Ventana de Diiilogos 
La ventana de di81ogos es el Iugar donde se reallza Ia interacci6n del usuario con el 

editor, se proporcionan los parametros (tamafto, angulo, anchura, etc.) para Ia creaci6n de los 
objetos fractales. 

3.- Ventana de Colores 
La ventana de colores nos permite seleccionar los colores que deseamos que tengan los 

objetos que generamos. 

4.- Ventana de Edici6n 
La ventana de edici6n, es el area destinada a Ia edici6n de los paisajes. 

6.2.2 MENU PRINCIPAL 

El editor de paisajes tiene el siguiente menU principal: 

AI inicio siempre. el manejador del menU se posicionara en NEW. Una caracterfstica 
importante de este menU es Ia condicionalidad de sus opciones, es decir el mane)ador del menU 
no permitir8 elegir una opci6n determinada (SAVE, EDIT, UNDO) si previamente no se ha 
elegido alguna opci6n diferente a estas (a excepci6n de HELP). 

AI inicio s61o podemos elegir una de las siguientes cuatro opciones: 
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ninguna otra opci6n podr8 ser elegida, esto es con el ffn de proteger al sistema de posibles 
errores del usuario. para poder tener acceso a las demB.s opciones del menU se tendrB. que 
seteccionar una de las siguiantes opcionas: 

A continuaci6n daremos una descripci6n detallada del menU principal: 

NEW 
La opci6n NEW nos parmite realizar las siguientas !areas: 

a) Limpiar Ia ventana de edici6n para iniciar Ia edici6n de un nuevo paisaje. 
b) Seleccionar el color de Ia paleta que se desee. 

Nota: 
Se recomienda al usuario que el color de Ia paleta no sea de color cafe. ya que este 

color se utiliza en la generaci6n de B.rboles (Tronco). 

EDIT 
La opci6n EDIT es Ia parte mas importante del sistema. ya que nos permlte dibujar los 

diferentes tractates con que cuenta el sistema. 

LOAD 
La opci6n LOAD nos permite cargar un paisaje previamente salvado, para continuar con 

su elaboraci6n. Si el nombre del archive no se encuentra en el directorio corriente se mandarB. 
un mensaje de error. 

SAVE 
La opci6n SAVE nos permite salvar el paisaje que se gener6 y almacenarlo en un 

archive. Si el nombre del archivo existe, este sera reescrito con el paisaje corriente. por Ia tanto 
se recomienda que el nombre del archive que se proporcione no exista en el directorio corriente. 

UNDO 
La opci6n UNDO nos permite borrar el Uhimo objeto que se gener6 en el editor de 

paisajes, esta es una buena herramienta ya que si et objeto que se gener6 no corresponde con 
to que se pens6 este puede ser borrado. 

Nota: 
La opci6n UNDO queda inhabilitada cuando se desea borrar im8genes (paisajes) 

consecutivas. 

HELP 
La opci6n HELP nos proporciona informaciOn general para el manejo del sistema. 
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QUIT 
La opci6n QUIT nos permite satir al sistema operativo. salvando Ia imagen del paisaje 

que se realiz6 en el archive FILE_1 . 

6.2.3. OESCRIPCIQN DE LOS OBJETOS FRACTALES 

A continuad6n se dara una descripci6n resumida de Ia manera de como se genera cada 
uno de los objetos fractales con los que cuenta el editor de paisajes. 

GRASS(PASTO) 
~ 

Gramaticas de Undermayer. 
~ 

Esta gramcilica es muy sencilla ya que solo consiste en ir pintando llneas con diferentes 
angulos. La zona de pintado del pasta quedara detenninada por Ia ventana definida por et 
usuario y el color del pasta tambien sera eligido por el usuario. 

RIVER (RIO) 
~ 

Movimiento Browniano. 
~ 

Se proporciona un nUmero entero con el cual se generara Ia secuencia Browniana. esta 
secuencia Browniana quedar8 almacenada en un arreglo de tipo real; el !amana del rfo 
Browniano quedara determinado por : 
a) La ventana definida. 
b) El ancho del rfo. 

La tecnica para simular el rio Browniano consiste de Ires aspectos: 

a) Se pinta Ia trayectoria que determin6 el movimiento Browniano. 
b) Se pinta Ia misma trayectoria Browniana pero sumando el ancho que se le proporcion6. 
c) Se rellenarA Ia parte delimilada por las dos trayectorias Brownianas con el color elegido. 

MOUNT (MONTANA) 

BROWNIAN (MONTANA BROWNIANA) 

~ 
Movimiento Browniano. 

~ 
La montana Browniana fue realizada de Ia siguiente manera. 

Se proporciona un nUmero entero con el cual se generarA Ia secuencia Browniana, esta 
secuencia quedara almacenada en un arreglo de lipo real, el tamano de Ia montana browniana 
quedara determinada por: 
a) La ventana definida. 
b) El ancho de Ia montana. 

La t9cnica para simular Ia montana Browniana es: 
a) Se pinta Ia trayectoria que determin6 el movimiento Browniano. 
b) Se pinta Ia misma trayectoria Browniana pero sumandole el ancho que se proporcion6. 
c) Se rellenara Ia parte delimilada por estas dos trayectorias Brownianas con el color que se 
proporcion6. 
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Esta tecnica es muy r<ipida y sencilla, nada mas que esta no presenta grandes detalles 
de las montaflas, por 1o tanto esta tecnica es muy recomendable para las montaflas que se 
encuentran alejadas del paisaje. 

TRIANGLE (MONTANA POR TRIANGULACION) 

~ 
Triangutaci6n. 
~ 

Esta montafla se realiza con Ia tecnica de triangulaci6n descrita anterionnente, este tipo 
de montaflas presentan mas detalles que las montaflas Brownianas, par lo tanto este tipo de 
montaflas se recomienda para montaflas que no esten muy alejadas del paisaje. Eltruco para 
simular esta montana es Ia mezcla de colores, ya que da una apariencia de fragmentaci6n: el 
nUmero de colores que se pueden combinar son tres y el tamaflo de Ia montana quedara 
determinado por los Ires vertices que se proporcionen. 

ROCK (PIEDRA POR TRIANGULACION) 

~ 
Triangulaci6n. 
~ 

La piedra se realiza de Ia misma manera que Ia montana par triangulaci6n, con Ia 
excepci6n de que se proporcionan cuatro vertices para fonnar Ia piedra y no tres vertices como 
en el caso de Ia montana por triangulaci6n. 

SKY(C!ELO) 

~ 
Auxitiar, no Fractal (Euclidiana). 

~ 
Esta t8cnica se realiz6 con Ia idea de simular las estrellas que estan muy distantes. El 

color de las estrellas (puntas) es siempre de color blanco, el pintado de las estrellas se realiza de 
manera aleatoria en toda Ia pantalla, por lo cual se realiza un recorte de los puntas que queden 
fuera de Ia ventana de edici6n. 

STAR 

PLANET (PLANET A) 
~ 

Auxiliar. no Fractai(Euclidiana). 

~ 
El planeta tue hecho de Ia siguiente manera: 

1.- Se pinta una circunferencia de acuerdo al radio que se proporcion6. 
2.- Se rellena el interior de Ia circunferencia con el color que se eligi6. 
3.- El centro de Ia circunferencia quedara determinado par el punta inicial que se proporcion6. 

Un detalle importante es que el color que se elige para el rellenado de Ia circunferencia deber<i 
(recomendable) ser diferente al color del fonda; ya que si no. se rellenara toda Ia ventana del 
editor de paisajes. 
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MOON (LUNA) 
~ 

Auxiliar, no Fractai(Euclidiana). 
~ 

Su descripci6n es Ia misma que se di6 en PLANET A, con el Unico cambia de que el 
rellenado siempre se hara de color blanco. 

STAR (ESTRELLA) 
Tlknica: 

Gramaticas de Lindermayer. 
~ 

Esta estrella, es en realidad una curva fractal llamada curva de von Koch de nivel uno. el 
rellenado de Ia estrella siempre sera de color blanco y el centro de Ia estrella es determinad6 par 
Ia posici6n(START) que se proporcione. 

CITY (CIUDAD) 
llini<ol; 

Auxiliar. no Fractai(Euclidiana). 
~ 

La ciudad se realiz6 de Ia siguiente manera: 

1.- Se pintan puntos horizontales con un incremento entre cada punta de trace unidades, desde 
el inicio de Ia ventana (x's) hasta llegar alii mite de Ia ventana. 
2.- Se pintan puntas venicates con un incremento entre cada punta de trace unidades, desde el 
inicio de Ia ventana (y's) hasta llegar all/mite de Ia ventana. 
3.- Se pintan aleatoriamente mil puntas en Ia ventana definida. 

el efecto de Ia ciudad se hizo con Ia idea de simular una ciudad vista desde una distancia Jejana 
y a una cierta altura. 

FILL (RELLENADO) 
recnica· 

Auxiliar, no Fractal(Euclidiana). 
~ 

El rellenado es una tecnica que se reatiza de Ia siguiente manera: 

1.- Se eligen los If mites del rellenado. 
2.- El rellenado sera del color que se eliga. 

La tecnica del rellenado se hizo con Ia idea de simular llanuras. mares, etc.; el rellenado 
sera en toda Ia ventana que se determin6. 

THUNDER (RA YO) 
Tlknica· 

Movimiento Browniano. 
~ 

El rayo tue hecho par media del movimiento Browniano asl como las ramificaciones que 
aparecen en el rayo. 

Se proporciona un nUmero con el cual se genera Ia secuencia Browniana. esta 
secuencia quedara almacenada en un arreglo de tipo real: el tamaflo del rayo Browniano 
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quedara determinada par el ventana definida. La simulaci6n del rayo se realizan de Ia siguiente 
manera: 

1.- Se pinta Ia trayectoria que determin6 Ia secuencia Browniana. 
2.- En cada paso del pintado de Ia trayectoria brown1ana. se genera un nUmero aleatoric. si este 
nUmero aleatoric es menor que 5,000 se pintara una ramificaci6n del rayo de tamano tambien 
aleatoric. 

TREE (ARBOL) 

GRAFT ALES 
~ 

Sistema-1l de Undermayer. 

~ 
Los Graftales son una tecnica muy parecida a las gramalicas de Undermayer. con Ia 

particularidad de que las reglas de producci6n se especifican de modo interactive y ademas 
lienen una cola de crecimiento. las producciones hechas par los Graflales quedar<in 
almacenadas en un arreglo de tipa caracter. El nUmero de generaci6n de Grattales se reslingi6 
par el hecho de que Ia cadena que se va generando crece muy r8pidamente: si esto liega a 
ocurrir se cortara ta generaci6n de Graflales (15,000 elementos). 

GRAMMAR (GRAMA TICAS DE LINDERMA YER) 
~ 

Grarrn\ticas de Undennayer. 

~ 
Los arboles que se pueden generar usando Gl son de 8 tipos distintos: 

1.- Tree (Arbol). 
2.- Hemlock (Abeto). 
3.- Tree~A (Arbol aereo). 
4.· Tree~Sr (Arbol sin ramas). 
5.- Cactus (Cactus). 
6.- Thorny (Espinosa). 
7.- leafy (Frondoso). 
8.- Winter (lnvemal). 

La te<:nica es Ia misma que se explic6 en capltulos anteriores Algunas caracterfsticas 
importantes de estes arboles son: 

1.· Ei color deltronco(Cafe) de casi todos los arboles esta ya definido, ya que el color deltronco 
de lodes tos arboles es cafe. 
2.- El color de las ramas es el (tnico que puede ser elegido. 
3.- La posici6n del art>ol quedara determinado par Ia vent ana que se defini6. 

IFS (Sistemas de Funciones Iteradas) 
~ 

Sistemas de Funciones lteradas. 
Descripci6n: 

Los diferentes tipos de arboles que se pueden generar usando IFS son 7: 

1.- Tree~F (Arbol Fractal). 
2.· Fern (Helecho). 
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3.- Leaf_A (Hoja de otoiio). 
4 - Leaf (Hoja). 
5.- Branch (Rama). 
6.- Tree (Arbol). 
7.- Pine (Pino). 

La te<:nica usada es Ia misma presentada en capftulos anteriores. teniendo como 
particularidades los siguientes puntas: 
1. El color del tronco es de color cafl1 como en el caso de las GL. 
2.- El color que se puede variar es el color de las ramas del Brbol. 
3.- El tamaiio del Brbol quedara determinado par eltamaflo de Ia ventana que se proporcion6. 
4.- El nUmero de iteraciones es de 9,000. 

CLOUDS (NUBES) 
~ 

Sistemas de Funciones lteradas. 
~ 

Esta tecnica es Ia misma que se describi6 en capftulos anteriores y fu8 utilizada para los 
Ires tipos de nubes: 
a)Cirrus. 
b)Estratus. 
c)Cumulus. 

El nUmero de iteraciones para generar las nubes es de 9,000 y el tamano de Ia nube 
esta determinado par Ia ventana definida. 

6.2.4 RUTINAS ESPECIALIZADAS 

6.2.4. 1 .• MANEJADOR 

El editor de paisajes cuenta con un manejador de menUes y submenUes, el cual 
responde a las siguientes teclas: 

"t •• Se mueve a Ia siguiente opci6n del menU que se encuentra arriba. 
J. .• Se mueve a Ia siguiente opci6n del menU que se encuentra abajo. 
<Enter> .· Ejecuta Ia opci6n del menU que se eligi6. 
<Esc>.· Regresa al menu o submenU previa. 

6.2.4.2.- BORRADO 

El sistema cuenta con una opci6n UNDO Ia cual nos permite borrar el UHimo objeto que 
se dibujO en el editor de paisajes; esto se hizo con elfin de que si el objeto que se dibuj6 (UHimo) 
no correspande al objeto que se desea. este puede ser borrado y de esta manera no volver a 
repelir todo el dibuj6 que antes ya se habfa creado. 

Para poder realizar este UNDO, el sistema cuenta con des archives auxiliares llamados 
FILE_ t , FILE_2, que es dollde se almacenan las im8genes del editor. El salvado de Ia pantalla 
se realiza automtlticamente y lo hace de Ia siguiente manera: 
t.- Antes de salvar el paisaje con el UHimo objet a que se dibuj6, se procedera a hacer una co pia 
del archive FILE_1 al archive FILE_2; esto se hara par media de una funci6n de Ia biblioteca de 
Turbo C que nos permite ejecutar un comando de MS-DOS. 
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2.· Se limpia todo el exterior de Ia ventana del editor: con elfin de salvar solo Ia informaciOn que 
se encuentra dentro de Ia ventana del editor de paisajes. 

3.- Se salvara toda Ia pantalla con sus respectivos atributos, es decir Ia informaciOn de cada 
pixel se ira almacenando en el archivo. 

6.2.4.3.- GRAFICACION 

El sistema cuenta con una serie de rutinas basicas para Ia graficaci6n de los objetos 
tractates y no tractates, estas rutinas proporcionan una herramienta eficaz para Ia graficaci6n y 
son: 

OPENGRAPH 
Parametres de Entrada: Ninguno. 
Parametros de Salida: Ninguno. 
Descripci6n: 

Rutina que inicializa el modo grB.fico. 

DRAWG 
ParB.metros de Entrada: X. Y 
ParB.metros de Salida: Ninguno. 
Descripci6n: 

Rutina que pinta una linea desde Ia posici6n del cursor a las coordenadas (X, Y) que se le 
preporcion6. 

MOVEG 
Parametros de Entrada: X, Y 
Parametres de Salida: Ninguno. 
Descripci6n: 

Mueve el cursor a Ia posici6n (X, Y) que se le indica 

SCALE 
Parc\metros de Entrada: Xmin, Xrnax, Ymin. Yrnax. 
Parametros de Salida: Ninguno. 
Descripci6n: 

Pone los valores mB.ximos y mlnimos de X. Y de acuerdo a los valores que se le 
proporcione: estos valores son usados en las rutinas Drawg y Moveg. 

LOCATE 
Parametros de Entrada: x1 , y1 , x2, y2. 
Parametros de Salida: Ninguno. 
Descripci6n: 

Define Ia ventana en donde se graficara. 

FRAME 
Parametros de Entrada: Ninguno. 
Paramelros de Salida: Ninguno. 
Oescripci6n: 

Pinta Ia ventana en donde se esta graficando. 
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6.3.- EJEMPLOS 

A continuaci6n se presentan los siguientes 2 ejamptos de paisajes que tueron realizados 
con et editor de paisajes. 
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CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS 

CONCLUSIONES 

Las conclusiones que he obtenido al finatizar esta tesis son las siguientes: 

1. Cuando el tipo de tractates que se desea obtener, no se tiene una idea clara de como 

contruirlo, Ia tecnica que recomendaria usar es IFS, ya que esta t9cnica nos proporciona una 
intertaz para el diseflo de tractates (mlltodo del Collage). 

2.· Cuando se requiere generar tractates del l ipo arboles, flares, etc., Ia t8cnica que major se 

adapta a este tipo es Ia gramatica de lindermayer. 

3.- Et movimiento Browniano es Ia tecnica ideal para Ia generaci6n de montaflas y rocas, ya que 

su fundamentaci6n te6rica se acopla ideatmente a Ia apariencia de una montana o roca , to 

mismo sucede con Ia tecnica de Triangulaci6n. 

4.- Para poder generar tractates de muy alta calidad (iluminaci6n. texturaci6n. etc.) se requiere 

estaciones de trabajo minimamente, tales como SUN, HP, DEC, etc. 

5.- Los Fractales son Ia manera mas eficiente y c6moda de dibujar los objetos de Ia naturaleza 

tales como arboles, nubes. rfos, montaflas, etc. 

6.- El editor de paisajes, sienta las bases para Ia creaci6n de escenarios de alta calidad, ya sea 

para pelfculas o para comerciales. 

7.- La explotaci6n de los fractales, en algunos areas como Exploraci6n Petrolera, MUsica, 

medicina, etc., se encuentra en sus inicios, perc con perspectivas bastante alentadoras, en 

donde quiza dentro de algunos aflos podramos observar sus resultados. 

PERSPECTIVAS 

Serfa bastante apropiado implementar al editor de paisajes las siguientes innovaciones: 

1 .• Poder realizar animaci6n en cada uno de los objetos que se tiene en el editor. 

2.- Aumentar el nUmero de objetos que puedan ser seleccionados en el editor de paisajes. 

3 .• Afladir a los objetos iluminaci6n y texturizaci6n para darle una apariencia mas real. 

4.- Aumentarle una opci6n de lectura de objetos ajenos aJ editor tales como: casas. autom6viles. 

aviones, personas. animates. etc. 
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5.· La creaci6n de los Fractales tridimensionales sienta las bases para Ia creaci6n de un editor 
de paisajes tridimensional. 

Par lo que respecta al editor de Fraelales podrian implementarse las siguientes 
innovaciones: 

1.- Tener las posibilidad de cambiar las transformaciones de los objet as e ir dibujando al objet a 
que se va generando. 

2.- Que las transformaciones no solo sean cuadrados fijos si no que se puedan modificar. 
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APENDICE 

A.1 MANUAL DE USUARIO DEL EDITOR DE FRACTALES 

Los programas requeridos para Ia ejecuci6n del editor de fractales son: 

1.· EDI_FRA.EXE 
2.·LIIT.CHR 
3.· EGAVGA.BGI 

El equipo mfnimo que se requiere para poder ejecutar MenU es: 

1.- Una microcomputadora 8086 con monitor monocromcitico. 
2.- 512k de memoria principal. 
3.- Un disco flexible de 370K. 

A conlinuaci6n daremos una descripci6n breve de lo que puede considerarse un manual 
de usuario a !raves del siguiente ejemplo. 

Supongamos que deseados obtener los c6digos de las transformaciones afines del triangulo de 
Sierpinski: 

Ordene al sistema operative que ejecute EDI_FRA como se muestra a continuaci6n: 

C> EDI_FRA <Enter> 

Aparecera a continuaci6n el menU principal 

EDIT J SIMlA _l SAVE EXEC QUIT 
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con las tlechas ( ~ • ~ ) seleccione Ia opci6n EDIT y presione <Enter>, en ta ventana de 
dialogo responda con et mimero 3 a Ia siguiente pregunta: 

a) • Edges(3-20)' 3. 

despues de esta pregunta aparecera el siguiente mensate en Ia ventana de dialogo 

X Y Mark Edges 1 

I 

con las teclas (<Home>, <End>, <Pg Up>, <Pg On>) y las ftechas ( ~ ' ~ ' l •! ) posicione 
et cursor (X) en las siguientes coordenadas: 

y oprima <Enter>. 

lnmediatamente despues de presionar <Enter> se desplegara el siguiente letrero en Ia 
ventana de dicUogo: 

Mark Edges 2 

con las teclas (<Home>, <End>, <Pg Up>, <Pg On>) y las flechas ( ~' ~ ' l •! ) posicione 
el cursor (X) en las siguientes coordenadas: 

y presione <Enter>. 

Despues de presionar <Enter> se mostrara el siguiente letrero en Ia ventana de dialogo 

X Y Mark Edges 3 

I 

con las teclas (<Home>, <End>, <Pg Up>, <Pg On>) y las flechas ( ~' ~' l ,!) posicione 
el cursor (X) en las siguientes coordenadas: 
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y presione <Enter>; Despues de definir los vertices de Ia figura poligonizada, se visualizara en Ia 
ventana de Ia izquierda Ia siguiente figura: 

0 
(0.0) (250.0) 

y el control se regresani al menU principal 

EDIT SIMIR SAVE EXEC QUIT 

con las flechas ( ~ ' E- ) seleccione Ia opci6n SIMIR y presione <Enter>. 
aparecerci Ia siguiente pantalla 

(0.0( (250.0] (0.0) (250. 0] 
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en Ia ventana de dialogo se mostrara el siguiente letrero. 

Mark 1 er. Point 

con las teclas (<Home>, <End>, <Pg Up>, <Pg Dn>) y las flechas ( ~ ' f- ' i ' ! ) posicione 

el cursor (X) en las siguientes coordenadas: 

y presione <Enter>. 

Enseguida se desplegara en Ia ventana de dialogo el siguiente letrero. 

Mark 2do. Point 

con las llaves (<Home>, <End>, <Pg Up>, <Pg On>) y las tlechas ( ~' f- ' i ,! ) posicione 

el cursor (X) en las siguientes coordenadas: 

y presione <Enter>. 

Una tigura autosimilar del triangulo de Sierpinski se dibujar<t en Ia ventana de Ia 

izquierda, donde el tamaflo de esta figura quedara determinada por los puntas que se le 

proporcion6. 

[250.14ll[ [250. 240) 

171 ~ 
lL__j LLJ 

(0, 0) (:!50, 0} (0,0) (~,0] 

en Ia ventana de dialogo se presentaran las siguientes preguntas que debera responder con Ia 

letra (n o N) y (y o Y) respectivamente: 

Erase(Y/N) n 
Continue(Y/N) y 

continuando con este proceso en Ia ventana de di<tlogo se visualizara el siguiente letrero 
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Mark 1er. Point 

con las teclas (<Home>. <End>, <Pg Up>, <Pg On>) y las flechas ( ~ ' ~ ' i ,.1 ) pos1cione 
el cursor (X) en las siguientes coordenadas: 

y presione <Enter>. Enseguida en Ia ventana de dialogo se mostrara el siguiente letrero 

Mark 2do. Point 

con las teclas (<Home>, <End>, <Pg Up>, <Pg On>) y las flechas (......., • ~ • T '.1) posicione 
el cursor (X) en las siguientes coordenadas: 

y presione <Enter>. 

Una figura autosimilar del triangulo de Sierpinski se dibujara en Ia ventana de Ia derecha. 
donde el tamaflo de esta tigura quedara detenninado par los puntas que se le proporcion6 

[250,Z.U] 1250. 240] 

17111) 
L_j LLJ 

(0.0) (250. 01 (0,0) (250, 0) 

en Ja ventana de di81ogo apareceran las siguientes preguntas que debera responder con Ia letra 
(noN) y (yo Y) respectivamente: 

Erase(Y/N) n 
Continue(Y/N) y 

Continuando con este proceso en Ia ventana de di<ilogo se desptegara el siguiente 
letrero 

Mark 1 er. Point 
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con las teclas (<Home>, <End>, <Pg Up>, <Pg Dn>) y las flechas ( ~ ' ~ ' i'!) posicione 
el cursor (X) en las siguientes coordenadas: 

y presione <Enter>. 

Despues de presionar <Enter> en Ia ventana de dialogo se mostrara el siguiente letrero 

Mark 2do. Point 

con las teclas (<Home>, <End>, <Pg Up>, <Pg Dn>) y las flechas ( ~ ' ~ ' T ,! ) posicione 
el cursor (X) en las siguientes coordenadas: 

y presione <Enter>. 

Una ligura autosimilar del triangulo de Sierpinski se dibujara en Ia ventana de Ia derecha, 
donde el tamai'lo de esta figura quedar.i determinada por los puntos que se le proporcion6. 

(0, 0) (250,0) (0,0) [250,0) 

en Ia ventana de dialogo apareceran las siguientes preguntas que deber.i responder de Ia 

siguiente forma: 

Erase(Y/N) n 
Continue(Y/N) n 
Edge I 1 
Edge II 2 
Edge Ill 3 

despues de responder a las preguntas anteriores, el conlrol regresara al menU-principal 
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EDIT ! SIMlA SAVE EXEC QUIT 

con las flechas ( ~ • E-) seleccione Ia opci6n SAVE y presione <Enter>. 

En Ia ventana de dialogo proporcione el nombre del archive en donde se almacenaran 
los c6digos de las transformaciones afines del triangulo de Sierpinski. 

File Name: Sierpin <Enter>. 

y enseguida se retomara el control al menu principal. 

EDIT SIMlA SAVE EXEC QUIT 

con laS flechas (....., • ~ ) seleccione Ia opci6n EXEC y presione <Enter>. 
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La figura resultante deltriangulo de Sierpinski sera presentada en Ia Fig. A.2.1 . El control 
sera regresado al menU principal 

EDIT SIMlA SAVE EXEC QUIT 

con las flechas ( ~ • ~ ) seleccione Ia opci6n QUIT y presione <Enter> para salir al sistema 
operative. En Ia ventana de dialogo aparecera Ia siguiente pregunta: 

T 

con las flechas ( ~ • ~ ) seleccione YES y saldril. al sistema operative. 
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Fig. A.2.1. 
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A.2 MANUAL DE USUARIO DEL EDITOR DE PAISAJES 

Los programas requeridos para Ia ejecuci6n del editor de paisajes son los siguientes: 

1.· EDI_LAND.EXE. 
2.·LITI.CHR. 
3.· EGAVGA.BGI. 

El equipo minima que se requiere para poder ejecutar Edi_Land es: 

1.- Microcomputadora PC-AT(286) con monitor VGA a color 
2.- 640k de memoria principal. 
3.- Disco duro de 10 Megabytes. 

A continuaci6n daremos una descripci6n breve de lo que puede considerarse un manual 

de usuario atraves del siguiente ejemplo. S~ngamos que deseamos graficar un paisaje con 

estrellas, montaflas. nubes. arboles y un planeta. 

Ordene at sistema operative ejecutar EDI_LAND como se muestra a continuaci6n: 

C> EDI_lAND <Enter> 

A conlinuaci6n el menU principal se desplegarli 

con las flechas ( l •!) seleccione Ia opc:i6n NEW para inicializar Ia edici6n de un nuevo paisaje. 

En Ia ventana dialog aparecera un letrero "Palette Color" Ia cual indicara que deber8 

seleccionarse et color de Ia paleta que se desee. 
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0.- Negro. 
2.- Verde. 
4.- Rojo. 
6.- care 
8.- Gris Opaco. 
10.- Verde Pistache. 
12.- Anaranjado. 
14.-Amarillo. 

1.- Azul Marino. 
3 · Morado. 
5.· Violeta Oscuro 
7.- Gris. 
9.- Azul Rey. 
11.- Azul Cielo. 
13.· Violeta Claro. 
15.· Blanco. 

seleccione con las flechas ( ~' ~ ' i'! ) el color azul marino y presione <Enter>. Oespu9s 
de realizar Ia elecci6n del color de Ia palata, seleccione EDIT <Enter> 

una vez hecho esto aparecer.i el siguiente submenU. 

Seleccione SKY <Enter> y responda a Ia siguiente pregunta como se indica abajo: 

Nlte (1-9999): 900 <Enter>. 
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Seleccione STAR <Enter> 

y de inmediato se ver.\ el siguiente submenU 

seleccione PLANET <Enter> y responda a las siguientes preguntas como se muestra a 
continuaci6n: 

START 
RATIO 
COLOR 

X= 250 Y= 390. <Enter>. 
80 <Enter>. 
Violeta Oscuro <Enter>. 

Seleccione MOUNT <Enter> 

y enseguida el siguiente submentJ.es desplegado 

Seleccione TRIANGLE <Enter> y responda a las siguientes preguntas como se muestra 
a continuaci6n: 

Edge I X: 224 
Edge II X: 0 
Edgell X· 110 
Color I Cafe <Enter> 
Color II Rojo <Enter> 
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Color II Anaranjado <Enter> 
Depth 3 <Enter> 

Seleccione MOUNT <Enter> 

y enseguida se mostrarc\ el siguiente submenU. 

Seleccione TRIANGLE <Enter> y responda a las siguientes preguntas como se indica 

abajo: 

Edge I X= 224 Y= 230 <Enter> 
Edge II X= 360 Y= 410 <Enter> 
Edge II X= 542 Y= 230 <Enter> 
Color I Cafe <Enter> 
Color II Rojo <Enter> 
Color II Anaranjado <Enter> 
Depth 3 <Enter> 

Seleccione STAR <Enter> 

y se desplegara el siguiente submenU. 
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Seleccione FILL <Enter> y responda a las preguntas como se muestra a continuaci6n: 

TOP 
BOITOM 
COLOR 

X= 10 Y= 250. <Enter> 
X= 10 Y= 0. <Enter> 
Verde Pistache. <Enter> 

Seleccione STAR <Enter> 

una vez hecho se tendra en Ia pantalla el siguiente submenU. 

Seleccione THUNDER <Enter> y responda a las siguientes preguntas como se muestra 
a continuaci6n: 

SEED 
WIDTH 
COLOR 
TOP 
BOITOM 

100 <Enter> 
4 <Enter> 
WHITE. <Enter> 
X= 150Y= 476. <Enter> 
X= 290Y= 350. <Enter> 

Seleccione CLOUDS <Enter> 

y se mostrara el siguiente submenu. 
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Seleccione CUMULUS <Enter> y responda a las siguientes preguntas como se muestra 

a continuaci6n: 

TOP 
BOTTOM 
COLOR I 
COLOR II 

X= 100 Y= 430 <Enter> 
X= 190 Y= 345 <Enter> 
Azul Rey. <Enter> 
Azul Cielo. <Enter> 

Seleccione CLOUDS <Enter> 

y se desplegara. el siguiente submenU. 

Seleccione CIRRUS <Enter> y responda a las siguientes preguntas como se mueslra a 

continuaci6n: 

TOP 
BOTTOM 
COLOR I 
COLOR II 

X= 150 Y= 450 <Enter> 
X= 360 Y= 360 <Enter> 
Azul Cielo. <Enter> 
Azul Rey. <Enter> 

Seleccione STAR <Enter> 

y se desplegara el siguiente submenU. 
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Seleccione STAR <Enter> y responda a las siguientes preguntas como se muestra a 
continuaci6n: 

STAR 
SIZE 

X: 24 Y"' 460 <Enter> 
6 <Enter> 

Seleccione TREE <Enter> 

del siguiente submenU seleccione GRAMMAR <Enter> 

y enseguida se mostrara el siguiente submenU. 

Seleccione HEMLOCK <Enter> y responda las siguientes preguntas como se muestra a 

continuaci6n: 

DEPTH 
SIZE 
TRUNCK 
WIDTH 
START 
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X= ~30 Y= 80. <Enter> 

93 



Seleccione TREE <Enter> 

del siguiente submenU·seleccione IFS <Enter> 

y enseguida aparecera el siguiente submenU 

Seleccione TREE <Enter> y responda a las siguientes preguntas como se muestra a 

continuaci6n: 

TOP 
BOTTOM 
COLOR 

X= 224 Y= 220 <Enter> 
X= 334 Y= 50 <Enter> 
VERDE <Enter> 

oprima Ia tecla <Esc> para salir de este submenU y despues seleccione SAVE <Enter> 

el ed~or pedir<i el nombre del archive donde se almacenara Ia figura ed~ada, responda como se 

muestra a continuaci6n: 

FILE NAME : PAl <Enter> 
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El paisaje resullante es mostrado en Ia Fig A.2.2. seleccione QUIT <EnteD para saHr del 

editor de paisajes. 

Fig A.2.2 
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