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Introducci6n 

Esta tesis tuvo su motivaci6n del curso de AutOmat as Celulares {AC), impartido por el Dr 
Harold V. Mcintosh, ya que los AC' presentan un magnifico paradigrna para Ia computaci6n 
paralela. Los AC fueron propuestos por Von Neumann, como un modele el cual opera en una 
manera altarnente paralela., mediante capias o variantes de si mismas y en modelos para 
reproducci6n biol6gicas. Esta propuesta consisti6 en una nueva altemativa de enfoque paralelo 
para Ia soluci6n de problemas. En los AC se presentan los problemas tipicos de computaci6n 
paralela, donde una de las preguntas mcis importantes es encontrar metodos generales para 
realizar aplicaciones Utiles. Por otra parte una de las mayores problemil.ticas de las computadoras 
paralelas de prop6sito g~ncrc;l •?S el pobre desempeno que se tiene por lo que uno de los cuellos de 
botella es el uso eficientc: del hardware que depende del software. Por Jo que tomando en cuenta 
estos dos antecedentes se induce a\ planteam.iento de Ia pregunta £,C6mo utilizar (prograrnar) 
eficientemente las computadoras paralelas con metodos generales, para resolver problemas 
comunes?, que es el centro de motivaci6n de este trabajo. 

Aunque Ia aplicaci6n de Ia tecnologia en computaci6n masivamente paralela se tiene 
disponible desde varies ai'ios atrcis; bil.sicamente, Ia mayoria de los algoritrnos y sus aplicaciones 
mil.s populares han sido disefiados bajo un esquema secuencial. La generaci6n de c6digo para un 
maquina masivamente paralela es un tarea no trivial y requiere de: a) una nueva forma de pensar 
los problemas, b) del desarrollo de los algoritmos en forma paralela y c) de su adecuada 
implantaci6n de los modelos paralelos propuestos. Los anteriores son pasos que se daril.n para 
obtener un mayor rendimiento en Ia reso\uci6n de problemas. En esta direcci6n es necesario 
disei'iar nuevas algoritmos los cuales se apliquen a un modele de paralelismo (arquitectura) con el 
fin de resolver problemas generales. El trabajo y Ia dificultad que implican el desarrollo de dichos 
algoritmos requiere que el problema sea interesante, lo suficientemente general y regular para 
compensar el esfuerzo realizado. 

Por lo que el objetivo de esta tesis es mostrar las ventajas en el estilo de programaci6n 
paralela de datos mUltiples para c6digo similar (SCMD, del ingles same-code/multiple-data), en Ia 
programaci6n eficiente de computadoras paraJelas, por lo que se eligieron problemas tipicos de 
computaci6n como el ordenam.iento y dos problemas de teoria de gril.ficas. Ademas se tome como 
base Ia arquitectura hipercubo. Por lo que otro punta importante en esta tesis es el estudio de las 
caracteristicas de Ia arquitectura hipercubo ya que de esta fonna es posible mapear eficientemente 
tanto los algoritmos presentados como ademas en un futuro poder mapear otros aJgoritmos. Es 
conveniente hacer tnfasis en que el modele SCMD es aplicable a otras arquitecturas. 

1Una buena rcvisi6n de aut6matas celulares se puede encontrar en (Wolfram 86).,..:£fe 1 '~- •' 



Esta tesis consta de tres capitulos como se muestra en Ia figura F I, el capitulo uno 
present a un marco tt!orico, orienta allector en el contenido de esta tesis adem<is , el capitulo dos 
abarca los algoritmos de ordenamiento y ademis plantea una clasificaciOn de algoritmos paralelos 
de o rdenamiento, el capitulo tres es acerca de dos de los algoritmos de teoria de grificas mis 
estudiados, el irbol de extensiOn minimal y el problema del vendedor viajero y pa r Ultimo se dan 
conclusiones generales de los planteamientos iniciales asi como perspectivas futuras. Los 
algoritmos que se tratan se eligieron ya que una gran cantidad de problemas pueden ser reducidos 
a estos algoritmos. Contando en Ia secciOn de computaci6n con una computadora paralela del tipo 
red de interconex.i6n con arquitectura hipercubo NCUBE 2, se plante6 Ia programaci6n paralela 
SCMD en particular para las computadoras de red de interconexi6n de tipo hipercubo. 

Figura Fl Estructura del trabajo 
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Capitulo 1 

Computaci6n paralela 

El principal objetivo de este capitulo es de presentar un marco te6rico de los 
modelos de paralelismo y programaci6n, tambien se definen algunos conceptos y notaciones 
que se utilizaran en el resto de este trabajo. Primero en 1.1 Computaci6n paralela, se 
mencionan algunas caracteristicas generales de Ia computaci6n paralela, tanto a n.ivel 
software como a nivel hardware; en 1.2 Clasificaci6n de arquitecturas, se revisa Ia 
clasificaci6n proporcionada por Michael S. Flynn en [Flynn 72], que divide a las 
computadoras en base a el nUmero de instrucciones y datos utilizados simultilneamente en 
cuatro categorias, estas categorias nos pennite analizar las caracteristicas de las 
computadoras paralelas; en 1.2.1 Computadoras MTh1D se revisan los dos principales 
modelos de computadoras MIMD, el modele de memoria compartida y el modele de red 
tambien conocido como de paso de mensajes; en I .2.1.1 Arquitectura hipercubo se define en 
que consiste un hipercubo asi como algunas propiedades importantes de los hipercubos; en 
1.2.1.2 Computadora NCUBE 2 se describen las caracteristicas principales de Ia 
computadora NCUBE 2, tales como los procesadores, canales de comunicaci6n, asi como el 
algoritmo de ruteo que utiliza Ia computadora NCUBE 2; en 1.2.2 Desempeiio de 
arquitecturas paralelas se definen algunos criterios para medir el desempeiio de 
computadoras paralelas tales como: Ia aceleraci6n y eficiencia de los algoritmos paralelos, 
ademils se revisa el efecto de Ia ley de Amdahl en el desempeii.o de las computadoras 
paralelas; en I . 3 Programaci6n de sistemas paralelos se revisa el modele tradicional que 
consiste en realizar compiladores que detecten el paralelismo en c6digo secuencial; asi como 
los cinco principales estilos de programaci6n: procedural, orientada a objetos, funcional, 
!Ogica y basada en conocimiento y par ultimo se explica Ia metodologia seguida en este 
trabajo, tanto en el anillisis como el diseii.o de los algoritmos paralelos tratados en esta tesis; 
en 1.3.1 Complejidad paralela y 1.3.2 Clases P y NC se analizan las clases de complejidad de 
Ia programaci6n paralela y se revisan las caracteristicas de los problemas NC asi como los 
problemas P-Comple1os. 

1.1 Computaci6n Paralela 

Desde tiempo atrils ha existido Ia necesidad de resolver problemas de computaci6n 
muy grandes, las necesidades par una computaci6n mas nipida han estado en contextos que 
invo\ucran desde: ecuaciones diferenciales parciales en dimimica de fluidos y predicciones de 
clima, hasta problemas de optimizaci6n y procesamiento de imli.genes. El deseo de resolver 
problemas cada vez mils complejos, ha propiciado que se sobrepasen las capacidades de 
c6mputo motivando el desarrollo de computadoras mils rapidas. Los avances tecno16gicos 
han pennitido construir computadoras cada vez mas poderosas. Ya que en Ia construcci6n 
de computadoras se esta llegando a los limites en Ia integraci6n de circuitos una opci6n para 
obtener mils capacidad de c6mputo es el paralelismo, se utiliza principalmente dos enfoques 
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{Fox 88]. El primero es tamar ventaja del paralelismo local, en este caso se logra con 
unidades de aritmetica vectorizada, que permiten efectuar operaciones aritmeticas en 
paralelo sobre un conjunto de datos. como en las computadoras CRA Y YMP"" El otro 
enfoque se basa en el paralelismo global, que permiten ejecutar instrucciones y bloques de 
c6digo en un conjunto de datos, como en las maquinas CONNECTION MACHINE1M, 

NCUBE 21M y en el modele CRA Y T301~.~, se espera que en el futuro las computadoras 
paralelas sean construidas con procesadores que incorporen aritmetica vectoriaP La 
disponibilidad de computadoras paralelas poderosas no esta acompaiiada con el software 
para su utilizaci6n, par lo que los modelos de programaci6n, algoritmos y herramientas de 
desarrollo son de gran importancia, ya que detinen Ia utilidad y facilidad de usa de los 
sistemas paralelos; par lo tanto Ia computaci6n paralela actualmente es una area de intensa 
investigaci6n, ya que se necesitan tanto computadoras mas rapidas como tambien software 
mas eficiente 

1.2 Clasificaci6n de arquitecturas 

Uno de los problemas de compute paralelo; tipico de las nuevas <i.reas, es las 
confusiOn en los term.inos utilizados. Empezaremos introduciendo algunos terminos usados 
frecuentemente: 

Multiprogramaci6n.- Es una caracteristica que ofrece e1 sistema operative (par 
ejemplo UNIX r~.~), que pennite ejecutar programas independientes de una forma 
semi-simultanea, a traves de mecan.ismos tales como Ia asignaci6n de rebanadas de 
tiempo a los programas. 

Multitareas.- Es una caracteristica que ofrece el sistema operative (par ejemplo 
UNIX r~.~). que permite particionar un programa en varias tareas que se ejecutan en 
forma concurrente. 

Multiprocesamiento.- Es Ia ejecuci6n simultanea de dos o mas secuencias de 
instrucciones, par dos 0 mas procesadores. 

Multiprocesador.- Es una red de procesadores unidos par una red o un interrupter 
de comun.icaci6n. Cada procesador tiene acceso a su propia memoria distrjbuida 
loca1 o a una memoria compartida comUn. 

En las computadoras paralelas con mUltiples elementos de proceso, existe un 
conflicto entre el nUmero y tamailo de grano de los procesadores. La capacidad de 
procesamiento de los nodes o elementos de procesamiento en una arquitectura para1ela, es 
usualmente referido como tamai\o de grana, podemos escoger entre "procesadores 
pequeiios o procesadores poderosos" como elementos basicos para Ia mil.quina de 

2La computadora CRA Y TJDf'.l se puede integrar a una computadora CRA Y Y -MP"f',l y de esta fonna atacar 
los dos enfoques de paralclismo, aunque en realidad siguen siendo dos computadoras y no una computadora 
paralela. 
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procesamiento paralelo, lo que se referid como maquinas de grana fino o grana grueso 
respectivamente. La granularidad se refiere al poder de cada elemento en Ia arquitectura 
que puede variar de procesadores de un bit a treinta y dos o sesenta y cuatro bits, como se 
cementa en (Rictman 90]. 

Han side propuestas varias clasificaciones de sistemas paralelos de cOmpute, una de 
las primeras y mas utilizada. es Ia clasificaciOn proporcionada par Michael S. Flynn en 
[Flynn 72), tambien aparece en [Rietman 90], esta clasificaciOn se basa en el nUmero de 
instrucciones y datos utilizados simultaneamente, durante Ia ejecuci6n del programa 
correspondiente. Sea n, y nd las variables que denotan respectivamente, el nUmero de 
instrucciones y datos que pueden ser procesados al mismo tiempo en una computadora, 
estes valores nos permitiran analizar el grade de paralelismo del sistema 

-Una InstrucciOn Un Dato (Single Instruction Stream Single Data Stream (£ISO)).­
Con " ' = fld = I . El tipo mas convencional de computadora con un procesador 
conteniendo una ALU con aritmetica escalar. 

- MUltiples Instrucciones Un Date (Multiple Instruction Stream Single Data Stream 
(MISD)) .- n, > I , nd = I . Un conjunto de procesadores ejecutan distintas 
instrucciones sabre los mismos datos, aunque podemos decir que este modo de 
operaciOn es generalmente irreal y no hay computadoras que se ubiquen en esta 
categoria. 

- Una lnstrucciOn MUltiples Datos (Single Instruction Stream Multiple Data Stream 
(SIMD)) .- n, = 1, nd I > I. Esta clase incluye maquinas con una unidad de control y 
mUltiples ALUs. En estas computadoras varies elementos de informaciOn pueden ser 
accesados de Ia memoria y procesados simultaneamente por una sola instrucci6n, los 
arreglos de procesadores pertenecen a esta categoria. Tambien podemos ubicar a los 
procesadores vectoriales en esta clase, hacienda Ia consideraciOn que los vectores 
son un arreglo de procesadores multiplexados en el tiempo. 

- MUltiples Instrucciones MUltiples Datos (Multiple Instruction Stream Multiple Data 
Stream (MIMD)) .- n, > 1, nd > 1.- Las maquinas que caen dentro de esta categoria 
son capaces de ejecutar varies programas independientes simultaneamente, las 
maquinas con multiprocesadores pertenecen a esta categoria 

En base a est as clases que acabamos de definir se presenta en Ia figura 1.1, una 
clasificaci6n con algunas de las computadoras paralelas actuales, esta clasificaci6n se puede 
ver a detalle en [Bell 94] En Ia siguiente secci6n se veran las caracteristicas de las 
computadoras paralelas de tipo MIMD. 

10 
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SISD 

SIMD -------j 

Memoria ,---------1 
Compartida 

MIMD-

Red 

CISC IBM 3601370 .... VA~ Intel X86 
RISC SPARC. RS6000, MIPS, ALPHA 
Superscalar & VUW !USC evolution 
Digital Signal Processors A TT, TI etc. 
Multi-threaded n, instruction streams 

Vector Cray I 
SIMD, massive data CM 1-200, Maspar 2 

Cache-only KSR I 
Memory coherent (small cache) 
Convex-SCI, Cray T3D, DASH 
No cache BBN Butterfly, Cedar, Cm 
Multi-treaded Teracomputer 
Supers & mainframes Cray, Fujitsu, Hitachi, 
IBM,NEC 
Bus multi Dec, Encore, Sequent, Sequoia, 
SGI. Stratus, SUN, etc. 

Fine-grained COSMIC 
Homogeneous, medium-grain , NCUBE 
Paragon, Meiko Cs-2, IBM Intel 
Inhomogeneous, Fujitsu, CM5 
A TM-connected workstations-?? 
Clusters Tandem, VAX 
LAN-connected workstations & Pes. DEC, 
HP,IBM, SGI, SUN, etc. 
Wide Area Networks 

Figura 1.1 C/asificaciOn de Computadoras Para/etas 

11 
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1.2.1 Computadoras MIMD 

Las computadoras MTh.1D se pueden dividir en computadoras de memoria 
compartida y de red de interconexi6n, como se puede observar en Ia figura 1.2, estas 
divisiones son en realidad una extrapolaci6n, de una computadora secuencial convencional 
de tipo Von Neumann, a una computadora paralela fJaj3. 92] 

El modele de memoria compartida consiste en un conjunto de procesadores, los que 
pueden tener su propia memoria local y ejecutar programas localmente, los procesadores se 
comunican entre si, intercambiando datos a travCs de Ia unidad de memoria compartida 

El modele de red, tambiCn llamado de paso de mensajes, puede ser vista como una 
gnifica G = (V,L), donde cada nodoj e i e V representa un procesador y cada lazo U.i) e L 
representa un canal de comunicaciones entre el procesador j y el i, cada procesador tiene su 
propia memoria local y no hay memoria compartida disponible. En esta tesis nos 
ocuparemos del modele de red yen particular de Ia red de interconexi6n de tipo hipercubo 

Computadorade 
Memoria Compartida 

Computadora 
Von Newnann 

Computadora de red 

~ Procesador 

~ Memoria 

Figura 1.2 Modelo de memoria compartida y de red 

12 
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1.2.1.1 Arquitectura Hipercubo 

La red de interconexiOn de tipo hipercubo es una de las mcis eficientes y verscitiles 
redes para computadoras paralelas de tipo MIMD, ya que es utilizada tanto para tareas de 
propOsito general como para tareas de propOsito especifico. Ademcis un modelo de 
hipercubo puede simular eficientemente otro tipo de redes, como las de tipo de arreglo, 
cirbol y malla entre otras como se puede ver en [Leighton 92] y [Ranka 90]. 

Una computadora con una arquitectura de tipo hipercubo consiste de p = 2k 
procesadores interconectados, donde k nos indica Ia dimensiOn del hipercubo, que es Ia 
generalizaciOn de un cuba tridimensional a varias dimensiones y se define como sigue: 

Se asume que los procesadores se etiquetan con un numero i, donde 0 s: i :s. p-1. 
Sea ik-1 ik-2 .. . io Ia representaciOn binaria de;, entonces el procesador P; es conectado al 

procesador P1, dondej = ik_, ... ij ... io. y ij = 1- ~.para Osj s k-1, en otras palabras, dos 
procesadores estcin conectados, si sOlo si, sus indices difieren exactamente en un solo bit, es 
decir dos procesadores estcin conectados si sOlo si, Ia distancia de Hamming entre sus 
etiquetas de identificaciOn es igual a uno. La distancia de Hamming es igual al nUmero de 
bits en que son diferentes dos etiquetas binarias. 

10 

0 

• 
k = O 

II 

D 
00 01 

k = 2 

• • 

110 I ll 

Figura 1.3 Hipercubo con k=O, /,2 y 3 

Un hipercubo es completamente simCtrico, es decir todos los patrones de 
interconexi6n son iguales en todos los procesadores, ademcis los procesadores tiene una 
estructura recursiva y podemos extender un hipercubo k dimensional a uno (k+ I) 
dimensional, adicionando a un hipercubo k dimensional el bit mas significative igual a cera y 
otro hipercubo k dimensional el bit mas significative igual a uno y conectando los 

13 
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procesadores correspondientes de los cubos; esta propiedad de poder extender o 
descomponerl un hipercubo. permite Ia implantaci6n de una manera sencilla de los 
algoritmos de tipo divide y venceni.s. Un hipercubo con tres dimensiones tiene 23 nodos y 3 
lazos por nodo, y por tanto un hipercubo con k dimensiones tiene 2k nodos y k lazos por 
nodo. Tal como se ilustra en Ia figura 1.3. La computadora NCUBE 2 que se utiliz6 en el 
desarrollo de este trabajo cuenta con una arquitectura hipercubo 

1.2.1.2 Computadora NCUBE 2 

El CfNVESTA V cuenta con una computadora NCUBE 2 con ocho procesadores y 
26 canales de comunicaci6n y 2 de UO por procesador, est a computadora es de tipo MfMD, 
utiliza una red de interconexi6n de tipo hipercubo y cuenta con el sistema operative rruxn~ 
y consiste en to siguiente: 

- Procesadores (Elementos de proceso): La computadora NCUBE 2 es una red de 
CPUs independientes, donde cada elemento tiene su propia unidad de punta flotante 
integrada, memoria local, y hardware de comunicaci6n. Cada procesador ejecuta una copia 
completa del sistema operative nCx ademas opera a 2.5 MFLOPS. El nUmero de 
procesadores es escalable y puede crecer hasta 8192 procesadores. 

- Canales de comunicaci6n: Un procesador es conectado a los otros procesadores 
por media de canales de comunicaci6n con acceso directo a memoria (DMA de sus siglas en 
ingJes) y hardware de rut eo independientes (26 canales de comunicaci6n por procesador, por 
lo que se cuenta con 13 canales Full DUplex). ver [Schmidt 94]. El tiempo de inicio de los 
canales es T, = ISO IJ.S y copiar de Ia memoria del procesador al buffer de comunicaci6n 
tiene un ancho de banda de R:= 21 MBytes/s, Ia transferencia es de Rt = 2. 75 MBytes/s y el 
tiempo de paso entre un procesador intermedio es Th = 2~-ts, cuando 11--" oo, donde n es el 
nUmero de datos a transferir. El tiempo de transferencia entre procesadores es de 2.2 
MBytes por segundo. Aun cuando sOlo ex..isten canales directos de hardware entre 
procesadores vecinos en Ia red, el hardware de ruteo permite que Ia velocidad de 
comunicaci6n entre procesadores lejanos sea tan ripida como entre procesadores cercanos. 

Para el envio de mensajes entre los procesadores Ia computadora NCUBE 2 utiliza el 
algoritmo e-cube, para Ia generaci6n de Ia trayeclOria entre dicho procesadores (esto es a 
nivel hardware). El algoritmo e-cube obtiene Ia trayectoria de ruteo realizando un OR • 
exclusive 16gico entre las direcciones de los nodos fuente y destine, los bits en uno de Ia 
trayectoria calculada se procesan de derecha a izquierda, proporcionando las coordenadas 
de como viajara el mensaje en el hipercubo. Por ejemplo, para enviar un mensaje del· nodo 
"000" al nodo "101" en el hipercubo conk =3, se sigue Ia trayectoria que se muestra en Ia 
figura 1.4. 

3 Aumentando o disminuyendo Ia dimensiOn del hipcrcubo. en caso de disminuir Ia dimensiOn sc realiza el 
proccso inverso al indicado en cl texto obtenicndo dos sub·hipe:rcubos. 
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Figura 1.4 Recorrido del algoritmo e-cube 
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Procesadores de entrada/salida (UO). AJ igual que los canales de comunicaciOn 
descritos anteriormente, cada procesador tiene canales separados con DMA dedicados para 
transferir y recibir del procesador de UO (cada procesador cuenta con 2 canales de 
comunicaci6n de UO o un canal Full Duplex). Estos canales de UO trabajan a Ia misma 
velocidad que los canales de comunicaciOn entre los procesadores. Los procesadores de UO 
tienen Ia misma configuraci6n de CPU y memoria, que los procesadores del sistema, pero 
con interfaces adicionales de hardware y software para discos, pantallas y otros recursos 
perifCricos. 

1.2.2 Oesempef'lo de arquitecturas paralelas 

Aunque no existe una manera generalmente aceptada para Ia evaluaci6n de 
computadoras, uno de los criterios mas utilizados para Ia evaluaci6n de computadoras es el 
desempeiio, podemos especificar el desempeiio computacional por el nUmero de operaciones 
de punto flotante que puede ser ejecutada en un segundo (FLOPS). 

El desempeilo pica de un sistema de c6mputo, es el mayor desempei'lo que puede ser 
alcanzado por el sistema, esto es cuando todos los m6dulos de cOmpute son utilizados 
completamente. 

El desempei'io sostenido de un sistema, es el desempei'io que tiene el sistema en 
alguna tarea en particular, es decir es el desempeilo en que usualmente funciona el sistema. 
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Se analizani Ia aceleraciim de un algoritmo de Ia siguiente forma, 

A(n) = TS(n) 
TP(11) 

Tambien Ia eficiencia del algoritmo que se puede definir como, 

TS(n) 
E(n) = - ­

pTP(n) 

donde las variables significan : 

n = nUmero de datos 
p = nUmero de procesadores 
E (n) = Eficiencia 
TS (n) = Tiempo del mejor algoritmo secuencial conocido 
TP (n) = Tiempo del algoritmo paralelo a analizar 

Existen varios factores que pueden impedir que una computadora alcance su 
desempei'io pico cuando corre un programa en paralelo, una fuente importante de 
degradaci6n del sistema es que hay c6digo que a causa de algunas dependencias es 
inherentemente secuencial, ademci.s de Ia utilizaci6n de instrucciones secuenciales para 
preparar y controlar Ia ejecuci6n de los programas paralelos. La ley de Arndah1 expresa el 
hecho que Ia secuencialidad inherente de los algoritmos es un factor para lim.itar el 
desempeflo en cualquier computadora paralela, en [Zima 9 1} y en [Waldrop 88) sc comcnta 
mils a detalle este punta 

Considcrando que a es Ia parte de c6digo que debe ser ejecuta en forma secuencial, 
que una operaci6n secuencial se realiza en una unidad de tiempo y ademci.s que r es Ia 
cantidad de partes de c6digo u operaciones que pueden ser ejecutadas en paraleto4 

Se pueden ejecutar m operaciones secuenciales en un tiempo m y en caso de utilizar 

op(eraci:~: :;)ralelas se realizan las m operacio~e[s en ~n tielmpo que se calcula por 

n a + - ,- , donde Ia aceleracton es a( a , r ) -~ 
a + - -

' 

4Si cada pane u operaci6n es cjecutada en un proccsador. r cs el nUmero de procesadores que se pueden 
utilizar en cl algoritmo. 

16 
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Para toda a y r(0 5 a 5 l, r ~ I) nosotros tenemos que l 5 a(a,r) 5 r , es decir a 
nos indicara que tan paralelizable es un algoritmo; por lo que para toda 
r, a(O, r) = r yo{l,r)=l, indica que si eJ ·valor de u es igual a r el c6digo sed 
completamente paralelizable, en caso que el valor de a sea igual a 1, indica que el algoritmo 
funcionani de manera secuencial no importando en nUmero de procesadores que se utilicen. 
En Ia mayoria de sistemas res una constant e. tipicamente de orden I 0, en base a esto use 
transfonna en una funci6n de a . Se observa que un pequeiio incremento en a Puede 
ocasionar un descenso considerable en Ia aceleraci6n como se observa en Ia figura 1.5. En 
particular se nota que cuando el 90% del c6digo pude correr en paralelo, sOlo Ia mitad o Ia 
tercera parte del desempefi.o pico puede ser alcanzado. En otras palabras Gene Amdahl 
propuso que toda computaci6n contiene al menos algUn paso que debe ser resuelto 
secuencialmente, por ejemplo una computadora no puede adicionar una cantidad x a otra y , 
a menos que se conozca el valor de las cantidades. Por lo tanto Amdahl mantiene que Cste es 
un limite a que tan r3pido puede ser ui1a computadora multiprocesadora ya que 
eventualmente el embotellamiento secuencial dominari 

De cualquier forma a es una medida din3mica, ademas que Ia mayoria del tiempo de 
ejecuci6n de un programa (80% a[ 90%) es gastado en pequefi.as secciones ( 10% al 20%) 
del c6digo. Por lo tanto las opciones son: por un !ado tratar de optimizar las secciones 
criticas y por otro !ado redistribuir las cargas de trabajo redisefi.ando los algoritmos. 

10Q-------~~------~~------~--------~--------· 

0.2 ..• 
Figura 1.5 Aceleraci6n a( a: r:) comofonci6n de a para r =10 

1.3 Programaci6n de Sistemas Paralelos 

El enfoque tradicional en Ia programaci6n de sistemas paralelos, como se menciona 
en [Suaya 90] y {Trelcaven 90], consiste en extraer el paralelismo de los sistemas de software 
existentes, tanto deC o Fortran, como de los lenguajes 16gicos como prolog, del leguaje de 
bases de datos SQL y del sistema operative UNI_xT~o~, para que un programa secuencial 
pueda correr en una computadora paralelas. Esto se puede Jograr con un compilador que 
detecte el paralelismo en un programa fuente secuencial, que puede ser escrito en len~ajes 
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como C, Fortran, Pascal, Lisp, Prolog, SQL etc. y que se produzca c6digo objeto paralelo 
como se ilustra en Ia figura 1.6. Este enfoque es aplicable en Ia programaci6n de sistemas 
paralelos con "pocos" procesadores 

Escritura en lenguaje C. 
Fortan, Lisp, Prolog, SQL 

Dctectar el paralelismo y 
cuando asignar recusos. 

Asigna recursos durante el 
tiempo de corrida 

Figura I .6 Compi/ador que detecta el paralelismo 

En general, para Ia programaci6n de computadoras paralelas, existen al menos cinco 
grandes estilos de lenguajes de programaci6n que pueden ser usados. Estos estilos son: 

Programaci6n Procedural.- Esta basada en los siguientes conceptos: memoria g)obal, 
acciones b<isicas como asignaciones, estructuras de control secuenciales implicitas para Ia 
ejecuci6n de instrucciones. Existen dos clases de lenguajes procedurales, los llamados 
lenguajes secuenciales convencionales (como C, Fortran o Basic}, y los lenguajes 
concurrentes que cuentan con estructuras de control paralelas (ADA, OCAM ). Este estilo 
de programaci6n se revisara m<is adelante ya que es el que se utiliza en el desarrollo de este 
trabajo. 

Programaci6n Orientada a Objetos.- Est a bas ada en objetos que se comunican por 
medio de pasos de mensajes. Todos los objetos pertenecen conceptualmente a una clase que 
define sus propiedades. En este estilo se reduce Ia distinci6n entre datos y procedimientos, 
ya que estos elementos est<in especificados en los objetos del sistema. Ejemplos de lenguajes 
secuenciales orientados a objetos son Smalltalk y C++ [Stroustrup 86], mientras que de 
lenguajes paralelos son C++ Concurrente en [Olmedo 87] y OB-OCAM~en [Hernandez R. 
95] 

~Ellcguaje OB-OCAM es una cxtensi6n allcnguaje allenguaje de programaci6n para trasputers OCA.MN, y 
consiste en incorporar objetos a OCAM"', para obtener un leguaje basado en objetos. 
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Programaci6n Funcional.- Opera tomando a un programa como una colecci6n de 
funciones. Donde a una funci6n se le a plica un argument a de entrada y se obtiene valores de 
salida, este estilo libre de los efectos y restricciones de Ia operaciones de asignaci6n, 
contribuye a obtener un modele sem3ntico mas puro. Dos clase importantes de lenguaje 
funcionales son: los lenguajes aplicativos (como Lisp) y los lenguajes de asignaci6n Unica 
que son disei'iados, para facilitar Ia programaci6n de computadoras de flujo de datos6 , se 
puede ver una revisiOn de los lenguajes de flujo de datos en [Whiting 94] 

Programaci6n L6gica.- Se caracteriza porIa tesis computacion = demostracion. El 
lenguaje Prolog es el lenguaje predominante en este estilo y esta basado en las cl3usulas de 
Hom. Las cl<iusulas de Hom son un subconjunto del calculo de predicados, donde los 
conceptos b<isico son: las instrucciones son relaciones de una forma restringida y Ia 
ejecuci6n es controlada a traves de Ia deducci6n 16gica de las instrucciones, en (Tick 9 1) y 
en (Takeuchi 92) se presentan las principales caracteristicas de Ia programacion logica 
paralela asi como el paralelismo ANDy OR. 

Programaci6n Basada en Conocimiento.- Este estilo incluye a los lenguajes 
desarrollados por fonnalismos de representaci6n de conocimiento especificos. Los lenguajes 
basados en conocimiento son los relacionados con Ia representaci6n del conocimiento 
humane y los mecanismos de inferencia de este conocimiento. Dentro de estes lenguajes se 
incluyen los lenguajes de sistemas de producci6n y los de redes semcinticas, se puede ver en 
[Tuthill 90] un buena exposicion de las caracteristicas de los sistemas basados en 
conocimiento. 

Despues de esta breve revisiOn de los estilos de programaci6n revisaremos m<is a 
detalle el estilo procedural, que es Ia categoria mas predominante. 

La programaci6n procedural se divide en dos categorias: 

Lenguajes Convencionales.- Esta clase de lenguajes corresponden a Ia Unica clase de 
lenguajes de programaci6n, que Ia mayoria de los usuaries de las computadoras conocen 
Esta categoria ha sido desarrollada para Ia programaci6n de computadoras de tipo Von 
Neumann. La semcintica de los lenguajes convencionales reflejan las caracteristicas del 
modele de programaci6n Von Neumann que son: memoria global, un arreglo fijo de celdas 
de memoria, asignaci6n y ejecuci6n secuencial. 

Lenguajes Concurrentes.- Extienden este modele de programaci6n de flujo de 
control con estructuras de control paralelas basadas en procesos, ·adicionando mecanismos 
de comunicaci6n y sincronizaci6n. Un proceso es un programa independiente y consiste de 
una estructura de datos privada y c6digo secuencial que puede operar en los datos. Los 
procesos se ejecutan de manera concurrente operando en sus propios datos y solo 
interactuan entre si utilizando los mecanismos de comunicaci6n y sincronizaci6n. Los 
mecanismos de comunicaci6n es Ia manera en que los procesos comunican datos entre ellos; 

6Actualmcnte sc csta rcalizando en Ia sccci6n de computaci6n del CINVESTAV, el trabajo de doctorado 
"Arquitecturas orientadas a flujo de datos·· por Rafael Almaraz Rodriguez 
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los mecanismos mas comUnmente usados son: pasos de mensajes, memoria companida 
global no protegida, memoria compartida protegida par mOdules o monitores y rendezvous 
Los mecanismos de sincronizaciOn es Ia manera en que los procesadores efectUan las 
restricciones en Ia secuenciacion de elias mismos. Los mecanismos comUnmente usados 
incluyen: seilales, mensaje de sincronizaciOn, memoria auxiliar, eventos sem<iforos, 
condiciones, colas y regiones criticas, etc. En general los lenguajes concurrentes pueden ser 
clasificados par Ia naturaleza de sus mecanismos de comunicaci6n en: paso de mensajes y 
memoria compartida 

En particular el enfoque realizado en esta tesis es en programaci6n procedural en Ia 
categoria de lenguajes concurrente con mecanisme de comunicaciOn de paso de mensajes; en 
particular en el estilo SCMD (del ingles same-code/multiple-data) para Ia utilizaci6n 
eficiente de computadoras de tipo hipercubo. Este estilo consiste en distribuir los datos en Ia 
memoria de cada procesador y ejecutar el mismo programa en cada procesador. Los 
programas de tipo SCMD consisten en bloques de c6digo con llamadas a rutinas de paso de 
mensajes; los procesadores ejecutan de manera asincrona el mismo bloque de c6digo 
utilizando los datos disponibles en su memoria local; entonces se intercambian datos entre 
los procesadores; este punta de comunicaci6n sirve tambien como una funci6n de 
sincronizaci6n. 

r 

Realiza algoriuno paralelo 
para cl problema particular 

Escritura en un Jcnguajc 
paralelo de C. Fortan. lisp. etc 

Preserva el paralelismo y 
cuando es posible asigna 

Asigna recursos durante el 
tiempo de oorrida. 

Figura 1.7 DiseiJode algorirmos paralelos 

20 



CENTRO DE INVESTIGACIDN Y DE ESTUOIOS AVANZAOOS DEL I.P.N. 

La metodologia que se seguid en Ia implantaciOn de algoritmos en este trabajo, 
consiste en el mejor aprovechamiento de sistemas que cuentan con "muchos'' procesadores, 
donde se busca desarrollar algoritmos que se adapten a las caracteristicas fisicas de Ia 
computadora en particular, esta metodologia se puede observar en Ia figura 1.7. y consiste 
primero en realizar el algoritmo paralelo del problema que se desea atacar7, en el modelo 
SCMD, se realiza Ia codificaciOn en un leguaje paralelo8para obtener un cOdigo fuente, 
despues se compila con un compilador paralelo con Jo que se obtiene cOdigo objet a paralelo 
el que finalmente se puede ejecutar en una computadora paralela 

En las nuevas aplicaciones senin de sumo interes el costa y Ia nipidez de los 
sistemas es decir el hardware no debe ser prohibitive par su precio y los cilculos deben 
terminar en un tiempo aceptable para cada aplicaciOn en particular, como se indica en 
[Bertsekas 89). Podemos decir que el desarrollo de software paralelos estari guiado par un 
!ado, par Ia relaci6n entre las nuevas y viejas necesidades de compute y par otro, por los 
progresos tecno\Ogicos. 

1.3.1 Complejidad paralela 

Existe una gran cantidad de problemas posibles de estudio, ademis de los tratados en 
esta tesis, de los cuales algunos parecen mas o menos dispuestos para el procesamiento 
paralelo, aun contando con Ia presencia de un gran nUmero de procesadores. Un punta 
interesante es clasificar a los problemas de acuerdo a una nociOn bien definida de 
paralelizabilidad. Esta nociOn es complicada ya que debemos considerar dos parametres en 
forma simultinea: tiempo y nUmero de procesadores. 

Las clases de complejidad son tipicamente definidas en tenninos de lenguajes. Un 
Jenguaje L, es un subconjunto de cadenas definidas sabre un alfabeto {0, I} . Un algoritmo de 
decisiOn que reconoce al Jenguaje L, primero toma una cadena arbitraria x e {0,1 )• y 
entonces determina cuando x esta o no en L. El problema de reconocer un lenguaje es un 
problema de decisiOn y su respuesta es si o no. Nos enfocaremos en los problemas de 
reconocimiento de lenguajes ya que Ia teoria es mis simple y los detalles omitidos son 
superfluos a Ia teoria ademis que se pueden asociar ficilmente los problemas de decisiOn 
con cualquier problema de computaci6n. En general un problema de computaci6n es tan 
dificil de resolver como Jo es cualquier problema de decisiOn asociado con el, por lo que Ia 
evidencia que muestre que un problema de decisiOn no es paralelizable puede ser u.)ada para 
mostrar que el problema de computaci6n asociado no es paralelizable. 

7En nuestro caso los problemas de ordenamiento, 3rbol de extcnsi6n minimal y el problema del vcndedor 
viaJero 
8t a compuladora NCUBE 2 que se utilizo cuenla con un lcguaje C con e.xtensiones para soponar 
paralelismo. por lo que se codificaron los algoritmos en este lenguaje 
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1.3.1.1 las Clases Py NC 

Sea P Ia clase de todos los lenguajes que pueden ser reconocidos par una maquina 
de turing detenninista, utilizando un nUmero polinomial de pasos, como se enuncia en 
[Schneier 94] yen [Cormcn 92]. La clase P puede ser definida como Ia clase de todos los 
problemas que pueden ser resueltos en tiempo polinomial en una computadora secuencial, o 
tam bien se acepta como Ia clase que representa a los problemas que pueden ser resueltos par 
un procesador secuencial de una fonna eficiente. La clase NC es una clase de complejidad 
para lela que se puede definir como Ia clase de los lenguajes L, tal que en todas las entradas 
de tamai\o n, ellenguaje L puede ser reconocido con un algoritmo PRAM' en un tiempo de 
corrida polilogaritmico lolf (n), utilizando un nUmero polinomial de procesadores, donde c 
es una constante, que no depende de 11 y adem<is es Ia potencia dellogaritmo. La idea es que 
el nUmero de procesadores sea "pequefio", en Ia pr<ictica se quiere que mas que polinomial 
el nUmero de procesadores sea lineal o casi lineal El nombre NC significa "Nick ' s Class" 
despues que Nick Pippenger defini6 esta clase en 1979, dicha clase no se defini6 para 
PRAMs, e! defini6 Ia clase NC para circuitos e\ectricos, los que tambien son modelos de 
computaci6n paralela par lo que es aplicable en ambos casas. Tambien se dice que Ia clase 
NC es Ia clase de problemas eficientemente paralelizables 

Figura 1.6 La estructura de P 

9 Computadora con Acceso Paralelo a Memoria (PRAM de sus siglas en ingles), es un modele cl3.sico para 
el disei'io de algoritmos paralelos y consistc en varies procesadorcs comparticndo un cspacio de memoria 
comUn, este modele sc subdivide en base a Ia fonna en que se realizan accesos concurrentes a Ia misma 
localidad de memoria. por otra parte este modelo tiene Ia desventaja que no incluye variables como topologia 
de red, sincronizaci6n, contenci6n de memoria y latcncia, ver {Goodrich 9J J. 
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Existe una relaci6n interesante entre las clases P Y NC, par un lade se observa que 
NC ~ P convirtiendo los algoritmos NC en secuenciales, esto se realiza en forma obvia, un 
problema en Ia teoria de Ia complejidad es si es cierto o no que P <;;;;; NC, como se menciona 
en [Jaja 92 ], Ia suposici6n mas aceptada es que P rz NC y por lo tanto ex.isten problemas en 
P que no pueden ser resueltos eficientemente en paralelo con un nUmero polinomial de 
procesadores, ver figura 1 .6. La clase de los problemas P-Completos consiste en los 
candidates en P que aparentemente no estim en NC. Como en el caso de los problemas NP­
Completos Ia noci6n de reducibilidad es de gran importancia. 

La noci6n de reducibilidad.- Sea L1 y L1 dos lenguajes, el lenguaje L1 es NC­
Reducible allenguaje L1 si existe un algoritmo que transforme una entrada arbitraria u1 para 
L1 en una entrada u1 para L1 tal que ,,e L1 si y s61o si 1t1 e L1. Se nota que Ia noci6n de 
reducibilidad no es simetrica y que una instancia arbitraria de L1 es transformada en una 
instancia especial de L2. La ex.istencia de las transformaciones NC implican que un algoritmo 
para resolver L1 se puede obtener dando un algoritmo para reconocer L 2 . En pa~icular 

tenemos los siguientes lemas: 

Lema 1.1.- Sean L1 y L2 dos lenguajes tal que L 1 es NC-Reducible a L2, entonces L2 

E NC-+ Lt E NC. 

Lema 1.2.- Sean L 1 y L2 dos lenguajes tal que L1 es NC-Reducihle a L2 y L2 es NC­
Reducible a LJ entonces L, es NC-Reducihle a LJ; esto es, Ia NC-Reducibilidad es transitiva 

La demostraci6n de los lemas 1.1 y 1.2, se pueden ver en [Jaja 92 pp. 529-561] 

Noci6n de P-completi//Jd.- Un lenguaje L es P-Completo si L e P y cualquier 
lenguaje en Pes NC-Reducible a L. De esta definiciOn se deduce los siguiente. 

Lema 1.3.- SeaL un problema P-Completo. Si L e NC entonces NC = P. 

Este lema puede ser enunciado de Ia siguiente forma: Si P ~ NC, que es una 
conjetura muy fuerte, entonces ningUn problema P-Completo pertenece a NC. Por lo que un 
problema P-Completo representa a un candidate en P que no puede ser resuelto r<ipidamente 
con una PRAM con un nUmero polinomial de procesadores. 

Para ver que un problema es P-Completo Ia prueba tiene que mostrar que un 
lenguaje arbitrario L E Pes NC-Reducible a este problema. 

El problema de evaluaci6n de un circuito (PEC).- El problema de evaluaci6n de un 
circuito (PEC) consiste en determinar el valor de salida de un circuito booleano que consiste 
de los elementos NOT, AND y OR, para un conjunto de entradas. El circuito C puede ser 
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especificado por una secuencia C = <g;, gJ, ... , gn>, donde cada g, es una entrada y ademas g, 
"" ~ v g1r, o g, = g1 1\ gk.o g, = -.g,, dondej,k < i 

El PEC se plantea de Ia siguiente forma : Dado in circuito booleano C representado 
par Ia secuencia C = < g,, g2, .. . , gn >, y con un conjunto dado de entradas determinar 
cuando el valor del circuito es igual a uno 

Teorema 1.1.- El PEC es P-Completo 

DemostraciOn se pueden ver en [Jaja 92 pp. 529-561] yen [Goldschlager 77]. 

Sabiendo que el PEC es P-Completo Ia tarea de establecer Ia P-Completitud de 
problemas adicionales es mas f<icil par el siguiente hecho. 

Lema 1.4.- SeaL un lenguaje que es P-Completo. Si L es NC-Reducible a otro L'e 
P entonces L' es tambi6n P-Completo. 

En [Jaja 92 pp. 540-552] se demuestra que el problema de flujo maximo en una red, 
bUsqueda ordenada en profundidad y desigualdades lineales pertenecen a Ia clase de 
problemas P-Completos. 
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Capitulo 2 

Ordenamiento en paralelo 

El objetivo de este capitulo es mostrar Ia fonna de resolver el problema de 
ordenamiento desde un enfoque paralelo. En Ia secci6n 2.1 Ordenamiento en paralelo, se 
plantea en que consiste el ordenamiento de una lista de objetos y ademlis se clasifica a los 
algoritmos de ordenamiento paralelo en algoritmos basados en mezclas y basados en 
partici6nes; en 2.2 Ordenamiento Paralelo con Quicksort y Mergesort (OPQM) se comentan 
las caracteristicas del algoritmo OPQM; en 2.2.1 Algoritmo OPQM se describen las 
caracteristicas del algoritmo10, como funciona, como se mapea a un hipercubo y se da un 
ejemplo, en 2.2.2 Complejidad se analiza Ia complejidad del algoritmo, que nos dice como es 
el comportamiento del algoritmo en tiempo; en 2.2.3 Resultados experimenta\es, se analizan 
las pruebas realizadas en Ia computadora NCUBE 2 en base a Ia aceleraci6n y eficiencia por 
media de las graficas respectivas; en 2.3 Ordenamiento Paralelo por Muestreo Regular 
(OPMR), se comentan las caracteristicas del algoritmo OPMR de Ia misma forma en que se 
revise al algoritmo OPQM, lo mismo sucede en las secciones 2.3.1 Algoritmo 0Plv1R, en 
2.3.2 complejidad yen 2.3.3 Resultados experimentales; por Ultimo, en 2.4 Conclusiones se 
anal izan las caracteristicas de los algoritmos de ordenamiento presentados, asi como se 
incluyen el anlilisis comparative de los algoritmos paralelos contra una computadora 
secuencial de alto desempefioll 

2.1 Ordenamiento en paralelo 

El ordenamiento es uno de los problemas mas estudiados en Ia ciencia de Ia 
computaci6n, por ser de interes te6rico y de importancia practica. Con Ia llegada del 
procesamiento en paralelo, el ordenamiento en paralelo se ha convertido en un area 
importante para el desarrollo de algoritmos. En este capitulo nos enfocaremos en los 
algoritmos de ordenamiento que se 1\evan acabo en Ia memoria principal de los 
procesadores, no se incluyen los algoritmos que utilizan memoria secundaria como discos o 
cintas. Tambien se asume que los objetos a ordenar son registros que consisten de uno o 
mas campos; donde un campo es Ia Have y para el tipo de esta llave se define una relaci6n de 
arden lineal (~ ). Los nUmeros enteros, reales y las cadenas de cadcter son ejemplos de 
posibles tipos de llaves, de cualquier fonna se puede generalizar el uso de cualquier tipo de 
1\ave para Ia que se definan las relaciones de orden "menor que" o "menor igual que" 

El problema de ordenamiento consiste en modificar Ia secuencia de los registros de 
tal forma que los campos llave fonnen una secuencia en base a\ arden definido 

!Opara Ia descripcion de los algoritmos en el capitulo 2 y 3, se utiliza cl cstilo propuesto por Donald E 
Knuth en (Knut 84], y retomado en [Bentley 86), llamado programaci6n literaria. 
11 La computadora secuencial que se utilizo es Ia computadora DEC-ALPHAnt, que es de tipo conjunto 
reducido de instruccioncs ( RISC de sus siglas en ingJC:s), que trabaJa a 40 MFLOI-'S 
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Se sabe que un algoritmo de ordenamiento secuencial que use comparac1ones 
binarias ordena n elementos en un tiempo O((n) log (n)) [Knuth 73}. Por lo tanto un 
algoritmo de ordenamiento en paralelo 6ptimo con p procesadores deberia ordenar 11 

elementos en un tiempo O(((n) log (n))lp) . El problema relative a Ia r<l.pidez de un 
ordenamiento en paralelo consiste en minimizar los tiempos de acceso a memoria, 
transferencia de datos y sincronizaci6n de los procesadores. En base a estrategias generales 
[Shi 92], Ia mayoria de los algoritmos paralelos de ordenamiento disponibles para 
computadoras paralelas pueden dividirse en dos categorias: los ordenamientos basados en 
mezclas y los ordenamientos basados en partici6nes. 

- Los ordenamientos basados en mezclas, ordenan los datos en base a mezclar las 
listas de datos en los procesadores y consisten primero en lograr un orden local, es decir 
cada procesador ordenara una sublista y despues mediante mUltiples mezclas que \levan 
acabo los procesadores, se logra ordenar todos los datos. Su desempefio es bueno, s61o con 
un nUmero pequefi.o de procesadores, cuando son muchos procesadores los tiempos de 
sincronizaci6n, transferencia de informaciOn y administraciOn del sistema reducen Ia rapidez 
del algoritmo. 

- Los ordenamientos basados en particiOnes, ordenan los datos en base a partici6nes 
de datos que intentan distribuir lo mejor posible a los datos en subconjuntos ordenados, 
estes ordenamientos constan de tres etapas. Primero un orden local, despues se partici6na el 
conjunto de datos de tal forma que todos los elementos de un subconjunto sean mayores que 
cualquier elemento de otro subconjunto esto es que cualquier elemcnto en el procesador i es 
mayor que cualquier elemento en el procesador j siempre y cuando i >j donde iJ son los 
identificadores de los procesadores y por Ultimo cada procesador ordena un subconjunto en 
paralelo. El desempefio de este algoritmo depende de que tan bien fueron partici6nados los 
datos en Ia etapa dos 

En este capitulo se presenta Ia implantaciOn de dos algoritmos de ordenamiento 
paralelo, el denominado Ordenamiento Para1elo con Quicksort y Mergesort, que se describe 
en [Loots 92] una versiOn para transputers, este algoritmo es del tipo de algoritmos basados 
en mezclas, que tiene complejidad O((n/p) log (n)) + O(n) y el Ordenamiento Paralelo por 
Muestreo Regular, que se describe en [Shi 92] y [Abali 93], que es del tipo de algo~tmos 
basados en particiones, que tiene complejidad O((nlp) log (11)) + O((nlp) log (p)), ambos 
algoritmos se implantaron en Ia computadora paralela con arquitectura Hipercubo NCUBE 
2 

2.2 Ordenamiento Paralelo con Quicksort y Mergesort (OPQM) 

El algoritmo OPQM que se implant6 esta basado en mezclas, y es una combinaciOn 
de los algoritmos de ordenamiento Quicksort y Mergesort, los cuales son algoritmos del tipo 
divide y venceras [Knuth 73], el algoritmo consiste de dos etapas. La primera, en que cada 
procesador ordene nip elementos logrando un orden local, esto utilizando el algoritmo de 
orenamiento Quicksort. Despues Ia segunda etapa consiste de que los procesadores realicen 
mUltiples mezclas para obtener un orden global, esto mediante el algoritmo Mergesort, que 
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realiza las mezclas en paralelo. El algoritmo mapea el problema a una arquitectura 
hipercubo. 

2.2.1 Algoritmo OPQM 

1. Algorirmo OPQM, parae/ procesador j (i). Este algoritmo ordena un lista de datos en una 
computadora hipercubo k dimensiOnal; es decir, se puede utilizar con el nUmero de 
procesadores disponibles en Ia computadora en que se implante. Una implantaci6n en 
trasputers de este algoritmo se pude revisar en [Loots 92] 
variables utilizadas: 

u, es el nUmero de elementos a ordenar 
k, es Ia dimensiOn del hipercubo 
p, es el nUmero de procesadores en el hipercubo y p = 2k 
i, es el identificador de cada procesador, donde Os is p-1 
r, es el identificador del procesador fuente o destine, donde Os r -s p-1 
s, nos indica Ia dimensiOn de hipercubo actual, o el nivel en el <irbol de mezcla 
Tab, es el arreglo que contiene los elementos a ordenar 

2. Esrructura de datos. La entrada de este programa es una lista de datos Tab, distribuida en 
los p procesadores, Ia salida sera una lista de datos Tab que sera depositada en el procesador 
0. 
Entrada : 

Arreglo Tab[O .. n], sea w=nlp y el subarreglo Tab[i*w .. (i + J)*w-1], est<i almacenado 
en Ia memoria local del procesador i del hipercubo con dimensiOn k. 

Salida 
Arreglo Tab[O .. n] datos ordenados en el procesador i, donde i = 0. 

J. Elementos del algoritmo. Aqui se mostrara los elementos y/o subrutinas del procedimiento 
llamado OPQM· 
void OPQM (){ 

/* (4. Primera etapa)*l 
quicksort(); 
1• (5. Segundo etopa)*l 
mezcla_paralela(); 
if(pn~O) 

resultado(); 

4. Primera etapa. Esta etapa consiste en que cada procesador ordene una sublista 
secuencial de longitud w, que estara en Ia memoria local del algoritmo, el ordenamiento 
local se realiza, utilizando el algoritmo de ordenamiento secuencial mas rapido conocido (se 
utiliz6 el quicksort()), durante esta etapa los p procesadores se encuentran trabajando. 
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5. Segunda etapa. En esta Ultima etapa se realizan k transmisiones de datos en paralelo y 

tambien k mezclas paralelas, en general durante el paso s, donde 0 s s < k y se comienza con 
s = k-1, ei procesador i envia o recibe una lista de longitud n/1'~1 al procesador r, el 
procesador que recibe Ia lista es aquel que tenga el identificador con nUmero menor, y 
despues mezcla Ia lista que recibe y Ia propia, las dos listas tienen longitud n!Z'ot Se calcula 
r realizando Ia operaciOn Or - exclusiva ($ )entre el identificador i y 2'(se obtiene realizando 
un corrimiento de s bits). En cada paso s se elimina Ia mitad de los procesadores, esto 
sucede hasta que el result ado de Ia mezcla se concentra en el procesador 0, en Ia figura 2. I , 
se muestra en el inciso a), como se construye el .irbol de mezcla desde que se utilizan los p 
procesadores hasta que se concentra el resultado en el procesador 0, ademas se puede ver 
como se mapea el 3.rbol de mezcla al hipercubo k dimensiOnal que se utilice, en Ia figura se 
considera que Ia dimensiOn de hipercubo k = 2 
mezda_paralela ();{ 
for( s = k-1 : s>=O: s--) 

if( (r ~ i (!) / « s)< i) ( 
manda_datos(); /* el procesador i manda una lista al procesador r *I 
return; 

)else( 
recibe_datos(); /* el procesador i recibe una lista del procesador r *I 

mezcla(Tab[ ], TabAux[ J ); /* el procesador i mezcla Ia lista recibida con Ia 
propia */ 

Despues de Ia mezcla_paralela(), Ia lista ordenada se encuentra en el procesador 0. 
if(pn~~o) 

resultado(); 

00 10 OJ II Paso! Paso2 

a) <irbol de mezcla b) arbol de mezcla en el hipercubo 

Figura 2.1 Ejemplo de mezcla paralela del OPQM, k=2 
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A continuaci6n se vera un ejemplo de como funciona el atgoritmo OPQM, para esto 
se utilizara una serie de nUmero enteros no ordenada (17, 2, 24, 6, 30, 19, 28, II , 21, 7) y se 
ordenara utilizando un hipercubo con dimesion Jr-2, es decir con cuatro procesadores, p ""' 4 
= 2k Primero, se dividen los datos de manera que cada procesador tenga aproximadamente 
el mismo nllmero de datos, los subconjuntos de datos distribuidos deben ser disjuntos, 
despues se efectUa el ordenamiento local en cada procesador, esto es en 4. Primera etapa, 
ver figura 2.2 incise a). Ahara cada procesador contara con una lista ordena y mezclara los 
datos intercambiando los datos entre los procesadores como se revisa en 5. Seguntla etapa, 
ver figura 2.2 inciso b). Al final Ia Jista ordenada se encuentra en el procesador 0 yes (2, 6, 
7, 11 ,17,19,21,24,28,30) 

I PO PI P2 P3 

2 11712416130 r II 1 ~9128 r7121 1 
a) Primera etapa, quicksort() Secuencial 

PO PI 

12 16 1171241 3017111 119 121 1281 

b) Segunda etapa, mezcla_paralela() 

Figura 2.1 Ejemplo del algoritmo OPQM, k- 2, consta de dos etapas 
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2.2.2 Complejidad. 

La primera etapa de ordenamiento consiste en que cada procesader ordene una 
sublista de longitud nip. El promedio de comparaciones realizadas per el algoritmo 
quiksort(), para ordenar n elementos es alrededor de O((n)log(n)) [Knuth 73], ordenar nip 
elementos, considerande a p fijo y con un valor p :s; log (n), tiene el siguiente 
comportamiento: 

Quick_comparaciones "" (nip) log (nip) 
~ (nip) (log (n) -log (p)) 
~ (nip) log (n) -(nip log (p)) 

ya que p = 2* por Ia definiciOn de hipercube 

~ (nip) log(n) -nlclp 

La segunda etapa de mezcla_paralela(), consiste en combinar las sublistas 
ordenadas en Ia etapa anterior y que cada procesador obtenga una nueva lista ordenada, 
concentrando el resultado en el procesador cero _ Para mezclar dos listas de longitud 2/ toma 
a lo m<is 2/+ 1-1 comparaciones. Durante el primer paso e1 algeritmo mezcla dos listas de 
longitud nip, durante el segundo paso se mezclan dos listas de longitud 2nlp, durante ei paso 
k-t!simo se mezclan des listas de longitud ]k-lufp . El total de comparaciones durante Ia 
etapa de mezcla es igual a: 

Mezcla _comparaciones ~ 2nlp- l + 2(2nlp)-l + .. +2(2k- lnlp)-J 
~ 2nip + 2(2nlp) + ... +2(2k- lnlp) -k 

~ 2(nip) (~2') -k ; 2(nlp)(2k-J)-k 

~ 2n(p-IYp-k 
= 2n-2nlp -k 

El tiempo de comunicaci6n durante Ia etapa de mezcla paralela puede ser un factor 
que limite Ia velocidad. Se asume que el tiempo de comunicaci6n entre procesadores consta 
de dos partes: El tiempo de inicializaci6n Tl y el tiempo de transferencia de un date TD, 
estes tiempos los realizan los procesadores que intercambien datos. El tiempo total de 
cemunicaciOn del algoritme se estima de Ia siguiente forma: 

Tiempo _ comunicaciones 
> II 

~ L (Tl + TD-; ) 
i:l 2 

(. ") ~ Tlk + TD L-;-
••• 2 

-a) 
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Demostraci6n 

caso base k= I 

sk ~± ,., 
II 21 = - : 

se tiene como hip6tesis de inducci6n para k=m 

Sk =± ~ = (n-~) 
>=1 2 2 

se quiere mostrar que se cumple para k=m+ I 

Sk+ I = Sk + 2':.1 = (n- ?) + 2':+1 = n- 2':+1 lqd 

Por lo que se demuestra que Ia siguiente igualdad se cumple. 

± ~ = (n-~) 
, .. 1 2 2 

Sustituyendo esta igualdad en -a) 

Tiempo _ comunicaciones ~ Tlk+ TD (n-f.) 

De lo anterior observamos que el nUmero de datos a transmitir depende linealmente 
de n. Ya que con k constante o fija, O(nk) = O(n). Por lo tanto de Ia primera etapa de 
ordenamiento local requiere O((n/p)log(p)), mientras Ia segunda etapa de mezcla requiere 
O(n) y Ia comunicaci6n entre procesadore requiere O(n), entonces Ia complejidad es: 

tiempo(n) ~ O((nlp) Jog(11)) + 0(11) + O(n) 
~ 0((11/p) Jog(n)) + 0(11) 
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2.2.3 Resultados experimentales 

El algoritmo OPQM se implant6 en una computadora NCUBE con ocho 
procesadores y se program6 en lenguaje C. Fueron generadas series de datos en a rden 
inverso para realizar las pruebas, ademas se prob6 con I 00000, 200000, 300000, y 400000 
datos (nUmeros enteros de 4 bytes) y con I , 2, 4, y 8 procesadores (hipercubo de dimensiOn 
k =O, 1. 2, y 3) en una computadora dedicada. Los resultados se ilustran en Ia figura 2.3, y 
no incluyen el tiempo para distribuir los datos en los procesadores. Se observa que en 
terminos generales el comportamiento del algoritmo es buena ya que efectivamente se 
reduce el tiempo de ejecuci6n conforme aumentan los procesadores. Ademas el 
comportamiento del algoritmo es mejor, cuando se aplica a un mayor nUmero de datos 

32 ~~~~~~~~~~-r-
28 
24 

Figura 2.3 Tiempos de proceso 

32 
28 
24 

Ahara se analiza Ia eficiencia del algoritmo E(n), como se defini6 en el capitulo 1.5 

E(n) ~ TS(n)/(pTP(n)) 
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Se nota que cuando se aumenta el nUmero de procesadores Ia eficiencia es menor 
como lo ilustra Ia figura 2.4, esto se debe a las caracteristicas del algoritmo, que en cada 
nivel de mezcla se subutilizan Ia mitad de los procesadores que est3.n activos, es decir, en el 
Ultimo paso del algoritmo cuando se mezclan las dos Ultimas listas ordenadas, sOlo un 
procesador se encuentra trabajando, adem3.s en este Ultimo paso, es cuando se tiene que 
mezclar las listas de mayor longitud n/2 . para evitar este problema se han propuesto los 
algoritmos basados en partici6nes, que durante todo el algoritmo intentan utilizar al maximo 
los procesadores, ver [Shi 92J y [Abali 93], estos algoritmos intentan tener trabajando a los 
procesadores par media partici6nar los datos, el buen desempeilo depende de que tan bien 
fueron partici6nados los datos en los procesadores. En Ia siguiente secci6n se revisara un 
algoritmo de ordenamiento basado en partici6nes, el algoritmo de ordenamiento paralelo par 
muestreo regular OPMR 

Figura 2.4. Eficiencia. Por fines de visualizaciOn el orden de los procesadores es diferente 

33 



CENTRO DE INVESTIGACION Y DE ESTUDIOS AVANZAOOS DEL I.P.N 

2.3 Ordenamiento Paralelo por Muestreo Regular (OPMR) 

El algoritmo OPMR que se implantO est<i. basado en partici6nes, y funciona en un 
hipercubo con k dimensiOnes. El algoritmo OPMR consta de Ires etapas: en Ia primera etapa, 
11 elementos distintos son distribuidos sabre los p=i' procesadores del hipercubo para que 
cada procesador tenga aproximadamente nip elementos, despues se obtiene un arden local 
con el algoritmo Quicksort. En Ia segunda etapa, el algoritmo intercambia elementos para 
obtener una lista distribuida sabre los p procesadores donde cualquier elemento en el 
procesador i es mayor que cualquier elemento en el procesador j siempre y cuando i >j, En 
Ia Ultima etapa, cada procesador ordena los elementos que le fueron asignados, al final cada 
procesador es dejado con aproximadamente nip elementos. 

2.3.1 Algoritmo OPMR 

I. Algoritmo OPMR, para el procesador i (l). Este algoritmo ordena un lista de datos en una 
computadora hipercubo k dimensiOnal, es decir se puede utilizar con el nUmero de 
procesadores disponibles en Ia computadora en que se implante. Una implantaciOn de este 
algoritmo para computadoras paralelas de memoria compartida se pude revisar en [Shi 92] y 
una variante del algoritmo para computadoras hipercubo se encuentra en [Abali 93] 
Variables utilizadas: 

n, es el nUmero de elementos a ordenar 
k, es Ia dimensiOn del hipercubo 
p , es el nU.mero de procesadores en el hipercubo y p = 2k 
i, es el identificador de cada procesador, donde 0-;. i s.p-1 
r, es el identificador del procesador fuente o destine, donde 0-srs.p-1 
s, es el nU.mero de transmiciones que se realizaran en el hipercubo, donde 1 :s;ss;p-1 
Tab, es el arreglo que contiene los elementos a ordenar 

1. Estructura de datos. La entrada de este programa es una lista de datos Tab, distribuida en 
los p procesadores, Ia salida seni una lista de datos Tab que sera distribuida en los p 
procesadores. 
Entrada: 

Arreglo Tab[O .. n], sea w=nlp y el subarreglo Tab[i*w .. (i+1)*w-1], est<i. almacenado 
en Ia memoria local del procesador i del hipercubo con dimensiOn k. 

Salida ·· 
Arreglo Tab[O .. n] datos ordenados en el subarreglo Tab[i*w .. (i+ 1)*w-1]. 

J. Elementos del algoritmo. Aqui se mostrara los elementos y subrutinas del procedimiento 
llamado OPMR: 
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voidOPMR()( 

l 

1• (4. Primeraelapa) •1 
quicksort(); 
I* (5. Segundo etapa) *I 
muestreo(); 
intercambio_global(); 
I* (6. Tercero elapa) *I 
mezclas_mulliples(); 
resultado(); 

4. Primera etopa. Esta etapa consiste en que cada procesador ordene una sublista 
secuencial de longitud w=n!p, que estara en Ia memoria local del algoritmo, el 
ordenamiento local se realiza, utilizando el algoritmo de ordenamiento secuencial mas 
r3.pido conocido (se utilizO el Quicksort), durante esta etapa los p procesadores se 
encuentran trabajando 
quicksort(); /* ordena nip datos •1 

5. Segundo elapa.- Cada procesador seleccionap- / elementos regularmente espaciados por 
media de muestras (muestreos regulares), en su lista local ordenada y se Ia envia al 
procesador cera, estas partici6nes se encuentran par media de un muestreo regular en los 
datos locales. Despu6s de recibir los (p-1)(p-1) elementos el procesador cera adiciona susp-
1 elementos y ordena los datos y selecciona una vez mas p -1 elementos, entonces envia 
estos nuevas pivotes a todos los procesadores. Con estos pivotes cada procesador partici6na 
su lista local en p sublistas, el procedimiento muestreo(), realiza estos pasos. 
muestreo(){ 

elige_pivotes(); I* se obtienen pivotes locales por media de muestreos regulares*/ 
obten_pivotes(); I* se envian los pivotes locales para obtener los pivotes globales */ 
elige_pivotes(); I* de los pivotes locales se eligen los pivotes globales *I 
distribuye_pivotes(); I* distrubuye los pivotes globales a todos los procesadores *I 
encuentra_particiOnes(); I* cada procesador con los pivotes globales partici6n sus 

} datos locales *I 

Intercambio global. el procesador i (Os.is.p-1) se queda con Ia particiOn i envia Ia partici6n 
j al procesador j, esto se calcula realizando Ia operaciOn Or - exclusiva (Ee) entre i y s . Par 
ejemplo el procesador 0 recibe Ia primera partici6n de todos los procesadores. Por Ia que 
cada procesador se queda con una particiOn y reasigna p-1 partici6nes, con lo que se obtiene 
una lista distribuida sabre los p procesadores donde cualquier elemento en el procesador i es 
mayor que cualquier elemento en el procesador j siempre y cuando i>j, con lo que se 
asegura un arden global en todos los procesadores. Para intercabiar los datos, utilizando el 
algoritmo de ruteo e-cube11, el procedimiento intercambio_global(), genera trayectorias 
disjuntas para conectar a los procesadores, este procedimiento se puede ver en Ia figura 2.6 

l2Et algoritmo e-cube se pude revisar en el capitulo 1.3.2 compuladora NCUBE 2 
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para un procesador con k=2 dimesiones, se realiza un an3.lisis detallado de este 
procedimento en [A bali 93]. 

intercambio_global(){ 
for(s~ I ; s<p ;s++){ 

r = i $ s; t• se obtine Ia direccion fuente y destine con un Or~ exclusive •; 
recibe_datos(); t• el procesador i recibe Ia list a r~esima del procesador fuente r •t 
rna nda_datos(); t• el procesador i manda su lista r~bima al procesador destine r •t 
seqstart(i~ 1 ,i+ 1, 1 ); t• se sincronizan todos los procesadores •; 

) 
) 

seq end(); 

10 II 

00-01 

paso I 

10 II 
10 II 

l[J]l rg 
00 01 00 0 1 

paso2 paso 3 

Figura 2.5 Ejemplo de intercambio _global del OPMR, k=2 

6. Tercera etapa.~ En esta Ultima etapa, despues de recibir p~l sublistas, cada procesador 
realiza mezclas entre, las sublistas recibidas y Ia sublista local no enviada, esta etapa se 
puede comenzar antes de terminar Ia etapa anterior ya que a! tener al menos dos listas ya se 
pueden comenzar las mezclas, en el procedimiento mezclas_multiples() se realizan p-1 
mezclas, para lograr un orden local, que sumado al arden gobal obtenido en 5. Segunda 
etapa, se logra ordenar Ia lista original. 
mezdas_mulliples(){ 
for(aux == 0 ; aux<nump-1 ; aux++){ 

mezcla(); t• se mezclan Ia lista aux=O, con Ia lista aux+ I hasta mezclar todas las Jistas ' I 
} 

Por Ultimo, el resultado se encuentra distribuido en todos los procesadores. 
resultado(); 

A continuaciOn se vera un ejemplo de como funciona el algoritmo OPMR, para esto 
se utilizara una serie de nllmero enteros no ordenada (2, 6, 17, 24, 30, 7, 11 , 28, 21 , 8, 16, 
27, 45, I, 37, 19, 12, 9, 22, 4), y se ordenara utilizando un hipercubo con dimesion k=2, es 
decir con cuatro procesadores, p :::: 4 = 2k . Primero se dividen los datos de manera que cada 
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procesador tenga aproximadamente el mismo nUmero de datos, los subconjuntos de datos 
distribuidos deben ser disjuntos, despues se efectUa el ordenamiento local en cada 
procesador, esto es en 4. Primera etapa, ver figura 2.6 inciso a). Ahara cada procesador 
contari con una lista ordena y con muestreos se paniciOnan los datos, y se inetrcambian las 
paniciOnes entre los procesadores obteniendo un orden global, como se revisa en 5. Segundo 
etapa, ver figura 2.2 inciso b), en Ia tercera etapa se realiza un arden local por media de 
mezclas, como se describe en 6. Tercero etapa, ver figura 2.6 inciso c). AI final Ia lista 
ordenada se encuentra en losp procesadores yes (I , 2, 4, 6, 7, 8, 9, II, 12, 16, 17, 19, 21, 
22, 24, 27, 28, 30, 37, 45) 

PO PI P2 P3 

12 J6 J!7J24J 30I7J11 j28j21 18 /16J27J45 j1 J37 11 9J 12J 9 j:2 j 41 
PO PI P2 P3 

a) Primera etapa, cada procesador ordena con quicksort() su lista 

PO PI P2 P3 

T T T T 
elige_pivotes() 

obten _pivotes(), el procesador 0 obtiene los pivotes 

PO 

I' I I 2 1417 1111121 2211712712813¥1 
T T T 

elige_pivotes() y distribuye_pivotes() 
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PO PI P2 P3 

encuentra_particiOnes() 

PO PI P2 P3 

T T T !I 
Intercambio global() 

b) Segunda etapa, que consta de dos procedimientos: muestreo() (con cinco subrutinas), 
e intercambio_global(), 

PO PI P2 P3 

c) Tercera etapa, multiples_mezclas() 

Figura 2.6 Ejemplo del algoritmo OPMR, k=2, consta de tres etapas 

2.3.2 Complejidad 

La primera etapa del ordenamiento consiste en que cada procesador ordene una 
sublista de longitud nip, considerando a p fijo y con un valor p :5 log (11), al igual que el 
algoritmo OPQM , por lo tanto podemos decir: 

Quick_comparaciones :::: (nip) Jog (n) -nklp 

En 5. segunda etapa , el procedimiento elige_pivotes(), par cada procesador se 
seleccionan p-1 elementos regularmente espaciados, esto Ia realiza en un tiempo O(p ). 
despues en obten_pivotes(), se envian los (p-2)2 pivotes locales de Ia muestra al procesador 
cera , con un tiempo de comunicaci6n O(p), y entonces el procesador cera ordena los 
pi votes locales en un tiempo O(p2 1og (p2)), en elige_pivotes(), se selecciona una vez f!l<ls p-
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1 pivotes, de los pivotes locales ordenados en Ia rutina anterior, esto en un tiempo O(p), 
despues diSiribuye_pivotes(), envia estes nuevos pi votes globales a todos los procesadores 
con un tiempo de comunicaci6n O(log(p)), entonces en encuentra_ particiOnes(), con estos 
pi votes globales cada procesador partici6na su lista local en p sublistas, recorriendo una vez 
Ia lista local para encontrar los pivotes que partici6nan Ia lista local en p sublistas, esto se 
realiza en un tiempo O(nlp). para finalizar Ia segunda etapa, el algoritmo 
intercambio_global(), utiliza para sicronizar a los procesadores a los procedimientos 
seqstart() y seqend(), que son ejecutados en un tiempo O(log(p)), ya que para realizar Ia 
sincronizaci6n cada nodo envia y recibe un toquen de control, esto es que hasta que todos 
los procesadores se sincronicen no se podr3n seguir ejecutando los siguientes pasos del 
algoritmo, cuando los segmentos de datos son aproximadamente iguales ( :: nl(p1)), el 
algoritmo trabaja en un tiempo O(nlp + (p) log(p)), ya que los procesadores relizaran cada 
paso del algoritmo intercambio_global(), aproximadamente en el mismo tiempo, por lo que 
Ia sincronizaci6n de los procesadores practicamente no tendra efecto en el tiempo utilizado. 
Cuando Ia cantidad de datos sean diferentes, como en el caso que cada procesador tiene un 
segmento de tamaf'io nip y p-1 segmentos de tamaf'io 0, el procedimiento 
intercambio_global(), puede ser serializado en Ia operaci6n de sincronizar los 
procesadores, par lo que el limite superior en tiempo para Ia transmisi6n de datos es 
O(n+(p)log(p)), de cualquier forma este es el caso mas pesimista 

En Ia tercera etapa, en cada procesador tiene de manera independiente p segmentos 
en forma de subtistas ordenadas, el procedimiento mezclas_multiples(), mezcla las p 
sublistas en una sola lista ordenada en un tiempo O((nlp) Jog (p)) por un irbol de mezclas 
binario, con lo que se termina el algoritmo OPMR. 

El tiempo de comunicaci6n durante Ia segunda etapa del algorimo se calcula de Ia 
siguiente forma. Se asume que el tiempo de comunicaci6n entre procesadores consta de dos 
partes: El tiempo de inicializaci6n Tl y el tiempo de transferencia de un data TD, estos 
tiempos los realizan los procesadores que intercambien datos. El procedimiento 
obten_pivotes(), utiliza un tiempo O(log(p)), distrubuye_pivotes(), utiliza O(log(p)), y el 
procedimieto intercambio_global(), utiliza en el caso promedio O(nlp + (p) log(p)). El 
tiempo total de comunicaci6n del algoritmo se estima de Ia siguiente forma: 

Tiempo_comunicaciones(n} - O(nlp + (p) log(p)) + O(log(p)) + O(log(p)) 
- O(n!p + (p} log(p)) 

Por lo que Ia complejidad del algoritmo OPMR es igual a O((n/p)log(n)) - O(nklp) 
de Ia primera etapa, O((nlp) log (p)) de Ia tercera etapa y Ia comunicaci6n requiere 
O(n/p+(p)log(p)), que es Ia complejida mayor de Ia segunda etapa, entonces Ia complejidad 
del algoritmo es: 

tiempo(n) = O((n/p)log(n))- O(nk!p) + O((nlp) log (p)) + O(nlp+(p)log(p)) 
O((nlp)log(n)) + O((nlp) log (p)). 
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2.3.3 Resultados experimentates 

El algoritmo OPrvtR. tambien se implant6 en una computadora NCUBE con ocho 
procesadores y se program6 en lenguaje C. Fueron generadas series de datos en orden 
inverse para realizar las pruebas, ademcis se prob6 con I 00000, 200000, 300000, y 400000 
datos (nUmeros enteros de 4 bytes) y con I, 2, 4, y 8 procesadores (hipercubo de dimensiOn 
k-==0. 1. 2, y 3) en una computadora dedicada. Los resultados se ilustran en Ia ligura 2.7, no 
incluyen el tiempo para distribuir los datos en los procesadores. Se observa que en tl!nninos 
generales el comportamiento de este algoritmo es mejor que el del algoritmo OPQM, ya que 
este algoritmo funciona bien con pocos procesadores y cuando se aumenta el nUmero de 
procesadores su comportamiento es mejor que el de el algoritmo OPQM, como se observa 
en las pruebas realizadas. 

32 
28 
24 
20 

Figura 2.7. Tiemposde proceso 

32 
28 

Ahora podemos analizar Ia eficiencia del algoritmo de Ia misma fonna que en el 
algoritmo anterior del capitulo 2.2.3. 

40 



CENTRO DE INVESTIGACION Y DE ESTUOIOS AVANZAOOS DEL I.P N 

Se nota que cuando va aumentando el nUmero de procesadores Ia eficiencia es 
ligeramente menor como \o ilustra Ia figura 2.8, esto se debe a las caracteristicas del 
algoritmo, que en cada etapa se intenta mantener ocupados los procesadores los mas posible 
y de esta forma cuando aumenta el nUmero de procesadores el tiempo de ejecuci6n se 
reduce proporcionalmente con los procesadores empleados 

Figura 2.8. Eficiencia_ Para fines de visualizaci6n el orden de los procesadores es diferente 

2.4 Conclusiones 

Aunque el anilisis de las complejidades nos mostr6 que el algoritmo OPMR es 
superior aJ algoritmo OPQ~f ya que tiene una complejidad menor, se realizaron las pruebas 
experimentales que confinnaron el anilisis. Ademas se compar6 comportamiento de los 
algoritmos presemados utiliz.ando, series de datos en arden inverso, para realizar las pruebas 
se prob6 con I 00000, 200000, 300000, y 400000 datos (nUmeros enteros de 4 bytes) y con 
8 procesadores (hipercubo de dimensiOn k= 3) en una computadora dedicada, se observa en 
Ia figura 2.9 que el comportamiento en tiempo del algoritmo OPMR es mejor en tiempo que 
el del algoritmo OPQ~ se utilizaron los ocho procesadores de Ia computadora en Ia prueba 
ya que se desean algoritmos que funcionen lo mejor posible con el maximo nUmero de 
procesadores, aunque el comportamiento del algoritmo OPMR sea mejor, es clare que no 
funcionarit bien incrementando indefinidamente el nUmero de procesadores ya que tiene un 
limite, aunque podemos decir que este limite es mayor que el de el algoritmo OPQM, 
basindonos en los an.ilisis y resultados presentados. 
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La gnifica de Ia figura 2.9, tambien incluye, el tiempo del Quicksort implantado en 
una computadora DEC-ALPHA (que trabaja a 40 MFLOPS) yen un solo procesador de Ia 
NCUBE 2 (2.5 MFLOPS por procesador, con echo procesadores tiene 20 MFLOPS), se 
utilizaron los mismos tipos de datos que con los algoritmos anteriores. Los resultados nos 
indican lo que se esperaba que Ia computadora DEC-ALPHA proporciona resultados mcis 
nipido que cualquiera de los dos algoritmos implantados en Ia computadora NCUBE 
utilizando todos los procesadores con los que cuenta, perc se nota que es imposible reducir 
el tiempo utilizado en Ia computadora DEC-ALPHA, lo que no sucede en Ia computadora 
paralela NCUBE ya que en caso de adicionarle mas procesadores es posible reducir mas el 
tiempo. Otro aspecto es que, aun cuando Ia computadora DEC-ALPHA cuenta con el doble 
de MFLOPS que Ia computadora NCUBE, los resultados nos indican que el tiempo en Ia 
DEC-alpha con 400,000 datos es ligeramente menor que Ia computadora NCUBE, esto es 
porque aun que el procesador sea muy rapido, es detenido por Ia ve\ocidad de Ia memoria. 
to que en lls r:ol:·,f,!Jradoras paralelas se minimiza ya que los acceSos a memoria son 
distribuidos entrt! !e;s procesadores 

Ademcis de este trabajo se puede ver en (Fox 88), una comparaci6n entre los 
ordenamientos Shellsort, Quicksort y el algoritmos para ordenar listas Biotonicas, tambien 
en [Nassimi 93] se presenta una implantaci6n del algoritmo de ordenamiento por mezcla par 
e impar, todos estos algoritmos pertenecen a los algoritmos basados en mezclas y las 
implantaciones se realizaron en una computadora con arquitectura hipercubo. 

" 

100000 

Figura 2.9 Tiempos de proceso (grafica comparativa) 
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Capitulo 3 

~goritmos de teoria de graficas en paralelo 

El objetivo de este capitulo es tratar dos problemas principales que corresponden a dos 
algoritmos de teoria de grificas: el algoritmo paralelo para encontrar el irbol de extensiOn 
minimal y una aproximaci6n paralela al problema del vendedor viajero. En Ia secci6n 3. 1 Teoria 
de grificas, se dan definiciones y conceptos de grificas, 8.rboles, nodes, lazes y trayectorias; en 
3.2 SoluciOn Paralela al Arbol de ExtensiOn Minimal (SPAEM), se define en que consiste un 
8.rbol de extensiOn minimal de una grifica; en 3.2.1 Algoritmo SPAEM, se describen las 
caracteristicas del algoritmo, como funciona, como se mapea a un hipercubo y se da un ejemplo 
del algoritmo, en 3.2.2 Complejidad, se analiza Ia complejidad del algoritmo, que nos dice cual es 
el comportamiento en tiempo del algoritmo; en 3.2.3 Resultados experimentales, se analizan 
pruebas realizadas en Ia computadora NCUBE 2; en 3.3 Aproximaci6n al Problema del Vendedor 
Viajero (APVV), se describe en que consiste el problema del vendedor viajero y se comentan las 
caracteristicas de los algoritmos de aproximaci6n; en las secciones 3.3. 1 Algoritmo APVV, se 
describen las caracteristicas del algoritmo, como funciona, como se mapea a un hipercubo y se da 
un ejemplo del algoritmo; en 3.3.2 complejidad Complejidad, se analiza Ia complejidad del 
algoritmo, que nos dice cual es el comportamiento en tiempo del algoritmo; en 3.3.3 RazOn 
limite, se demuestra que Ia raz6n limite del algoritmo APVV es igual ados, es decir, cuando se 
rninimiza un problema por un algoritmo de aproximaciOn. el resultado no es mayor que eJ doble 
del resultado optima; en 3.3.4 Resultados experimentales, se analizan pruebas realizadas en Ia 
computadora NCUBE 2. 

3.1 Teoria de grificas 

Las graficas fueron introducidas por el matemitico L. Euler en 1736, y actualmente se 
utilizan en Ia representaci6n de las relaciones que ocurren en varias situaciones del mundo real, 
como en los sistemas de comunicaci6n, el r8.pido crecimiento de Ia tecnologia VLSI y Ia 
disponibilidad de computadoras paralelas han permitido el desarrollo de algoritmos paralelos 
eficientes para varies problemas de teoria de gr8.ficas, dada su amplia aplicaci6n en redes de 
comunicaciones, e16ctricas y de transportes, ademas en el disefio de VLSI, y en problemas de 
optimizaciOn entre otras ireas de Ia ciencia y Ia ingenieria, en donde los problemas requieren 
soluciones r3.pidas por lo que el procesamiento eficiente de grificas ha sido un punta de 
investigaciOn para disei'iadores de algoritmos 

Sea G = (V,L) una gratica no dirigida con peso, donde Ves un conjunto finite de vertices y 
L es un conjunto finite de lazos. Los vertices tambien son llamados nodos y los lazos se conocen 
como arcos. Un laze esta formado por un par de vertices (v , u), si (v, u) es un lazo no dirigido, 
entonces (v , u) = ( u , v), de cualquier manera nos referiremos a una grifica no dirigida 
simplemente como un gnifica. El simbolo I I nos indicara Ia cardinalidad del conjunto, por lo que 
fl = 11-'1 es eJ nUmero vertices y 111 = ILl el nUmero de lazos. Dos vertices v y" son adyacentes si (v 
, u) es un lazo; se dice que (v, u) es incidente a los vertices v y u. 
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Una trayectoria es una secuencia de venices v~. ... ,v" tal que (v;, v1• 1 } es un lazo para I 
S i < 11. Una trayectoria es simple si todos los venices en Ia trayectoria son distintos, con Ia 
excepci6n que v,, y v" pueden ser el mismo, Ia longitud de Ia trayectoria es el nUmero de lazos a 
traves de Ia trayectoria. Se dice que una trayectoria v1, •• , v" conecta a v1, y v" . Una grafica es 
conectada si cualquier par de vertices de Ia grafica esta conectado. 

Sea G = (V,L} una grafica con el conjunto de venices V y el conjunto de lazes L . Una 
suhgrilfica de G es una gnifica G · = (V',L '} donde 

I . V' es un subcojunto de V. 
2. L 'consiste de lazes (v, u} en L, tal que v y u estan en V' 

Si L' consiste de lazos (v , u) en L, tal que v y u estan en V', entonces G' es llamado Ia 
subgrajica inducida de G. 

Un componente conectado de una grafica G es una subgrilfica inducida que es conectada y 
maximal, una subgr3fica inducida conectada, no es subgnifica propia de ningUn otra subgrafica 
conectada de G. 

Un cic/o en una grafica es una trayectoria de longitud tres o mas. que conecta un venice 
con si mismo. Una grilfica es ciclica si contiene al menos un ciclo. Una gratica aciclica conectada 
es Hamada arbol 

En este capitulo presentaremos dos algoritmos de teoria de gr3ficas en computadora con 
arquitectura hipercubo NCUBE 2, el algoritmo denominado Soluci6n Paralela al Arbol de 
ExtensiOn Minimal [Das 90a] y [Das 90b] y el algoritmo Aprox.imaciOn al Problema del Vendedor 
Viajero [Cormen 92] y [Rosenkrantz 77] 

3.2 Soluci6n Para lela al Arbol de Extensi6n Minimal (SPAEM) 

Se considera una grafica no dirigida, con peso G = (V, L), conn = IJ-1 v6nices y m = ILl 
lazes, sin cicles o lazes paraleles. Sea V= {v,, ... , v~} el conjunto de vertices y L = {/1, ... , lm} el 
conjunto de lazes, tambien se asume que d(/,) e R', donde R~ es el cenjunto de los nUmeres 
reales positives y des el peso e le ngitud dellazo e; .. Una subgrafica de una gnifica conectada G 
es un arbol de extensiOn, si es un arbol que conecta tedos los v6nices de G. Un arbol de 
extensiOn minimal de una grafica con peso es aquel, donde Ia suma de los pesos de sus lazes es 
minima. 

Hay dos algoritmos secuenciales comU.nmente usados para obtener el AEM de una gratica 
no dirigida [Horowits 77] y [Carmen 91), que se basan en: Ia estrategia primero ellazo mas cone 
dada por Kruskal, y en Ia estrategia primero el vecino mas prOximo dada por Prim y de manera 
independiente tambi6n por Dijkstra. El algoritmo paralelo SPAEM utiliza el algoritmo de Kruskal 
como subrutina para descartar sucesivamente lazos que no pertenecen al (AEM} . 
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El algoritmo SPAEM es una combinaci6n de los algoritmos para obtener el AEM de 
Kruskal que es un algoritmo de tipo voraz, y el Mergesort que es del tipo divide y vencenis 
[Horowits77) y (Knuth 73), el algoritmo consta de dos etapas las cuales son Ia aplicaci6n de los 
algoritmos mencionados. El algoritmo mapea el problema a una arquitectura hipercubo. El 
algoritmo SPAEM que se implant6 estli basado en mezclas, y funciona en un hipercubo con k 
dimensi6nes. 

3.2.1 Algoritmo SPAEM 

/ . Algoritmo SPA EM, para e/ procesador i (i). Este algoritmo calcula eJ AEM de una gr.ifica no 
dirigida, en una computadora hipercubo k dimensiOnal, es decir se puede utilizar con el nUmero de 
procesadores disponibles en Ia computadora en que se implante. Una implantaci6n en un 
hipercubo de este algoritmo se pude revisar en (Das 90a] v [Das 90b] 
variables utilizadas: 

m es el nUmero de lazes 
II es el nUmero de vertices 
k, es Ia dimensiOn del hipercubo 
p, es el nUmero de procesadores en el hipercubo y p = 2k 
i , es el identificador de cada procesador, donde Osisp-1 
r, es el identificador del procesador fuente o destine, donde Osrsp-1 
s, nos indica Ia dimensiOn de hipercubo actual, o el nivel en el lirbol de mezcla 
Tab. es el arreglo que contiene los elementos a ordenar 

2. Estructura de datos. La entrada de este programa es una list a de lazes Tab, que forma Ia gratica 
G, distribuida en los p procesadores, Ia salida sera una lista de lazos Tab que sera depositada en el 
procesado r 0 y formara el AEM del grafo dado. Cada dato estara formado por Ia tripleta (u, v, d), 
que serin node, node y distancia o peso, que nos describirlin los lazes de Ia grlifica al que se \e 
claculara el AEM. 
Entrada 

Arreglo Tab(O .. m], sea w=mlp y el subarreglo Tab[i*w .. (i+ J)*w-1], esti almacenado en Ia 
memoria local del procesador i del hipercubo con dimensiOn k. 

Salida : 
Arreglo Tab(O .. n] lazes del AEM en el procesador i. donde i"" 0. 

3. Elementos del a/goritmo. Aqui se mostrarilos elementos y subrutinas del procedimiento llamado 

SPAEM: 
void SPAEM (){ 

t• (4. Primera etapa)*l 
kruskal(); 
t• (5. Segundo etapa)*l 
kruskal_paralelo{); 
if (pn=O) 

resultado(); 
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4. Primero erapa. En esta etapa un m.iximo de w lazos son asignados a cada uno de los 
procesadores, despues todos los procesadores utilizan simuJtaneamente el algoritmo primero el 
lazo mas corto dado por Kruskal, en su porciOn de lazos correspondiente y producen un AEM 
como una lista ordenada de lazos en base a su distancia, esto lo realizamos de Ia siguiente forma, 
en quicksort(), se ordenan los lazos de fonna incremental en base a su distancia, despues en 
borra_lazos(), si un lazo conecta, dos componentes conectados, entonces se adiciona el lazo al 
AEM, si ellazo conecta dos vertices en el mismc componente, el lazo se elimina ya que este lazo 
provocaria un ciclo en el AEM, cuando todos los vertices estan en un componente, este 
componente es el AEM del grafo dado. 
kruskal(){ 

} 

quicksort(); 
borra_lazos(); 

5. Segundo etapa. En esta ultima etapa se realizan k transmisiones cit: datos en paralelo y tambien 
k veces se aplica el algoritmo de Kruskal, sOlo que ahora para ordenar a los lazos se utiliza una 
mezcla paralela de dos listas en Iugar de un quicksort(), despues se emplea el procedimiento 
borra_lazos(), para encontrar el AEM, como se comento en 4. Primera etapa, en general durante 
el paso s, donde 0:::; s < k y se comienza cons = k-1, el procesador i envia o recibe a lomas una 
lista de longitud n (nU.mero de vertices), al procesador r, el procesador que recibe Ia lista es aquel 
que tenga el identificador con nU.mero menor, despues mezcla Ia lista que recibe y Ia propia, por 
medio del procedimiento mezcla(}, las dos listas tienen a lo mas longitud n, despues de obtener Ia 
lista ordenada se aplica el procedimiento borra_lazos(), que perm.ite obtener un AEM parcial, 
basta el ultimo paso s que es donde se obtiene el AEM del grafo dado Para calcular r se realiza 
Ia operaciOn Or - exclusiva ($) entre el identificador i y 2'(se obtiene realizando un corrimiento 
de s bits). En cada paso s se elimina Ia mitad de los procesadores, esto sucede basta que el 
resultado de Ia mezcla se concentra en el procesador 0, en Ia figura 3. 1, se muestra en el incise a), 
como se construye el arbol de mezcla desde que se utilizan los p procesadores basta que se 
concentra el resultado en el procesador 0, ademas se puede ver como se mapea el arbol de mezcla 
al hipercubo k dimensiOnal que se utilice, en Ia figura se considera que Ia dimensiOn de hipercubo 
k ~ 2. 
kruskal_paralelo(); { 
for( s ~ k-1 ; s> ~O; s--) 

if( (r ~ i $ / « s)< i} { 
manda_datos(); I* el procesador i manda una lista a\ procesador r *I 
return; 

}else{ 
recibe_datos(); I* el procesador i recibe una lista del procesador r *I 

mezcla(); I* el procesador i mezcla dos, listas Ia recibida con Ia propia *I 
borra _lazos(); 
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Despues del kruskal_paralelo(), Ia lista que contiene los lazes con el AEM se encuentra 
en el procesador 0. 
if(pn~O) 

resullado(); 

a) <irbol de mezcla b) <irbol de mezcla en el hipercubo 
y eliminaci6n de lazos 

Figura 3.1 Ejemplo de etapa dos del SPAElvf, k=2 

A continuaci6n se vera un ejemplo de como funciona el algoritmo SP AEM, para esto se 
utilizara una serie de lazos no ordenada en forma de Ia tripleta (vertice, vertice, distancia), por lo 
que los lazos de Ia gnifica no dirigida G. seran: ((a,b,20), (a,d,20), (a,f,S), (a,h,9), (b,d,S), (b,f,4), 
(b,h,S), (c,e,20), (c,g,26), (d,e,2), (d,g,S), (e,f,2), (f,h,S), (a,c,26), (a,e, 10), (a,g,4),. (b,c,2), 
(b,e, IO), (b,g,16), (c,d,IS), (c,f,IO), (c,h,S), (d,f,4), (d,h,17), (e,g,2), (f,g,4), (g,h, IJ)) y se 
claculara el AEM utilizando un hipercubo con dimensiOn k= l , es decir condos procesadores, p = 

2 = 2t Primero, se dividen los datos de manera que carla procesador tenga aprox.imadamente el 
mismo nUmero de datos, los subconjuntos de datos distribuidos deben ser disjuntos, despues se 
calcula el AEM local de los lazos en carla procesador, esta se reaJiza en 4. Primera etapa, con el 
procedimiento kruskal(), ver figura 3.2 incise a). Ahara carla procesador contara con un AEM 
parcial y claculara el AEM global con el procedimiento kruskal_paraleloO, primero 
intercambiando los datos entre los procesadores se mezclaran los datos con el procedimiento 
mezcla(), despues con borra_lazos() eliminara los lazos que no pertenecen al AEM, como se 
revisa en 5. Segundo etapa, ver figura 3.2 incise b). AJ final el AEM se encuentra en el procesador 
0 yes ((d,e,2), (e,f,2), (b,f,4), (b,h,S), (b,c,2), (e,g,2), (a,g,4)) 
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. Entrada, el grafo G : [ (a,b,20), (a.d,20), (a,f,8), (a,h,9), (b,d,8), (b,f,4), (b,h,S), (c,e,20), 

(c,g,26), (d,e,2), (d,g,8), (e,f,2), (f,h,S), (a,c,26), (a,e,IO), (a,g,4), (b,c,2), (b,e,IO), 

(b,g, 16),(c,d, 18), (c,f, 10), (c,h,S), (d,f,4), (d,h, 17), (e,g,2), (f,g.4), (g,h, 13) I 

PO 

Entrada para el procesador 0 : [ (a,b,20), (a,d,20), (a,f,8), (a,h,9), (b,d,8), (b,f,4), (b,h,S), 

(c,e,20), (c,g,26), (d,e,2), (d,g,8), (e,f,2), (f,h,S) I 
Salida : [ (d,e,2), (e,f,2), (b,f,4), (b,h,S), (a,f,8), (d,g,8), (c,e,20) I 

PI 

Entrada para el procesador I : [ (a,c,26), (a,e, 10), (a,g,4), (b,c,2), (b,e, I 0), (b,g, 16), 

(c,d, l 8), (c,f, IO), (c,h,S), (d,f,4), (d,h,17), (e,g,2), (f,g,4), (g,h, IJ) I 
Salida : [ (b,c,2), (e,g,2), (a,g,4), (d,f,4), (f,g,4), (c,h,S), (b,e, 10) I 

a) plimera etapa, kruskaiQ, en el procesador i=l y 2 
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Entrada = [ (d,e,2), (e,f,2), (b,f,4), (b,h,S), (a,f,8), (d,g,8), (c,e,20), (b,c,2), (e,g,2), 
(a,g,4), (d,f,4), (f,g,4), (c,h,S), (b,e, 10) ] 
Salida= [ (d,e,2), (e,f,2), (b,f,4), (b,h,S), (b,c,2), (e,g,2), (a,g,4) ] 

b) segunda etapa, kruskal_paralelo() 

Figura 3.2 Ejemplo de cirbol de extensiOn minimal, k = I 

3.2.2 Complejidad 

Para el calculo de Ia complejidad se considera una gnifica no dirigida, con peso G = (V, L), 
con 11 = Jl-'1 vertices y m = !LI Iazos, sin ciclos o lazos paralelos. El SPAEM consiste en que cada 
procesador obtenga el <irbol de extensiOn minimal (AEM) de una sublista de lazos de longitud 
mlp , considerando a p fijo y con un valor p :s; log (n), el AEM se obtiene de Ia siguiente forma, en 
Ia primera etapa del algoritmo, primero con el procedimiento kruskal(), que consta de los 
procedimientos quicksort() y borra_lazos(), en quicksort(), se ordena una lista local de lazos, de 
Ia misma forma que al inicio del algoritmo OPQM del capitulo 2.2, par lo tanto podemos decir: 

Quick_ comparaciones = (mlp) log (m) • mklp 

A estas sublistas ordenadas se le aplica el procedimiento borra_lazos(), que elimina los 
lazos que crean ciclos en un tiempo O(mlp), estos dos procedimientos forman el AEM, en cada 
procesado~ de Ia misma forma que el algoritmo secuen~ial de Kruskal .. 

La segunda etapa consiste en el procedimiento kruskal_paralelo(), que calcula el AEM 
en base a varies AEM parciales, esto se realiza de Ia siguiente forma, primero combina 
sucesivamente las sublistas de lazos de cada procesador, y despues cada que un procesador 
obtenga una nueva lista, se combina Ia lista propia con Ia que llega esto con el procedimiento 
mezcla en un tiempo O(n), se aplica borra_lazos(), que ocupa un tiempo O(n), estos dos 
procedimientos se realizan k veces pa r lo que Ia complejidad es O(nk) = O((n)(log(p)) . 
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El tiempo de comunicaci6n durante Ia segunda etapa consta de dos partes: El tiempo de 
inicializaci6n Tl y el tiempo de transferencia de un data TD. podemos estimar el tiempo total de 
comunicaci6n del algoritmo de Ia siguiente forma: 

Tiempo_comunicaciones =± (TI + TOn)= T/k+ rD± II 

~~~ <=I 

= T/ k + TD (nk) 

De lo anterior observamos que Ia cantidad de datos a transmitir depende lineal mente de n, 
ya que con k constante o tija, O(nk) = O(n). Por Jo tanto podemos concluir que Ia primera etapa 
que aplica el procedimiento kruskal(), requiere O((m/p)log(m)), mientras que en Ia segunda etapa, 
Ia mezcla(), requiere O((n)log(p)) y Ia comunicaci6n requiere O((n)log(p)) ya que k = log(p), 
entonces Ia complejidad es 

tiempo(m) = O((mlp) log(m)) + O((n)log(p)) + O((n)log(p)) 
= O((m/p) log(m)) + O((n)log(p)) 
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3.2.3 Resultados experimentales 

El algoritmo SPAEM se implant6 en una computadora NCUBE con Dcho procesadores y 
se program6 en Jenguaje C. Para realizar las pruebas fueron generadas series de datos aleatorios 
(para obtener cada valor se realizaron veinte pruebas}, ademis se prob6 con datos (nUmerDS 
enteros de 4 bytes) y con I, 2, 4, y 8 procesadores (hipercubo de dimensiOn k~ O. I, 2, y 3) en 
una computadora dedicada. Los resultados se ilustran en Ia figura 3.3, y no incluyen el tiempo 

para distribuir los datos en los procesadores. Podemos ver que en terminos generales el 
componamiento del algoritmo es bueno ya que efectivamente se reduce el tiempo de ejecuci6n 
conforme aumentan los procesadores 

28 ==~~~~~~~~-

24 

Figura 3.3. Tiempos de proceso 

28 
24 

Ahora se analiza Ia eficiencia del algoritmo E(n), como se defini6 en el capitulo 1.5 

E(n) ~ TS(n)/(pTP(n)) 
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Se nota que cuando va aumentando el nUmero de procesadores Ia eficiencia es menor 
como lo ilustra Ia figura 3.4, esto se debe a las caracteristicas del algoritmo, que en cada nivel de 
mezcla se subutilizan Ia mitad de los procesadores que est<in actives, es decir, en el Ultimo paso 
del algoritmo cuando se mezclan las dos Ultimas listas ordenadas, sOlo un procesador se encuentra 
trabajando, un punta a favor de este algoritmo es que las listas a mezclar en paralelo, siempre 
permanecen de longitud n. 

Figura 3. 4. Eficiencia. Para Jines de visua/izaci6n el or den de los procesadores es diferente 

3.3 Aproximaci6n al Problema del Vendedor Viajero {APW) 

El problema del vendedor viajero (PVV), es de gran interes y ha sido planteado de 
diferentes maneras, el algoritmo APW que se implant6 tiene el siguiente planteamiento. 

Una gr<ifica G del vendedor viajero es una gnifica no dirigida con peso especificada par Ia 
dupla (V,L) donde V es el conjunto de vertices y L es el conjunto de vertices, donde des Ia 
formulacion de distancia que mapea pares de nodos o lazos, en los nUmeros reales, y donde d 
satisface · 

a) d(j,i) = d(iJ) para todo iJ en V 
b) 0 s d(iJ) para todo iJ en V 
c) d(i,k) < d(iJ) + d(j,k) para todo i j.k en V 

52 



CENTRO DE INVESTIGACION Y DE ESTUOIOS AVANZADOS DELI.P.N. 

La condici6n c) se conoce como Ia desigualdad del triangulo, el nUmero d(iJ) es llamado 
longitud o peso de (i.J), un recorrido del vendedor viajero en Ia grafica G es un circuito en Ia 
gr<ifica, conteniendo cada nodo exactamente una vez (un circuito hamiltoniano). La longitud de 
un recorrido es Ia suma de Ia longitud de los lazos que componen el circuito. Una soluci6n Optima 
o circuit a Optima para G, es un circuito con longitud minima 

El PVV es algunas veces formulado como el problema de encontrar un circuito de 
longitud minima, conteniendo cada nodo una vez en una grafica no dirigida en donde las 
distancias no est<in sujetas a Ia desigualdad del tri<ingulo, no obstante un problema establecido de 
esta manera puede ser reducido al problema considerado aqui, cambiando cada d(i,J) a Ia longitud 
de Ia trayectoria mas corta entre ij. Por lo tanto las resultados que inicialmente fueron propuestos 
en terminos de un nuevo problema, puede aplicarse al problema original. 

El mejor metoda conocido que resuelve el problema del vendedor viajero toma un tiempo 
exponencial en el nllmero de nodes, alln mas el problema es NP-Completo. Se puede ver que 
determinar cuando una gratica no dirigida tiene o no un circuito hamiltoniano es NP-Completo 
[Hopcroft 79], este problema puede ser reducido al problema del vendedor viajero. 

En vista de las dificultades computacionales en obtener circuitos optimales, un buen 
nU.mero de algoritmos han sido desarrollados, los cuales son r<ipidos pero no necesariamente 
producen circuitos optimales. Por lo que si se desea resolver problemas de optimizaci6n NP­
Completos con algoritmos con una complejidad polinomial baja, es necesario relajar el significado 
de Ia soluci6n [Carmen 91 ] y [Horowits 77]. Existen varias relajaciones posibles, en este 
algoritmo se cambiara el requerimiento de que el algoritmos que resue\ve el problema de 
optimizaci6n PO genere siempre una soluci6n optima. Este requerimiento sera reemplazado por el 
de que el algoritmo para PO siempre genere una soluci6n factible con un valor "cercano" al valor 
de Ia soluci6n optima, Ia que es Hamada soluci6n aproximada. Un algoritmo de aproximaci6n para 
PO es un algoritmo que genera una soluci6n aproximada para PO. La raz6n limite es un factor 
que nos indica que tan optima es Ia aproximaci6n y se define como : raz6n limite = Soluci6n 
aproximada I soluci6n optima. Entre mayor se Ia raz6n limite Ia aproximaci6n sera pear 

El algoritmo APVV que se planteo es una algoritmo de aproximaci6n. El recorrido que el 
algoritmo APVV regresa tiene raz6n limite de 2, es decir Ia distancia del recorrido no es dos 
veces mayor que Ia longitud del circuito 6ptimo. 

Se calcula un circuito del vendedor vlajero de una grafica G no dirigida, usando el 
algoritmo SPAEM de Ia secci6n 3.2 para calcular el arbol de extensiOn minimal de una grafica 
dada, cuando Ia funci6n de costa satisface Ia desigualdad del triangulo. El algoritmo mapea el 
problema a una arquitectura hipercubo. El algoritmo consta de tres etapas las cuales se describir.in 
a continuaci6n. 
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3.3.1 Algoritmo APW 

1. Algoritmo APW, para el procesador; (i). Este algoritmo calcula una soluci6n aproximada al 
problema del vendedor viajero (PVV}, de una gr3.fica no dirigida, en una computadora hipercubo 
k dimensiOnal, es decir se puede utilizar con el nUmero de procesadores disponibles en Ia 
computadora en que se implante Una versiOn secuencial de este algoritmo se pude revisar en 
[Cormen 91] . 
variables utilizadas: 

m es el nUmero de lazes 
n es el nUmero de vertices 
k, es Ia dimensiOn del hipercubo 
p, es el nUmero de procesadores en el hipercubo y p = 2k 
i, es el identificador de cada procesador, donde 0-:. i !!.p-1 
r, es el identificador del procesador fuente o destine, donde Os. r s p-1 
s, nos indica Ia dimensiOn de hipercubo actual, o el nivel en el 3.rbol de mezcla 
Tab, es el arreglo que contiene los elementos a ordenar 

2. Estructura de datos. La entrada de este programa es una lista de lazes Tab, que forma Ia gr3.fica 
G, distribuida en los p procesadores, Ia salida sera una lista de lazes Tab que sera depositada en el 
procesador 0 y formani un circuito del vendedor viajero. Cada data estara formado par Ia tripleta 
(u, v. d), que ser3.n nodo, nodo y distancia o peso, que nos describiran los lazos de Ia gnifica al 
que se le claculara una soluci6n al PVV. · 
Entrada : 

Arreglo Tab[O .. mJ, sea w=mlp y el subarreglo Tab[i*w .. (i+ /)*w-1], esta almacenado en Ia 
memoria local del procesador i del hipercubo con dimensiOn k 

Salida 
Arreglo Tab(O .. n] datos del circuito del vendedor viajero en el procesador i, donde i = 0. 

3. Elementos del algoritmo. Aqui se mostrara los elementos y subrutinas del procedimiento 
llamado APVV: 
vo;d APVV(){ 

I* (4. Primero etopa)*l 
SPAEM(); 
/* (5. Segundo dopa)*/ 
elige_raiz(); 
preorden(); 
;r(pn~O) 

resultado(); 
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4. Primera etapa. Esta etapa consiste en que cada procesador utilice el procedimiento SPAEM(), 
que se revis6 en Ia secci6n 3.2.1 Algoritmo SPAEM, para obtener el clrbol de extensiOn minimal 
(AEM) T, de Ia grafica no dirigida G. 
void SPA EM()( 

) 

kruskal(); 
kruskal_paralelo(); 

5. Segunda etapa. En esta etapa se selecciona un vCrtice como Ia raiz del AEM, r e V se puede 
tomar cualquier vertice 
elige_raiz(); 1• se elige un vt!rtice cualquiera */ 

Desput!s se obtiene Ia lista de los vertices LV que son visitados en un recorrido preorden 
en el AEM T, y el resultado es e! ciclo hamiltoniano que visita los vertices en el orden LV. El 
recorrido preorden en el AEM, consiste en visitar recursivamente todos los vertices del cirbol, 
Jistando el vt!rtice cuando es encontrado por primera vez, esto es antes que cualquiera de sus hijos 
sea visitado 
preorden(); /* tomada a r como raiz y recorre el AEM *I 

DespuCs de preorden(), Ia lista que contiene los lazes con el circuito del vendedor viajero 
se encuentra en el procesador 0. 
if (pn==O) 

resultado(); 

A continuaciOn se vera un ejemplo de como funciona el algoritmo APVV, para esto se 
utilizara una serie de lazes no ordenada en fonna de Ia tripleta (vCrtice, vertice, distancia), por lo 
que los lazos de Ia grafica no dirigida G, seran: ((a,b,20), (a,d,20), (a,f,8), (a,h,9), (b,d,8), (b,f,4), 
(b,h,5), (c,e,20), (c,g,26), (d,e,2), (d,g,8), (e,f,2), (f,h,5), (a,c,26), (a,e, 10), (a,g,4), (b,c,2), 
(b,e,IO), (b,g, l6), (c,d,l8), (c,f,IO), (c,h,5), (d,f,4), (d,h,l7), (e,g,2), (f,g,4), (g,h, l3)) y se 
clacular;i una soluci6n a! PVV utilizando un hipercubo con dimensiOn k= I, es decir con dos 
procesadores, p = 2 = 2" Primero, se aplica el procedimiento SPAEM{), para obtener·el AEM 
esto se realiza en 4. Primera etapa, ver figura 3.5 incise a). Ahora el AEM se encuentra en el 
procesador 0 yes ((d,e,2), (e,f,2), (b,f,4), (b,h,5), (b,c,2), (e,g,2), (a,g,4)). Despues se aplicaran 
los procedimiento elige_vertice() que elige una raiz (a) y el procedimiento preorden(), 
recorrera el cirbol, como se revisa en 5. Segunda etapa, ver figura 3.5 incise b) y c). Finalmente el 
circuito del vendedor viajero es: ((a), (g), (e), (d), (f), (b), (c), (h)). 
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PO 

Entrada, Ia grafica G = [ (a.b,20). (a.d,20), (a,f,8), (a,h,9), (b,d,8), (b,f,4), (b,h,S). (c.e,20). 

(c,g,26), (d,e,2). (d,g,8), (e,f,2). (f,h,S), (a,c,26), (a,e,IO). (a,g,4). (b,c,2). (b,e, IO). 

(b,g,16).(c,d,18). (c,f,IO). (c,h,S), (d,f,4), (d,h,17), (e,g,2), (f,g,4), (g,h, IJ)] 

Salida= [ (d,e,2), (e,f,2). (b.f,4), (b,h,S). (b.c,2), (e,g,2). (a,g,4)] 

a) primera etapa, aplicar SPAEM() 

PO 

Entrada = [ (d,e,2), (e,f,2). (b,f,4), (b,h,S), (b,c,2), (e,g,2). (a,g,4)] 

Salida= [(a), (g), (e). (d), (1). (b), (c), (h)] 

b) segunda etapa, elige_raiz() y preorden() 
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PO 

c) Circuito ohtenidv por A.PVV() 

Figura 3.5 Ejemplo del algoritmo APVV. k= 1 

3.3.2 Complejidad 

La primera etapa del algoritmo APW consiste en el procedimiento SPAEM(), que vimos 
en Ia secci6n 3.2 de este capitulo, por lo tanto podemos decir : 

SPAEM_Operaciones = O(mlp ) log (m) + O(n)log(p) 

La segunda etapa consiste de dos procedimientos, elegir_raiz() y preonlen(), 
elegir_raiz() toma un nodo dellazo mas corto por lo que toma un tiempo 0(1) = O(c), con c 
constante. La tercera etapa consiste en un recorrido preorden(), en el AEM T con n nodos, por lo 
que toma un tiempo O(n). 

Observamos que Ia cantidad de datos a transmitir depende del algoritmo SPAEM por lo 
que es: 

Tiempo _ comunicaciones = Tl k + TD (nlc) 

Por lo tanto podemos concluir que en Ia primera etapa, el procedimiento SPAEM(), toma 
O((m/p)l~g(m)) + O((n)log(p)), esta etapa tambien nos da Ia complejidad en Ia comunicaci6n que 
es O((n)log{p)). mientras Ia etapa de elegir_raiz(), requiere O(c) y Ia etapa del recorrido 
preorden(), requiere O(n), entonces Ia complejidad es: 

tiempo(m) = O((mlp) log(m)) + O((n)log(p)) + O(c) + O(n) 
= O((mlp) log(m)) + O((n)log(p)) + O(n) 
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3.3.3 Raz6n limite 

El algoritmo APVV es un algoritmo de aprox.imaciOn [ver Apendice 3A], con razOn limite 
igual a 2, para el problema del vendedor viajero que cumple con Ia desigualdad del tri3.ngulo 

DemostraciOn 

Sea H• un circuito Optima para un conjumo V, de vertices Una forma equivalente del 
teorema es costa (H") ::; 2(costo (H•)), donde H" es el circuito regresado par APVV. Ya que se 
obtiene un ilrbol de extensiOn minimal (AEM) en base a los lazes de menor longitud, si T es un 
AEM para un conjunto de vertices, entonces 

COSIO (7) :5: costa (H•) 3.3. 1 

un recorrido completo de un <irbol T. lista los vertices cuando son visitados primero y 
tambien cuando quiera que regresen despues de visitar al sub<irbol, a este recorrido to llamaremos 
R. El recorrido complete del AEM del ejemplo de Ia figura 3. 5 da el siguiente arden 

a, g, e, d, e, f, b, c, b, h, b, f, e, g, a 

Ya que el recorrido complete atraviesa todos los lazes de Texactamente dos veces, se tiene 

Costo (R) : 2 (costo (7)) 3.3.2 

Las ecuaciones (3.3.3.1) y (3.3.3 2) implican que 

COSIO (R) < 2 (COSIO (H')), 3.3.3 

Y par Ia tanto el costa de R esta dentro del factor de 2, del costa del circuito Optima . Aun que R 
no es un circuito, ya que visita algunos vertices mas de una vez, par media de Ia desigualdad del 
triilngulo se puede eliminar Ia visita a cualquier venice de R y el costa no se incrementa (si un 
venice v que esta entre los vertices u y w es borrado de R , el arden resultante indica ir 
directamente de u a w). Aplicando varias veces esta operaci6n podemos remover de R a todos los 
vCrtices ex:cepto a Ia primera visita de cada venice. en el ejemplo de Ia figura 3.5 nos queda el 
siguiente qrden 

a, g, e, d, f, b, c, h. 

Este arden es el mismo que el obtenido al realizar un recorrido preorden en el ilrbol T. Sea H" el 
ciclo correspondiente a este recorrido preorden. Este es un ciclo hamiltoniano, ya que cada 
venice es visitado exactamente una vez, y este ciclo es calculado par el APVV Ya que H" es 
obtenido al borrar vertices del recorrido completo R. se tiene 
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costo (H''') :5 costo (R) 3.3.4 

combinando las desigualdades (3 .3.3) y (3 .3.4) se completa Ia demostraci6n 

coste (W) 5 coste (R) 5 2 (coste (H')) 
costo (H") s: 2 (costo (H*)) 

3 .. 3.4 Resultados experimentales 

0 

El algoritmo APVV se implant6 en una computadora NCUBE con ocho procesadores y se 
program6 en lenguaje C. Para realizar las pruebas fueron generadas series de datos aleatorios 
(para obtener cada valor se realizaron veinte pruebas), adem<i.s se prob6 con datos (nUmeros 
enteros de 4 bytes) y con I, 2, 4, y 8 procesadores (hipercubo de dimensiOn k=O, 1, 2, y 3) en 
una computadora dedicada. Los resultados se ilustran en Ia figura 3.6, y no incluyen el tiempo 
para distribuir los datos en los procesadores. Podemos ver que en ttinninos generales el 
comportamiento del algoritmo es buena ya que efectivamente se reduce el tiempo de ejecuciOn 
conforrne aumentan los procesadores. 

Tiempo \ 5eg. i 

Figura 3.6. Tiempos de proceso 
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Ahara se analiza Ia eficiencia del algoritmo E(n), como se definiO en el capitulo I . 5 

E(n) = TS(n)/(pTP(n)) 

Se nota que cuando va aumentando el nUmero de procesadores Ia eficiencia es menor 
como lo ilustra Ia figura 3.7, esto se debe a las caracteristicas del algoritmo, ya que en Ia primera 
etapa, se utiliza el algoritmo SPAEM, el algoritmo APVV presenta un comportamiento similar es 
decir, en cada nivel de mezcla se subutilizan Ia mitad de los procesadores que estcin actives, ya 
que, en el Ultimo paso del algoritmo cuando se mezclan las dos Ultimas li stas ordenadas, sOlo un 
procesador se encuentra trabajando y en Ia segunda etapa los procedimientos eligir _raiz() y el 
recorrido preorden(), los realiza el ultimo procesador. Ademcis de este algoritmo, en [Dutt 93] se 
presenta una soluciOn al problema del vendedor viajero basindose en ttknicas de tipo brand and 
bound, tambien en [Dahlhaus 88] se presenta un algoritmo para encontrar circuitos hamiltonianos 
en grcificas densas .. 

Figura 3.7. Eficiencia. Para fines de visualizaciOn el orden de los procesadores es diferente 
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Conclusiones 

En el amilisis y disefio de los algoritmos del capitulo 2 y 3, se observaron varias ventajas 
del modelo de programaciOn SCMD: primero, el flujo de control de los algoritmos es simple ya 
que el comportamiento del algoritmo es el mismo en todos los procesadores, esto es muy 
importante ya que Ia idea es que Ia programaciOn eficiente sea f<icil de implantar ; segundo, los 
resultados se obtienen distribuyendo los datos en el numero de procesadores disponibles; es decir 
se pueden escalar los algoritmos a\ nUmero de procesadores disponibles de una forma sencilla; 
tercero, Ia realizaciOn de depuradores paralelos es mas f<icil, incluso se puede utilizar parcialmente 
los depuradores secuenciales que existen; cuarto, los compiladores actuales pueden generar 
cOdigo eficiente de un programa SCMD, es decir este modele es una soluciOn actual. Aunque par 
otro !ado las principales desventajas son que, el software que se obtiene no es portable y que r.s!e 
modelo no es aplicable para aplicaciones como bases de datos distribuidas o sistemas operatives 
distribuidos. Par lo que este modelos no es Ia soluciOn a Ia programaciOn paralela, sino son sOlo 
una soluci6n; que tiene una gran aplicabilidad, mas de Ia que se habia pensado en un principia 

Otro punta importante es que los algoritmos presentados proporcionan soluci6n a una 
gran cantidad de problemas ya que varios algoritmos se pueden reducir a los algoritmos aqui 
tratados, adem<is inicia el trabajo con las computadoras paralelas con arquitectura de tipo 
hipercubo en Ia secciOn de computaciOn (hay trabajo en paralelismo anterior en (Morales 87} pero 
con otro enfoque). Dado las caracteristicas del modelo de programaci6n SCrviD, los algoritmos 
presentados se fundamentan en tCcnicas ampliamente usadas en los algoritmos secuenciales como 
en los algoritmos de ordenamiento que son del tipo divide y vencer<is, el <irbol de extensiOn 
minima que es calculado con un algoritmos voraz y el problema del vendedor viajero que utiliza 
un algoritmo de aproximaci6n, esto nos proporcionan Ia pauta para Ia realizaci6n de otros 
algoritmos bas<indonos en dichas tCcnicas. 

El paralelismo es una realidad en aplicaciones numCricas que involucran operaciones con 
matrices y vectores, par Csto las aplicaciones que necesitan mas investigaci6n son las no 
numCricas como es el caso de esta tesis. 

Par otro !ado se observe en el desarrollo de este trabajo, que es necesario que los 
disei!.adores de algoritmos paralelos incrementen esfuerzos para publicar colecciones de 
algoritmos paralelos en un pseudo c6digo de alto nivel para reducir Ia necesidad de conocer 
detalladamente las caracteristicas del hardware, donde este pseudo lenguaje de alto nivel deber<i 
ser escrito· especificamente para computadoras paralelas con mUltiples instrucciones y mUltiples 
datos (MIMD) de modele de red como para computadoras (MIMD) de memoria compartida lo 
que fortalecera Ia programaciOn paralela. 
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Un punto negative del enfoque algoritmico es que aun cuando el algoritmo central sea 
paralelizado manualmente, el c6digo de una aplicaci6n compleja no sera acelerado como se 
desearia. aun mas, los mejores algoritmos diseiiados con el mayor cuidado contienen paralelismo 
implicito adicional, que puede ser a muy bajo nivel o demasiado irregular para ser explotado 
explicitamente por el diseilador humane. Por lo que para que el paralelismo sea una realidad es 
necesario explotar efectivamente el paralelismo a todos niveles 

Por otro !ado debemos considerar que se ha invertido demasiado en software secuencial 
por lo que Ia idea de rehusar software via compiladores que reconozcan el paralelismo en 
computadoras moderadamente paralelas es razonable, aunque el paralelismo a gran escala 
requiere una perspectiva diferente ya que son necesarios no sOlo lenguajes paralelos y extensiones 
paralelas a los lenguajes existentes, se necesitan tambien depuradores paralelos, editores dirigidos 
a Ia sintax.is, herramientas manejadoras de configuraci6n, seguir las orientaciones y requerimientos 
de Ia ingenieria de software modema. Para que el desarrollo de software paralelo se convierta en 
una realidad, el software debeni ser portable a una variedad de computadoras no es razonable 
realizar esfuerzos en desarrollar proyectos de software a gran escala para ser utilizados en una 
computadora con un futuro incierto, por !o que el software debe ser independiente de las 
caracteristicas del hardware 

Trabajos futures 

Actualmente el procesamiento paralelo es una subdiciplina de las ciencias de Ia 
computaci6n lo suficiente madura para tener sus propias conferencias, publicaciones y 
organizaciOn profesional . Pero el termino es usado con considerable ambigUedad, algunas veces 
"paralelo" significa "concurrente", otras "distribuido" y otras veces "multiprocesadores" o 
··multicomputadoras" Frecuentemente las redes neuronales son llamadas paralelas aun cuando no 
poseen distintas instrucciones. Por lo que seria muy Uti! para un trabajo futuro encontrar una 
clasificaciOn mas descriptiva de lo que esta sucediendo en el campo. La clasificaciOn dada por 
Michael S. Flynn necesita extenderse o modificarse, ya que aunque algunos autores como 
[Anderson 89], revisan algunas clasificaciones opcionales a Ia clasificaci6n de Flynn es necesario 
extender estas clasificaciones en tenninos de Ia topologia fisica, protocolos de interconexi6n, 
heterogeneidad de sistemas, memoria, flujo de datos y otras variables mas . 

Algunos puntos interesantes a desarrollar en computaci6n paralelas son: 

Un procesamiento mas efectivo (en este punta se cent ro esta tesis) . 

- Aproximar a los procesadores paralelos a su desempeiio pica 
- Hacer a Ia programaci6n de procesadores paralelos mas facil y automatizada. 
- Lograr que el procesamiento paralelo sea mas efectivo en costa. 
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Un procesamiento distribuido heterogeneo, esto es que los sistemas puedan contener distintos 
tipo de computadoras en forma de una computadora paralela virtual 

- OptimizaciOn estiltica a traves de una selecci6n Optima de los procesadores para cumplir 
con los requerimientos de cada aplicaciOn en particular, esto es posible combinando 
milquinas paralelas con milquinas secuenciales para atacar problemas que cuenten con 
ambas caracteristicas 
- Optimizaci6n dinilmica de los procesadores disponibles, es decir, lograr el punta anterior 
en cada momento, ademils de evitar Ia subutilizacion de los procesadores. 

Tecnologia que soporte procesamiento paralelo 

- Sistemas operativos distribuidos. 
- Mayor ancho de banda en redes de comunicaci6n. 
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