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INTRODUCCION 

La selecci6n de variables es una parte importante dentro del proceso de 
Reconocimiento de Patrones Una buena selecci6n de variables es un factor determinante en Ia 
calidad del reconocedor 

Ex.isten muchas tecnicas para llevar a cabo esta selecci6n. Algunas de elias son tecnicas 
matemliticas que se utilizan en el Reconocimiento de Patrones dentro del enfoque estadistico­
probabilistico, y que exigen que el modele a\ que se aplica. tenga tal o cual distribuci6n de 
probabilidades dentro de su espacio de variables o que sus datos no esten relacionados o que se 
cumplan con las propiedades de un espacio vectoriaL En el enfoque sintclctico estructural, se eligen 
los rasgos o "primitivas" a partir de una serie de criterios que jerarquizan el patrOn a reconocer e 
identifican emil es su estructura mas simple para conformar el alfabeto 

Estas tecnicas permiten resolver un sin nUmero de problemas de selecciOn de variables de 
manera bastante eficaz. Desgraciadamente existen problemas donde el usuario no puede asegurar 
que las variables siguen una determinada distribuciOn de probabilidad o su no correlaciOn, o es un 
espacio con distintos tipos de variables, entre otras casas que no permite aplicar las tecnicas 
anteriores. En estos casas se puede recurrir al enfoque IOgico combinatoric, donde se puede llevar a 
cabo Ia selecci6n de variables utilizando Ia teoria de Testores, y alln mas, Ia teoria de Testores 
Difusos. 

En el presente trabajo se toma como base un algoritmo llamado REC para el calculo de 
testores tipicos que fue propuesto por Rafael Morales Gamboa [1 2], se modifica y extiende de 
manera que su desempeiio sea Optima, que trabaje con clases no disjuntas, con el concepto de e­
testores y con el concepto de comparaci6n difusa (semejanza 6 diferencia difusa) [18] [10] [I S]. 

En el capitulo l, se hace una breve descripciOn de los metodos mas mencionados en Ia 
literatura para llevar a cabo un proceso de selecciOn de variables. Se hace enfasis en sus 
requerimientos. Esta revisiOn no pretende nunca ser exhaustiva, pero si poner de relieve los 
principales limitaciones de cada uno de los metodos sin menospreciarlos. No se intenta subvalorar su 
utilidad, sino recalcar su campo de aplicaci6n. No existe un mt!todo que solucione "todo", cada 
metoda fue pensado para solucionar problemas de selecciOn de variables bajo ciertas condiciones que 
no deben pasarse por alto y que imposibilitan Ia aplicaciOn del metoda a ciertos problemas especificos 
de Ia realidad 

En el capitulo 2 se lleva a cabo una breve descripci6n de las capacidades del algoritmo 
RECPLUS, antecesor directo del algoritmo que se propane en este trabajo, el algoritmo RECDIF. 
RECPLUS es un algoritmo cuyo objetivo es encontrar todos los testores tipicos de una matriz de 
aprendizaje1 para aquellos problemas "supervisados"2 en los que las clases en que se dividen los 
objetos son no disjuntas, donde ademas se mezclan rasgos de distintos tipos, digase booleanos, k­
valentes, reales, continuos, discretos, lingi.iisticos, etc. Problemas donde se requiere manejar mas de 

1 La definiciOn de estos conceptos se da en el capitulo 2. 
2. Llamaremos problemas supervisados a aquellos donde se cuenta con informaciOn acerca de una clasificad6n inicial 
de objetos, es decit. se cuenta con una muestra de objetos de carla ctase, de inicio 



un concepto de "semejanza" entre los rasgos. RECPLUS. adem<is se formul6 como un algoritmo que 
1\evani a cabo Ia bUsqueda de los testores tipicos con un grado aceptable de d.lculos y operaciones 
computacionales. 

El capitulo 3, es una breve introducci6n a los subconjuntos difusos y testores difusos. 
Establecen las operaciones y relaciones entre los conjuntos difusos, establecidos par Zadeh. Se 
describen tambi6n los conceptos de testor difuso y testor difuso tipico, trabajados par Goldman y 
Lazo [ 17]. Todo esto se establece como una base conceptual del trabajo realizado. 

Finalmente el capitulo 4, presenta Ia propuesta de desarrollo del algoritmo RECDIF, que 
localiza los testores tipicos a partir de una matriz de diferencias difusas3 En el Reconocimiento de 
Patrones, desde el enfoque 16gico combinatoric, un proceso de clasificaci6n con aprendizaje se inicia 
representando Ia informaciOn de los objetos en n-uplos que contienen Ia informaciOn de los valores 
que toma el objeto para cada uno de sus rasgos. Estos n-uplos se agrupan en un determinado nUmero 
de clases a partir de Ia informaciOn que el especialista nos proporciona. Tomando como informaciOn 
inicial Ia anterior, el algoritmo presentado pretende ser una herramienta flexible para el c<ilculo de 
testores difusos tipicos como elementos previos para Ia selecciOn de variables en condiciones donde 
las descripciones de los objetos con los que se trabaja, estan contemplados en clases no disjuntas, es 
decir, un objeto puede pertenecer a mas de una clase al mismo tiempo, cosa que ocurre de manera 
frecuente en los problemas de clasificaciOn o pronostico en Ia medicina, Ia geologia, y a el 
reconocimiento de imagenes El algoritmo considera tambi6n los problemas en los cuales Ia 
comparaciOn entre objetos no compromete igualdad absoluta, par ejemplo, en Ia medicina, Ia 
descripciOn de un paciente y sus sintomas son en Ia mayoria de los casas n-Uplos que no son 
exactamente iguales y que sin embargo ambos pacientes pertenecen a Ia misma clase de enfermedad o 
at mismo tipo de paciente. Ademas RECD[F parte de que los rasgos con que se describen dichos 
objetos tienen distintos espacios de representaci6n, y par tanto distintos criterios de comparaciOn, 
para muestra, consideremos nuevamente el ejemplo anterior, y fijemos nuestra atenciOn en el hecho 
de que Ia descripciOn de los objetos puede tener rasgos como "Ectad", "Sexo", entre otras yen este 
caso, Ia variable edad, es una variable con un espacio de representaci6n discreto si se contabiliza en 
dias par ejemplo, y su criteria de comparaciOn es par intervalos, es decir, si dos pacientes tienen una 
edad en el intervale de I a 365 dias se consideran "semejantes" para ese rasgo, par otra parte el 
"Sexo" es una etiqueta lingOistica, a saber "Femenino" y "Masculino" cuyo criteria de comparaci6n 
es de igualdad, es decir, Femenino sOlo es igual a Femenino. Par Ultimo el algoritmo toma en cuenta 
que, como se via en el ejemplo, los valores de dichos rasgos pueden no pertenecer a un espacio 
continuo, no se requiere asegurar su no correlaci6n, ni requieren tener una distribuciOn probabilistica 
predeterminada entre los elementos. A RECDLF no le preocupa que el nUmero inicial de rasgos sea 
demasiado grande, es precisamente su trabajo reducirlo, sin hacer una bUsqueda exhaustiva para 
encontrar las combinaciones de rasgos que permitan trabajar de manera mas Optima los datos, sin 
perder informaciOn, y preparando el terreno para reducir posibles errores en el proceso posterior de 
clasificaci6n (si se utiliza como proceso intennedio). 

1 La definiciOn de cste conccpto se da en el capitulo 4. 
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Capitulo I. 
SELECCION DE VARIABLES 

El Reconocimiento de Patrones es una importante herramienta para el procesamiento de 
datos, Ia toma de decisiones, Ia clasificaci6n y el pron6stico 

El Reconocimiento de Patrones (R.P.) puede ser caracterizado como una reducci6n, mapeo o 
etiquetaci6n de Ia informaciOn. Un patrOn puede ser tan b<isico como un conjunto de mediciones u 
observaciones representadas en una n-ada. El conjunto de patrones puede a su vez ser representado 
por un conjunto de n-adas como renglones que conformen una matriz, que llamaremos Matriz de 
Aprendizaje. Estas mediciones u observaciones pueden ser discretas, continuas, booleanas, k-valentes 
o etiquetas lingilisticas. Debe considerarse incluso Ia ausencia de informaciOn, es decir, cuando se 
desconoce el valor de alguno (s) de los rasgos que describen al objeto. 

Ex.isten dos problemas bcisicos relacionados con Ia conformaci6n de patrones: Ia extracci6n y 
Ia selecci6n de los rasgos1 Se debe considerar que I) los algoritmos y Ia extracci6n de Ia 
informaciOn sean computacionalmente realizables. 2) Conduzcan a un buen sistema de R.P.2 3) 
Reduzcan el problema de los datos "esteri\es"3 dentro del cUmulo de informaciOn sin descartar Ia 
informacion vital (1],[2],[3]. 

Para Harry Andrew [4], conceptualmente el problema de Reconocimiento de Patrones puede 
ser descrito como una transformaci6n del espacio de patrones P al espacio de caracteristicas o rasgos 
F y finalmente al espacio de clasificaci6n C (P--tF--tC). 

La selecci6n de caracteristicas es entonces, un proceso intermedio entre Ia formulaci6n del 
espacio de patrones y el espacio de Ia clasificaci6n, pero puede ser tambien un objetivo per se, P--tF. 
El trabajar con una buena selecci6n de variables nos permitirci hacer una discriminaci6n efectiva entre 
los distintos objetos, permitiendo ademcis que los algoritmos de clasificaci6n puedan ser 
efectivamente implementados a\ reducir o modificar con esta selecci6n el espacio de representaci6n. 

Los objetivos de elegir el espacio de caracteristicas (6 selecci6n de variables) es reducir Ia 
dimensionalidad del espacio de patrones para simplificar, mantener el poder de discriminaci6n con 
menos variables para los prop6sitos de una mejor clasificaci6n, y/6 Ia determinaciOn de un espacio de 
representaci6n. 

No existe hasta este momenta un modelo matem<itico que iguale Ia efectividad de un humano 
para extraer las caracteristicas necesarias para poder llevar a cabo un proceso de distinci6n entre 
patrones. Aunque hay que acotar tambien que mientras mils grande es el espacio de representaci6n 
inicial de los patrones, mils dificil se augura el trabajo de selecci6n de los rasgos y luego el de Ia 
reducci6n de ese espacio hecho por el hombre, de manera directa. 

1 Rugo.cuacttriflicayvuiablesonsin6nirnosp&ratfto;tosdeo:sttlraNjo. 
1 L;r. ,..le.;:ci6n dt variables afecla directammte el gu.do de <m« (!Ut sc comtlmi m t l proctso de R.P 

l St m tmdcri por da!os esthiles aquellos que no aportan ~dadera infonnaci6n. o (!Ut ipo!Uil informaciOn ~dundante o iM«esaria. 
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La filosofia subyacente de cualquier mecanisme de selecci6n de variables podria ser Ia 
retenciOn de Ia informaciOn discriminatoria entre las clases y Ia reducci6n de Ia informaciOn comUn 
entre las mismas_ Esto debe ayudar a evitar posibles errores al discriminar y par \o tanto una mejor 
clasificaciOn. 

Ruiz Shulcloper [5] considera que uno de los problemas mas frecuentes en algunas ciencias es 
Ia determinaciOn del espacio de representaciOn de los objetos o fenOmenos sujetos a estudio es decir. 
del conjunto de caracteristicas que los describen; se desea conocer cOmo se vinculan entre si algunas 
de dichas caracteristicas; valorar ciertos conjuntos de rasgos respecta a otros; cO mo se desea conocer 
Ia representatividad de ciertos objetos en el contexto de sus clases y muchas otras interrogantes que 
conducen directamente a\ mismo problema: Ia selecciOn de rasgos 

Para Fu (6] Ia informaciOn de Ia divergencia y el promedio de las caracteristicas es un criteria 
de calidad de las mismas y Ia selecci6n entances queda en terminos de elegir las caracteristicas con 
mayor "calidad" El concepto de Divergencia se relaciona con el poder de discriminaci6n entre dos 
clases de patrones con val ores en sus rasgos con una distribuciOn gaussiana 

B. A Zyrianov [7] , asegura que el principal prop6sito para reducir Ia dimensionalidad de un 
espacio de rasgos es incrementar Ia calidad de Ia clasificaci6n y Ia velocidad de los calculos. Obtener 
un buen resultado en una aplicaciOn con algUn metoda, no posibilita recomendarlo para cualquier 
tarea . 

Este Ultimo comentario es de suma importancia. Existen muchos metodos para llevar a cabo 
el proceso de selecciOn de variables, pero es preciso que el metoda que elijamos para un problema en 
particular, sea el mas adecuado. Para lograr esta, estamos obligadas a verificar que las premisas que 
asume el metodo elegido, sean cumplidas par nuestro problema particular 

Aplicar un metoda sin verificar y tener en cuenta sus restricciones y requerimientos es un 
acto irresponsable que puede conducir a resultados errOneos, falsos y par lo tanto inUtiles o 
peligrosos. 

En los siguientes p3rrafos se pretende hacer una revisiO n de algunos de los mCtodos de 
selecci6n de variables mas utilizados, o mas mencionados en Ia literatura, enfatizando los 
requerimientos y condiciones iniciales para ser empleados. 

1. METODOS DE SELECCION DE VARIABLES. 

Para llevar a cabo esta descripciOn de los distintos mCtodos, se inicia proponiendo una 
divisiOn de dichos mCtodos, con base en lo dicho por Barandela[9] y Tou[IO], y que se define en 
los siguientes tenninos· 

I. Enmarcados dentro de alguna de las 3 lineas de Reconocimiento 
LA. Estadistico - Probabilistico: A su vez se pueden subdividir en 

I. A 1. mCtodos basados en medidas de distancias probabilisticas 
l.A.2. mCtodos basados en el desarrollo de Karhunen-Loeve 
I. A 3. mCtodos basados en matrices de dispersiOn 
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I.A.4. m6todos para el C<ilculo de Ia dimensionalidad intrinseca de una 
muestra de patrones. 

I. A.S. metodos para el agrupamiento de los patrones representados 
mediante Ia colecci6n Optima de variables, mediante una bUsqueda 
exhaustiva de las mismas 

I. B. L6gico -Combinatoric: Se ha basado principalmente en Ia Teoria de 
Testores. Existen 3 clases de algoritmos para el C<ilculo de testores 
tipicos· 
1.8.1 De escala interior. 
1.8.2 De escala exterior. 
1.8.3 con operaciones 16gicas. 

I. C. Sintcictico- Estructural: Se basan principalmente en Ia teoria de Lenguajes 
Formales y teoria de Aut6matas. 

1 . 1. TRANSFORMACIONES DE AGRUPAMIENTOS Y ORDENAMIENTO DE 
CARACTERISTICAS. [I 0 ] 

1.1.1 Exposici6n Tecnica 

Los rasgos que describen a los objetos pueden ser representados par diferentes coordenadas 
Xk que no son igualmente importantes para definir Ia similaridad entre los patrones de una misma 
clase. El proceso de selecci6n entonces, se trabaja en base a ponderar las caracteristicas. El proceso 
de ponderaci6n de las caracteristicas puede ser realizado a traves de una transformaci6n lineal, Ia 
cual agrupe los puntas del espacio de objetos o patrones en un nuevo espacio 

Consideremos los vectores de objetos a y b, los cuales se transforman en los vectores a• y 
b" a !raves de Ia transformaci6n W. Entonces: 

a• = Wa b· ~ Wb 
donde 

["" 
wn '•] w21 w, w,. 

W= . 

w., w., w •• 
en Ia cual wk; son coeficientes de ponderaci6n. De este modo, tenemos 

n 
a,* - b, * = Lw,j(a1 -b1) 

i "" I 
Cada elemento del vector transfonnado es una combinaci6n lineal de los elementos del vector del 
objeto original. La distancia Euclidiana entre a• y b* en el nuevo espacio esta dada nuevamente 
como: 

• 2 • [ . ] ' D(a',b') = L:<•• ' - b,') = L: L:w,J<ai -bj) 
k=l k : \ j =l 

donde Ia transformaci6n lineal involucra solo cambios de factores escalares de las coordenadas. 
Podemos tener una W que sea una matriz diagonal Asi Ia distancia Euclidiana se reduce a 
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D(a*,b *) = ~w;k(ak - hkf 

donde wu representan los coeficientes del peso de las caracteristicas. El problema de Ia 
transformaciOn de un agrupamiento es determinar los coeficientes Wu de manera que Ia distancia 
interconjuntos es minimizada, sujeta a las restricciones especificadas mas adelante sabre Wu 
Entonces 

El procedimiento de minimizaciOn considera 2 casas: 

Caso I: RestricciOn t, Wu = I , 

Minimizando Jii por multiplicadores de Langrange, los coeficientes de ponderaci6n son 
I 

w ,. =--;:-( I) 
a~ L 2 

k~ l 0" k 

(II) 

Esto implica en Ia medida de las distancias, que una ponderaci6n pequeiia es asignada para una 
caracteristica de gran variaci6n 

caso 2: 

I ( " ): wkt =- nal 
a* 1 ~ 1 

(12) 

donde w.u se obtuvo de minimizar de igual manera D 2 con respecto a esta restricciOn, resultando 
una wu que es inversamente proporcional a Ia desviaci6n estimdar de Ia k-esima medida. Las 
ecuaciones (1.1) y (1.2) determinan Ia matriz de transformaci6n W bajo las restricciones 
especificadas 

Si los vectores de objetos son trasformados del espacio X al espacio X* par Ia 
transformaci6n: 

Ia distancia interconjunto en el espacio X* es minimizada. Ahara se quiere realizar una segunda 
transformaci6n: 

x**=Ax* 
para hacer evidentes cuiles componentes tienen pequeiias (o grandes) varianzas, y asi realizar el 
ordenamiento y selecci6n de caracteristicas. 

El problema es detenninar una expresi6n para A en ti:rminos de los valores propios de Ia 
matriz de covarianza Ia cual es conocida. Sea C Ia matriz de covarianzas de los objetos en el espacio 
X • y C "' y C*" las correspondientes matrices de covarianzas en los espacios X* y X*"' 
respectivamente. Seam el vector de valores medias de los puntos del patrOn en el espacio X y m"' y 
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m** los correspondientes vectores de valores medias en los espacios X* y X** respectivamente 
Entonces tenemos 

m• = wm 

x*-m"' = W(x-m) = Wz 

donde 
m* = E{X"') y:: = X-m 

La matriz de covarianza en el espacio X* es dada por C*=E{(x"'-m"')(x*-m*)}=E{ Wzz 'W} =WCW' 
entonces C=E{zz' }. Similarmente puede demostrarse que C**=AC'"A = AWCW' A' Entonces A' es 
ortonormal 

Entonces 

AA' =I y A ' = A-' 
C*'"=AC* A-1 

luego C * * y C • son semejantes 

Es bien conocido que para transformaciones semejantes Ia matriz C"'* sera diagonal si A- 1 es 

elegida como matriz modal deC*, esto es, las columnas de A- 1 son los vectores propios deC*, 
entonces, las filas de A son los vectores propios deC* Esta transformaci6n es de congruencia y no 
permite expresar facilmente los vectores propios de WCW' en t6rminos de aquellos de C. 

Sean e~ , k=l,2, ... ,n los vectores propios normalizados de C* y At, k=l ,2, ... ,n, los 

correspondientes valores propios. Entonces: 
C*ek= At ek 

(C' - .lJ)e, = 0, 

'"'~ '. -·-""" {l ,~, ~ (•, '• •.). 
entonces '"·"''{}·(·, '• 

e"), 

[

.l ,e', e, .< ,e', e, 

C * • = A<l el A2e;2 e! 

A 1e'~ e1 A 2e'~ e2 

... ,l"e' , '"] [ " ' :·· A,.e>e,. = ~ A2 

. . . . . . 
... A,e', e,. 0 

... OJ 

. .. 0 

0 " " 
ya quee 'tet =l ye '4e1=l para k ;tj. Se puedemostrarque A• =a! 

La matriz de transformaci6n A convierte Ia matriz de covarianza C* en una matriz diagonal 
en terminos de las varianzas insesgadas muestrales. Las medidas correspondientes a varianzas 
pequei'ias son mas realzadas y pueden ser consideradas como caracteristicas mas importantes. 

1.1. 2 Anc\lisis de Ia Tllcnica: 
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AI Presupuestos: ya que los rasgos seritn representados como coordenadas en un espacio, 
deben tener espacios de representaci6n en los reales. Deben cumplir las propiedades de un espacio de 
representaci6n vectorial. Esto es un presupuesto que limita notablemente el nUmero de aplicaciones, 
debido a que muchos problemas reales no logran cubrir este requisito . Otro presupuesto importante 
es que asume que el especialista tiene el dominio suficiente del problema como para ponderar a priori 
Ia importancia de cada rasgo. 

B)Significaci6n y Alcance: Este metoda, explota el concepto de distancia entre los 
elementos de una misma clase y por lo tanto trabaja bastante bien cuando los elementos de Ia misma 
clase estitn suficientemente unidos y a! mismo tiempo ex.iste una buena separaci6n entre las clases. La 
selecci6n se basa en elegir aquellos rasgos que bajo una transformaci6n evidencian Ia cercania de 
ciertos cUmulos de objetos. Su itrea de aplicaci6n es limit ada pero eficiente. 

1.2 AGRUPAMIENTO EN LA SELECCI6N DE VARIABLES. [ I OJ 

La selecci6n de variables puede ser estudiada como un problema de agrupamiento. Se usarit 
una transformaci6n lineal para agrupar puntas que representan objetos que pertenecen a Ia misma 
clase y para reducir Ia dimensionalidad del espacio. 

1.2.1. Exposici6n Tecnica 

Consideremos una clase de objetos caracterizada por una poblaci6n multivariada. Uno de sus 
miembros normalizados digamos z, , es seleccionado arbitrariamente como una referencia sobre Ia 

secuencia de todas las distancias de los vectores de objetos normalizados adyacentes z. La elecciOn 
del patrOn z, es asumido como independiente de Ia selecci6n de otro patrOn vector z. Asi: 

p(z, z, )~ p(z)p(z,)~ p p, 
entonces, Ia distancia interconjuntos de Ia poblaciOn multivariada 

lJi = E, {z'z} + E,, {z1z'1 } = 2£,(zz') 

que en terminos de Ia matriz de covarianza se expresa como: 
C, = E,{zz'} 

Ia ecuaciOn 1.2.1 puede escribirse entonces como 

D 2 =2Ep{trzz'} =2trC, 

(121) 

Introduciendo una matriz de transformaci6n ortogonal A y una matriz de ponderaciOn 
diagonal W, tenemos Ia matriz de covarianzas en el espacio trasformado dado por 

C, * * = WAC, A'W 
entonces Ia distancia interconjunto en el espacio transformado es 

lJ' = 2tr(WAC,A'W') 

Sean e1 ,e1 , •• • ,e,. los vectores propios de Ia matriz de covarianza C,, y sean A. 1 ,A. 1 , •• • ,A., los 

correspondientes valores propios. Entonces: 
C,e, = A.,e, .. (1.2.2) 
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Los elementos de Ia transformaci6n ortogonal A son elegidos de manera tal que Ia matriz de 
covarianza en el espacio transformado este diagonalizada. Esto puede ser logrado a\ elegir m de los n 
valores propios transpuestos de C: como los renglones de Ia matriz ortogonal A . Asi: 

.. (12.3) 

La dimensionalidad del espacio transformado se reduce a m Siguiendo de ( 1.2.2) y ( 1.2.3) se tiene 
que 

En vista de las condiciones de ortonormalidad, Ia matriz ACtA' se reduce a una matriz diagonal· 

AC A·['oi '02 ~ ]• A z 0 0 0 

0 0 ).n 

Entonces Ia distancia interconjuntos puede ser escrita como 

... (1.2.4) 

Ahara, nosotros queremos determinar Ia matriz de ponderaciones W asi que D2 es un extrema bajo 
una cierta restricci6n especifica. Dos restricciones serim estudiadas. Primero se consideran las 

restricciones de manera tal que n;=l wkk = l , esta restricci6n puede ser escrita como IW I - I = 0, 

Ia cual es elegida para producir Ia soluci6n trivial W=O. Minimizar D 2 sujeto a Ia restricci6n de 
arriba es equivalente a minimizar 

Tomando Ia derivada parcial de (l.2.5) con respecto a wu. 
obtenemos: 

donde el multiplicador de Lagrange esta dad(o ~.~' ) 1.:, 

r=4 nF. 
k= l 

Combinando (1.2.6) en (1 .2.7) se produce 

w., = ;,_(np:;J r.. 
'1/).k j• t 

Asi, Ia matriz de ponderaciones W estci dada por 

.. (12.5) 

e igualando Ia ecuaci6n a cera, 

.. ( 1.2.6) 

. ( 1.2.7) 

.. (12.8) 
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0 l 0 
-Y, 

A,/112 

.. (1.2.9) 

Sustituyendo {1.2.8) en {1.2.4) obtenemos Ia minima distancia interconjuntos como 

- ("' )Y.. D 2 =2m 0 -<, 
k= l 

Esta ecuaci6n implica que D2 sera un minima global si se utilizan los m valores propios mas 
pequeiios Entonces, si queremos minimizar Ia distancia interconjuntos, los correspondientes 
vectores propios asociadas a los mas pequeiios valores propios de Ia matriz de covarianzas C. deben 
ser elegidos como los vectores de las caracteristicas. 

Por otro \ado, al utilizar Ia restricci6n z:;'=l wkk = 1, se puede mostrar que los coeficientes 

de ponderaci6n son [10] 

(
Ill 1 )-I 1 

wkk = L- -
j = l -'k -<, 

Asl D 2 tamara el minima global mientras se elijan los valores propios AJ como los m mas pequeiios 
de los n valores propios de Ia matriz de covarianza C. , y Ia matriz de transformaci6n A es 
construida con los correspondientes m vectores propios. 

1.2.2 Analisis de Ia Tecnica 

a) Presupuestos: Este metoda transforma el espacio original en otro, donde se evidencian los 
agrupamientos y se disminuye Ia dimensionalidad del espacio. Todo el analisis se basa en Ia matriz 
de covarianzas y por lo tanto parte del presupuesto de que los objetos estan descritos en termino de 
variables con espacio de representaci6n en los reales. 

b) Significaci6n y alcance: La idea es ingeniosa, pero debe cuidarse Ia interpretaciOn del 
resultado, ya que no se debe perder de vista que el con junto de variables final, es una transformaci6n 
del conjunto de variables inicial, y puede ocurrir que el significado inicial del rasgo no se mantenga en 
el nuevo espacio. 

10 
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1.3 SELECCION DE CARACTERISTICAS A TRAVEs DE LA MINIMIZACION DE 
LA ENTROPIA. [10] 

1.3 . 1 Exposici6n de Ia tecnica 

La entropia es una medida estadistica de incertidumbre El concepto de entropia es usado 
como un criteria para una se\ecci6n de caracteristicas, eligiendo aquellas que permiten reducir Ia 
incertidumbre 

Consideremos M clases de objetos cuyas poblaciones se rigen por densidades de probabilidad 
p('!.iw1) , p(xlw2), . .. , p(xlwm). La entropia de Ia i·esima poblaci6n de patrones es 

H1 =-fp(x l w1)ln p(x lw1)dx .. (1.3 .1) 
X 

donde Ia integral es tomada sabre el espacio de patrones. Notese que si p(xlw;}= I, indica que no 
existe incertidumbre, por lo tanto H; = 0 

Con esta consideraci6n en mente, Ia idea b.isica subrayada en este metoda consiste en 
determinar una matriz de transformaci6n lineal A, Ia cual opera sabre los vectores de patrones para 
producir nuevas vectores de menor dimensionalidad. Esta transformaci6n puede ser escrita como 

y =A x ... (1.3.2) 
donde Ia matriz de transfonnaci6n se detennina al minimizar Ia entropia poblacional de las clases de 
patrones bajo consideraci6n. En Ia ecuaci6n ( 1.3.2) x es un n·ada, y es un vector m·dimensional 
como imagen, de menor dimensionalidad que x, y A es una matriz m >< n. Los renglones de Ia matriz 
A son los m vectores de caracteristicas seleccionadas a' 11a'1, ... ,a·k, ... ,a ·m, los cuales son vectores 
renglones. Asi, Ia matriz A esta dada por 

A =[a:m_:··.] (133) 

Asumiendo que todas las matrices de covarianzas son iguales y siendo cl = cl = .. . = eM = c ' 
podemos escribir Ia densidad de probabilidad normal de Ia i·esima clase de objetos como 

p(x l w1)= ~ Y, exp[- t(x-m1)'C1(x - m1l] .(1.34) 

(2trl ' ICI' 
El vector de las medias del objeto imagen y, denotado por m/' , partiendo de Ia ec. (1.3.2) es 

m;"'=Am; ... (1.3.5) 

Siendo z = x -m;, obtenemos de (1 .3.5) 

y-m;"'=A(x -m;) = Az (1.3 6) 

La matriz de covarianzas para los vectores de Ia imagen es entonces: 

C•=E{(y·m;")(y • m,•)'} .. (1.3 .7) 

I I 
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= AE(zz')A'=ACA' .. (1.3 .8) 

entonces E{zz'} = E{(x- m;)(x- m;)'}= C. De las ecuaciones {1.3.5) y ( 1.3.8) Ia densidad de 
probabilidad de los patrones de im<igenes es 

p(y l w,)= Y, J Y, exp[-f<y-m,*)'(ACA)- 1(y-m,*l] (1.3 9) 

(2") ' IACA'I ' 
La en tropia de Ia imagen de objetos es entonces 

H,* = -f p(y / w) ln p(y / w, )dy ... (1.3 .10) 

Substituyendo en Ia ec. ( 1.3 . 9) dentro de Ia ec. ( 1.3.10) y minimizando con respecto a los vectores 
propios de C se produce el siguiente resultado: 

La funci6n de entropia H, • es minimizada al formar Ia matriz de transformaci6n A de los m 
vectores propios normalizados asociadas con los valares propios mas pequeflos de Ia matriz de 
covarianzas C. 

1.3.2 An81isis de Ia ttknica 

El problema es como seleccionar los m vectores de caracteristicas de manera que el vector de 
medidas x sea transformado al vector imagen y mientras Ia funci6n de entropia definida en Ia 
ecuaci6n 1.3.1 sea minimizada. 

a)presupuestos: Se asume que se trabaja con una muestra de objetos que tiene una distribuci6n 
normal multivariada y par lo tanto su informaciOn es completamente caracterizada par su vector de 
medias y su matriz de covarianzas. Esta matriz es caracterizada entonces par sus vectores propios y 
sus valores propios. L6gicamente hablamos de espacios de representaci6n en los reales 

b)Significaci6n y alcance: Si Ia muestra de objetos cumple con los requerimientos descritos en el 
p<irrafo anterior, podemos entonces, tener clara Ia diferencia entre seleccionar rasgos y extraer 
rasgos. El procesa de selecci6n consiste en elegir los m vectores propias de C mientras se satisfacen 
las condiciones establecidas a lo largo de Ia exposici6n tecnica del metoda, y por otra pane, el 
procedimiento de extracci6n consiste en Ia determinaciOn de los valores propios y los vectores 
propios. 

1.4 SELECCI6N DE CARACTERISTICAS A TRAVES DE EXPANSIONES 
ORTOGONALES.[ 10) 

1 .4. 1 Exposici6n de Ia t~cnica 

Caso continuo 
Consideremos M clases de objetos w1 , w, , . , wM , donde los objetos son descritos con 

funciones aleatorias reales y continuas, y sea r ,(l), Tt :5 I S T2, i= I,2, ... ,M, representando 

12 
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observaciones de alguna de las M clases. Entonces los x,(l) pueden ser expandidos como una 
combinaci6n lineal de funciones de base conocidas (i.t) como sigue: 

... (1.4.1) 

donde las c ii son coeficientes aleatorios que satisfacen Ia condici6n E{ciJ } ""0; las funciones de base 
(i.t) se asumen como un conjunto detenninistico de funciones ononormales sabre el intervale T1 :5 t 

:::;; T2. 

La funci6n de autocorrelaci6n sabre las M clases de patrones se define como 

M 

R(t,s) = L;p(w,)E {x1(t)x,(s)} ... (1.4 .2) 
i = l 

donde p(wJ es Ia probabilidad a priori de ocurrencia de Ia i-esima clase de patrones y E,{x,(t)x ,(s) } 
indica el operador de valor esperado sabre todas las observaciones de Ia clase. Como Ia funci6n de 
autocorrelaciOn se define usualmente por Ia expresiOn E,{x,(t)x,(s)}, entonces Ia ecuaciOn (1.4.2) 
representa una funciOn de autocorrelaci6n "promedio" Ia cual toma en consideraci6n que las 
funciones aleatorias x,(t} puede surgir de mils de una fuente, esto es, hay M fuentes o clases de las 
cuales estas funciones pueden originarse 

Desde el punta de vista del Reconocimiento de Patrones, Ia formula dada en (1.4.2) se 
considera como Ia principal para tomar en cuenta Ia existencia de mils de una clase de objetos, donde 
Ia cantidad E;{x,(t)x,(s)) es confinada a las funciones aleatorias de un origen Unico en el sentido de 
Reconocimiento de Patrones. 

La sustituci6n de Ia ecuaci6n (1.4.1) dentro de Ia ecuaci6n {1.4.2) produce Ia siguiente 
relaci6n 

R(t,s) = 1~p(w1 )E{t1cij¢1 (t)~1c, ¢k(s)} .. . (1.4.3) 

Observe el cambia de indices en Ia expansiOn de x,(s). Entonces las funciones base son 
deterministas, Ia ecuaci6n (1.4.3) puede ser escrita como 

R(t,s) = fp(w, Ji;i;¢, (t)¢, (s)E{c,c. } 
i •d J • l t~ l 

= f i;¢,(t)¢,(s)i; p(w,)E {c, c. } 

... (1.4.4) 

}"• 1 h <l "'I 

Se asume que los coeficientes aleatorios son estadisticamente independientes en el sentido de que 

. ( 145) 

13 
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do nde A; es una con stante positiva. Bajo estas condiciones, Ia ecuaciOn ( 1.4.4) II ega a ser 
~ 

R(r,s)= 'L'-/Pi (t)I/J /s) ... (1.4 6) 

] "" ! 

Multiplicando ambos Iadas de Ia ecuaciOn ( 1.4.6) por rA(s) e integrando sabre el intervale de 
ortonormalidad se tiene 

J R(t,s)¢, (s)ds = Ji: ,l , ¢ ,(I)¢, (s)¢, (s)ds ... (1.4.7) 
r, r, ~ ~ • 

Intercambiando el arden de las sumatorias y Ia integral se llega a 
r2 ao r2 
J R(t,s)(!,(s)ds = 'L '- i (!i (t)j 1/J /s)(!,(s)ds .. ( 1.4.8) 

~ J= i ~ 

En vista de Ia ortonormalidad asumida para las funciones bases Ia ecuaciOn (1 .4.8) se reduce a Ia 
ecuaciOn integral 

r, 
J R(t,s)(!, (s)ds = ;.,;, (r) .. . (1.4.9) 

La expansiOn dada en Ia ecuaciOn ( 1.4.1 ), donde las funciones base son determinadas por ( 1.4.8) o 
(1.4.9) y las funciones de autocorrelaciOn son calculadas de acuerdo a Ia ecuaciOn (1.4.2), y son 
conocidas como expansiOn generalizada K·L (Karhunen-Loi!ve Erpami6n) . El t6rmino 
"generalizada" se usa para indicar que R{t,s) se calcula de Ia ecuaciOn (1.4 .2) mas que de 
£{x,(t).r,(s)}.la cual es Ia definiciOn nonnal de Ia funciOn de autocorrelaciOn. 

Los procesos de Ia expansiOn K·L tienen las siguientes propiedades Optimas: ( I) minimizan el 
error cuadrado media siempre que se use un nUmero finite de funciones base en Ia ecuaciOn (1.4.1), 
y (2) se minimiza Ia funciOn de Entropia definida en t6rminos del promedio cuadrado de los 
coeficientes usados en Ia expansiOn. La primera propiedad es importante porque garantiza que 
ninguna expansiOn produciri una baja aproximaciOn del error en el sentido del cuadrado medic .. El 
significado de Ia segunda propiedad es que asocia con los coeficientes de Ia expansiOn una medida de 
minimizaciOn de Ia entropia o dispersiOn. 

Case discrete 

Si las funciones x,(t) son muestras uniformes ejemplificadas en el intervale T1 s t s T1 pueden 
ser representadas de Ia siguiente manera vectorial 

[

x;(r1)] 

x;(t2 ) 
xi= : 

x,(t.) 

.. . (1.4.10) 

donde n es el nUmero de ejemplares o pruebas tomadas en el intervale de definiciOn de r ,(t) La 
ecuaciOn ( 1.4.1) se transfonna en Ia suma finita 

n 

x1 = 'L c1i i/Ji 
j= ! 

(1.411) 

14 
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donde se asume que los coefi:i~n~e[• : : ·:::::en E{c;i}: O, y ~ es un vector 

¢/1,) 
Si los coeficientes son representados en Ia siguiente forma vectorial: 

c, = [ ;;; 1 
CJ 

.. (1.4 12) 

(14.13) 

donde E{c;}=O, Ia ec . ( 1.4. 11) puede ser expresada m<is convenientemente en forma matricial, 
x;=<l> c, .(1.4 . 14) 

donde (/J es Ia matriz 
<I> =(¢, fh . ¢.,) (1.4 .15) 

La funci6n de autocorrelaciOn an<iloga de Ia ec. (1.4 .2) para el caso discrete es Ia matriz de 
autocorrelaci6n, definida como 

M 

R = :2:p(w,)E{x1x1') 

i=l 

Substituyendo Ia ec. (1.4.14) por X; se obtiene 

R = i:p(w, )E{<I>c,c,'<l>') 
i • l 

= <~>(t,p(w, )E{c, c, ')}!>' 

(1.4.16) 

.. (14.17) 

donde el segundo paso sigue de Ia naturaleza determinista de Ia matriz ¢.. Si requerimos que 
M 

LP(w;)E {c1c1 '} = D, .. (1.4 .18) 
i=l 

donde DA. es Ia matriz diagonal 

D,{;, 
Ia ecuaci6n ( 1.4. 17) se reduce a 

0] 0 

' : An 

... (1.4 .19) 

R = <1>0,<1> ' . (1.4 .20) 
Silos vectores bases $; son asumidos como ortonormales, postmultiplicando Ia ec (1.4 .20) par Ia 
matriz ¢ se tiene 

.. (1.4 .21) 
como¢'¢= I porque se asumiO ortonormalidad de los vectores base que componen ¢ . 

IS 



En vista de Ia ec. (1.4.21) es evidente que 
R{l\ ~ ~ ¢, 

Ia cual es Ia fOrmula aniloga discreta de (1.4_9) 
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.. . ( 1422) 

De Ia ecuaciOn ( 1.4.22) y Ia definiciOn de valor propio y vector propio, vemos que e\ j~6simo 
vector base usado en Ia expansiOn dada en Ia ec. (1.4.19) es simplemente e\ vector propio de Ia 
matriz de correlaci6n correspondiente a\ j-6simo valor propio. Entonces los vectores base son los 
vectores propios de Ia matriz sim6trica real, siendo mutuamente ortogonales. Si en adici6n, son 
ortonormalizados, entonces 

, {1 si J = k 
tP i ;, = 0 si j" k ... (1.4.23) 

que fueron las condiciones mostradas en Ia ec. {1.4.2 1). Sabre Ia base de esta propiedad los 
coeficientes de Ia expansiOn pueden ser obtenidos como sigue: 

<l>c;=x ; , .. . (1.4.24) 

Puede verificarse por sustituci6n directa que estos coeficientes satisfacen Ia condici6n establecida en 
Ia ec. (1.4.19). En adiciOn, vemos de Ia ec. {1.4.24) que Ia condici6n E{c;}=O tiene una 
interpretaciOn alternativa 

£{ c;}= £{<l>'x;}~<!>'£{x;}=O 

lo cual indica que Ia condiciOn de que£{ c;}=O es automiticamente satisfecha si los diversos patrones 
de poblaci6n son caracterizados por una media estadistica igual a cera 

APLICACION DE LA EXPANSION K-L A LA SELECCION DE CARACTERiSTICAS 

La aplicaci6n de Ia expansiOn discreta K-L a Ia selecci6n de caracteristicas puede ser vista 
como una transformaci6n lineal. Si consideramos 

<!> ~ (¢1 ¢1 ••• ¢. ), m <n .. (1.4.24) 

como Ia matriz de transformaci6n, entonces, de Ia ecuaci6n (1.4.23) los objetos de Ia imagen son los 
coeficientes de Ia expanshi n K-L, esto es, para cualquier objeto x; de Ia clase w, sabemos por Ia 
ecuaci6n ( 1.4.23) que 

c1 = <l>'x 1 

Entonces <l>' es una matriz den x m y x es un n-vector, vemos que, si m<n, las c; son los vectores 
imagen de menor dimensionalidad. 

Las propiedades de optimalidad de Ia expansiOn de K~L son satisfechas si las columnas de Ia 
matriz transformada <l> se eligen como los m vectores propios normalizados para los valores 
propios mis grandes de Ia matriz de correlaci6n R. 

16 
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La notaci6n anterior puede ser expresada en Ia mima forma como se desarrollO en Ia secci6n anterior 
simplemente definiendo Ia matriz 

[
¢ , '] 

A=$= :~: (14 25) 

donde los renglones de A son los vectores propios normalizados asociadas a los valores propios mas 

grandes de R. Si hacemos y ""x, - L c11¢1 J : esto es, igualanda Ia imagen al error, entonces, para ,., 
cualquier vector x, los vectores imagenes reducidos son dados por 

y=Ax 
como antes 

1.4.2.1 Ancilisis de Ia tecnica 

a) Presupuestos. La condici6n E{c; } ::::0 o su equivalente, E{x; } =0, debe ser satisfecha porIa 
expansiOn K-L para producir un resultado Optima. Esta condiciOn es autom<iticamente satisfecha si 
los objetos de las clases son caracterizados par medias iguales a cera. Si este no es el caso, sOlo 
puede ser esperado un resultado sub6ptimo de Ia expansiOn. 

La principal ventaja de este mftodo de selecci6n es que no requiere canacer Ia 
densidad de probabilidad 

b) Significaci6n y Alcance 

Aunque Ia condici6n de que todos los objetos de Ia poblaciOn deben tener una media identica 
es ciertamente una limitaci6n de Ia expansiOn K-L, uno no debe concluir que el metoda queda sin 
ningUn merito. La propiedad de Ia minimizaci6n de Ia entropia tiene el efecta deseable del 
agrupamiento de objetos 

El metoda puede ser resumido en los siguientes pasos. 
1.- Calcular Ia matriz de carrelaciOn R de los objetos del conjunto 
2.- Obtener los valores propios R y sus correspondientes vectores propios. 
3.- Formar Ia matriz de transformaciOn cD de los m vectores propios correspondientes a los mas 
grandes valares prapios de R. 
4.- Calcular los coeficientes de Ia expansiOn de Ia formula (1.4.23) 

l7 
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1.5. SELECCION DE VARIABLES A TRAVES DE APROXIMACION 
FUNCIONAL.(IOJ 

1. 5. 1 Expansi6n funcional. 

En este metoda se construye un polinomio de aproximaciOn de Ia siguiente manera 

1.5.1 .1 Exposici6n tecnica 

Dadas M clases de objetos, sea f, (x ) Ia funci6n que representa las caracteristicas de Ia i­
esima clase. En Ia determinaciOn de una funci6n de aproximaci6n f, " (x), el principal criteria a 
considerar es que Ia suma de los pesos multiplicados por el cuadrado de los errores en los puntas 
observados sea minima. Este criteria de error puede ser escrito como 

e, = L;fu.(x,, )[f.!x,, )- f' (x,, )j'J, i=J,2, ... ,M ... (15.1) 

donde x,k representa el k-esimo objeto de Ia i-esima clase. N, es el nUmero de patrones en esa clase, y 
u, (x;k ) son algunas ponderaciones positivas asociadas con los vectores de objetos x,k Ahara el 
problema comienza con Ia determinaciOn de una aproximaci6n a Ia funciOn de caracteristicas f, "(x) 
para cada objeto de Ia clase tal que lasM funciones de error en Ia ecuaci6n {l.5.1) sean minimizada. 

La aproximaciOn funcional f, " (x) puede ser expresada como una combinaciOn lineal de 
funciones base de Ia forma 

/ / (x) = i c,¢,1 (x) = c,' ¢;(x) ,., 
En esta ecuaci6n, 

¢il (x) 

¢., (x) 

¢.(x) = ¢,(x) 

¢u.,(x) 

C; ""' 

c, 

c,, 

... (1.5.2) 

... (1.5.3) 

... (15.4) 

donde m1 es el nUmero de terminos usados en Ia aproximaci6n de Ia i-esima funci6n de 
caracteristicas, y las { ¢,1 (x)} son funciones linealmente independientes sabre Ia observaciones 
discretas x ,1• x ,1_ ... ,.'C,Ni· En vista de Ia ecuaci6n ( 1.5.2), el valor de Ia funci6n de aproximaci6n j,"(x) 
depende de los coeficientes c'l· , ) = I ,2, ... ,m1 , con m ; < N1 Si m 1 es igual a N1 , el error podria 
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reducirse a cera, pero entonces el nUmero de terminos en Ia expansiOn deberia ser igual al nUmero de 
objetos en Ia clase w; El minima de e; puede ser determinado tomando Ia derivada parcial con 
respect a a c;;. La condici6n para un minima es: 

i l-, = 0 i = 1,2, ... ,M; j~ 1,2, .. . ,m, .. (1.5 .5) 
tl·,, 

lo cual produce un conjunto de ecuaciones algebraicas para Ia determinaciOn de los coeficientes de Ia 
expansiOn. Una vez que las funciones ¢y (x) son preseleccionadas y los coeficientes calculados, Ia 
funci6n de aproximaci6n de caracteristicasj/'(x) se sigue de Ia ecuaciOn (1.5. 1) 

Sustituyendo Ia ecuaciOn (1.5.2) dentro de Ia ecuaci6n (1.5.1) y tomando Ia derivada parcial 
se obtiene que 

;f;-= -~{2u, (x,1 )[f,(x,, ) - i';c,, ¢, (x,, )]¢, (x,, )l . (\.5 6) 
k :o l J = l 

Igualando Ia derivada parcial a cera y simplificando se tiene: 

N, { m, l N , L, u,(x,, )¢,1 (x,, L, c,1¢,Jx,,) = L, u,(x,, !¢,Jx,, )/, (x,, ), 
k • l J•l k • l 

i= 1,2, .. . ,M .. (1.5.7) 

Expresando Ia ecuaci6n (1.5 .7) en forma matricial resulta Ia siguiente condici6n para un minima: 

B;C;""V; (1.5 8) 

donde B; es una matriz simetrica definida positiva de m; x m; con elementos 

N, 

b1, = L, u,(x,,,!¢,,(x,, )¢,, (x,.) ... (1.5.9) .. , 
y v; es un m; -vector con componentes 

N, 

v11 = L, u, (x,, ,!¢., (x,, )/, (x,, ) .. (1 5 10) .. , 
Como se ha asumido que las funciones base ;.; (x) son linealmente independientes sabre los objetos 
de Ia clase w; , no es dificil mostrar que 8 1 posee un inverso. Por lo tanto, los coeficientes de Ia 
expansiOn estan dados por 

C;"" B;"1 V;, jo: I ,2, ... ,M . . (1 5 11) 

El cilculo de estos coeficientes puede ser simplificado eligiendo las funciones ¢ii(x) de manera 
que elias sean ortogonales con respecto al factor de ponderaci6n u,(x;k). Entonces estas funciones 
satisfacen Ia condiciOn 

N, 

L, u,(x,,1)¢u (x,,)¢,, (x,, )=O. /~q .. . (1.5 .12) .. , 
y Ia matriz 8; es entonces reducida a una forma diagonal, simplificando considerablemente los 
C<llculos de 8;-1 Baja Ia condiciOn expresada en (1.5.12), los coeficientes de Ia expansiOn llegan a ser 
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I u, ( x,,1 )¢.,(x,, )/, (x,, ) 

C IJ = k • l N , . ( 1513) 

L, u.(x,,1 )¢ ; (x,, ) ,., 
o en fonna vectorial, 

( IS 14) 

donde 8;0 es una matriz diagonal con elementos 

bu = -eN-, _ __:_I __ _ .(1 5 15) 

L u, (X1kJ )¢~ (x,k ) ,., 
Si en adici6n, las funciones ¢'1 (x) son elegidas como ortonormales con respecto al factor de 

ponderaci6n, entonces 
N, 

c,, = L, u, ( x,,1)¢u( x,, ) /, ( x,, ) ... (1.5 .16) ,., 
y, entonces 8 = Y bajo esta condici6n, tenemos de (1 .5.11) que 

c;= lv; = v; ... (1.5.1 7) 

1.5.2. 1 Anc\lisis de Ia tE!cnica 

a) Presupuestos: Este tipo de selecci6n es motivado por el teorema de aproximaci6n de 
Weierstrass, el cual, establece que cualquier funci6n que sea continua en un intervale cerrado puede 
ser uniformemente aproximada con una tolerancia predefinida sabre ese intervale par algUn 
polinomio. Par supuesto, se asume entonces que los rasgos de los objetos de cada clase pueden ser 
caracterizados pa r una funci6n Ia cual se determ.ina sabre Ia base de los datos observados. El metoda 
par lo tanto se aplica sabre datos deterministicos 

b) Significaci6n y alcance: En este caso, las caracteristicas de cada clase son simplemente los 
vectores de coeficientes c; , i==\,2, ... ,M. El proceso de selecci6n consiste en elegir suficientes 
coeficientes de modo tal que el error definido en ( 1.5. I) sea suficientemente pequeiio. Si Ia suma de 
los cuadrados de los errores en los puntas de los objet as observados no es suficientemente pequeiia, 
podemos obtener una aproximaci6n de un arden mayor introduciendo terminos extras Cr.m~l ¢,_,..J(x }, 
donde ¢ •. m. 1(x) es otra funci6n ortonormal u ortogonal. 

Ademas los coeficientes determinados previamente permanecen sin cambia . Uno puede 
observar sin embargo, que el error de aproximaci6n no proporciona una indexaci6n directa de cada 
una de las funciones de caracteristicas resultantes. En muchas situaciones, errores relativamente 
grandes en Ia aprox.imaci6n pueden ser tolerados, sin introducir una degeneraciOn en Ia realizaciOn de 
los sistemas de reconocimiento de patrones 
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1.6 SELECCION DE CARACTERiSTICAS A TRAVEs DE LA MAXIMIZACION DE 
LA DIVERGENCIA. (I OJ 

1.6.1 EXPOSICION TECNICA: 

Considere dos poblaciones de patrones, w1 y w2, gobernadas respectivamente par las 
siguientes funciones de densidad de probabilidad p 1(x)= p(xlw1 ) y p2(x)= p(xlw2 ) La divergencia 
entre las dos clases viene dada par: 

J., = f[p,(x) - p,(x)jlnp,(x) dx ... (1.6. 1) 
• p,(x) 

La divergencia en este caso es usada como una funciOn criteria para generar un conjunto Optima de 
caracteristicas. Como en algunos de los metodos vistas antes. buscaremos una matriz de 
transformaciOn A que produzca una imagen de objetos con menor dimensionalidad. La imagen de 
cada objet a como antes, viene dada par 

y =Ax .. . (1.6.2) 

donde y es un m-vector, x es un n-vector, y A es una matriz m x n cuyos renglones son vectores 
linealmente independientes a .. , k= l ,2, ... ,m<n La divergencia de Ia imagen de objetos viene dada par 

1;, = f[p,(y)-p 2(y)jlnp1((y))dy .. (1.6.3) 
y P2 Y 

Asumiendo que las clases w 1 y w2 se encuentran normalmente distribuidas de acuerdo con N(m~,C1 ) 
y N(m2,C2) respectivamente. El vector de las medias de Ia imagen estci dado par 

.. (1.64) 

y las matrices de covarianza son 

(1.6 5) 

Baja estas condiciones Ia divergencia de Ia poblaciOn de Ia imagen es dada par 

(1.66) 

donde 

.. (1.6 .7) 

entonces Ia traza de Ia matriz es igual a Ia suma de los valores propios, teniendo entonces que 

1;2 = t LfAk +A"t1 ) - m+tAm+L +tAm+2 (1.6 .8) .. , 
Como Ak son los valores propios de (C1"'f1(C1,.), A.m.1 son los valores propios de (C1"')" 10"'(0"')' y 
.A....2 son los valores propios de (C1"')" 10"'(0"')' . La diferencial de Ia ecuaciOn (1.6 .8) es 
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d/;2 =ti:(l - AJ,1)dlk +fdA,. •• +fdAm. 2 ... (1.6.9) .. , 
puesto que Ak son los valores propios de (C2"')"1(C1"'), estos satisfacen las siguientes relaciones 

.. . (1.6.10) 

(AC,A')e, =l., (AC,A' )e. . . (1.6.11) 

donde ~ es un vector propio de (C2•r'(C."') asociado con Ak. Tomando Ia diferencial de ( 1.6.11) 
obtenemos 

(dA)(C1A'- l.,C,A' )e. + (AC1 -l.,AC2)(dA')l., 
=- (AC,A' -l.,AC,A')de, + (dl., )AC,A'e. ... (1.6.12) 

puesto que C 1"' y C2"' son simetricas, los valores propios serim mutuamente ortogonales con 
respecto a C2"' Podemos encontrar un conjunto completo de vectores propios, y dek puede ser 
escrito como 

de, = Z:c,,e, .( 1.6. 13) ,., 
donde los vectores propios ej son normalizados con respecto a C2* Substituyendo Ia ecuaci6n 
( 1.6.13) dentro de Ia ecuaciOn ( 1.6. 12) se produce 

(dA)(C1A'-l.,C,A')e. + (AC1 - l.,AC:)(dA' )e. = 

L c1.(l.1 - l. .JAC, A' e1 + AC, A' e.(dl.,) 

Premultiplicando por ek' y haciendo usa de Ia condici6n 

resulta 

~'AC2A'~= I 

d).,= e.'(dA)(C1A'-l.,C,A')e. + e.'(AC1 - l.,AC,)(dA')e. 
= 2 e.'(dA)(C,A'- l.,C,A')e. 

.. (1.6.14) 

.. (1.6.15) 

.. (1.6 16) 

Las diferenciales cfJ....,. 1 y cfJ....,. 2 pueden ser determinadas de manera similar. Puesto que A,. 1 

es un valor propio de (C."'r10"'(0"')', se satisface Ia relaci6n 

... ( 1.6.17) 

Tomando Ia diferencial de esta ecuaci6n se obtiene: 

(dA)( oo'A'- ),, 1C,A')e-, + (Aoo'- ),. , AC,)(dA') e.,, 
=- ( AOO'A' - ),. , AC,A')de-1 +AC1A'e-1 (d),. ,) ... (1.6. 18) 
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Partiendo del hecho que las matrices C,"' y 0"'(0"')' son simetricas, todos los vectores propios son 
mutuamente ortogonales con respecto a C,"' . Notamos sin embargo, que 0"'(0"')' es de rango I y 
asi (C1"'r' 10"'(0")'1 es tambien de rango I. Nosotros podemos encontrar un conjunto completo de 
vectores propios em. 1 , y21 , .. ,yn,1 de Ia matriz (C"f10"(0"')' Estos vectores propios son 
onogonales con respecto a C1"' , de modo que 

'Y;,'C,"'yu=O 
e' m+l C, "'Ykl = 0 
Y;1 'C1"'Yi1 = I 
e'm•1C1"'em~ 1 =J 

,j#k; IP2,3, ... ,m; j= 2,3, ... ,m. ..(16. 19) 

Los valores propios de (C1"'r 10"(0")' correspondientes a los vectores propios aumentados Ykl, k=2, 
3, .. . ,m, son iguales a cero. Asi, podemos expresar dem·J como 

de,., .. l =c1 e,.,.J + L ckyk1 ... (1.6.20) .. , 
Substituyendo Ia ecuaciOn (1.6.20) dentro de Ia ecuaci6n ( 1.6. 18) y simplificando obtenemos 

(dA)( 05'A'- A,,,C,A')e,,, + (Aoo'- A,.,AC,)(dA') e,,, 

= -(i:ckA.m,.1AC1A'y kl) + AC,A'e,., (a?..,+~) .. , ... (16.21) 

Para llegar a Ia ecuaci6n ( 1.6.21) se utilizo Ia ecuaci6n (1 .6.17) y el hecho de que los valores propios 
correspondientes a Ykl son cero. Premuhiplicando Ia ecuaci6n ( 1.6.21) por e,.,. 1 y utilizando Ia 
ecuaci6n ( 1.6.19) obtenemos 

ci'A,., = e' m•l(dA)( 00' A' - A,. IC IA')e,.,. J + e' m• i(AOO'- A, .. I AC.)(dA') e,.,. 1 

= 2e' • .,(dA)( lili'A'- A,. 1C1A')e,. 1 .. (16.22) 

An3.logamente obtenemos 

... ( 1 6.23) 

Insertando las ecuaciones (1.6.23), (1.6.22) y (1.6.16) dentro de Ia ecuaci6n (1 .6.9) se obtiene 

df;, = i: (I - 2-.' ) e\ (dA)(C1A'- A,.C2A' )e. + e' •• ,(dA)( lili' A'- A,. 1C1A' )e,. 1 

h l 

= e'., ,(dA)( oo'A'- A,.,C,A')e,., ... (16.24) 

Expresando Ia ecuaci6n (l.6.24) en terminos de Ia traza tenemos 

df'" = tr[(dA)G) ... ( 1 6.25) 

donde 
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G = i:(l --l>' )(C,A'- I.,C,A')"" + e' •• ,(dA)( liO'A '- )...,C ,A' )e • . , ,., 
+ e' • . ,(dA)( oo'A '- )...,C,A')e •. , ... (1.6.26) 

donde Ak y et. son los valores propios y los vectores propios de (AC2A')"2(AC.A'); Ak· l , ek<~ y 
Ak. 2, e.,. 2 son los valores propios y vectores propios de (C•''')"1(A00'A') y (C2"')"1(AOO'A' ) 
respectivamente y 0 = m1- m2. 

Ya que dA es arbitraria, una condici6n necesaria para que }*12 sea un extreme es que Ia 
matriz G sea igual a Ia matriz cero. El resultado anterior puede ser resumido como sigue: 

Si dos poblaciones de objetos w1 y w2 se encuentran normalmente distribuidas de acuerdo a 
N(m~,C1) y N(m 2.C2), respectivamente, y si los objetos son mapeados dentro de un espacio de menor 
dimensionalidad por Ia transformaci6n y =Ax, donde y es un m-vector, x es un 11-vector y A es una 
matriz m x n, cuyos renglones son vectores de caracteristicas "• linealmente independientes, una 
condici6n necesaria para que Ia divergencia J*12 sea un extrema es que Ia matriz A satisfaga Ia 
relaci6n 

Se pueden discutir 3 casas 

Caso l . C.=C1 :C,y m 1 ;tm2 

En este caso especial, Ia transformaci6n de los vectores x a los vectores y no causa perdida 
de informaciOn ya que J12 = J*12 

Ca.so 2. c. ;t C2. y m, = m2 
En vista de Ia ecuaci6n (1.6.8), Ia divergencia P'12 es maximizada si los vectores propios de 

C1-1C1 correspondientes a los valores propios ak para los cuales 

(ak+<X~r.. 1};?:(ai+ai· 1 ), j=l, ... ,n; k = 1,2, ... ,m; J;t k .. (1.6.27) 

se eligen como los renglones de Ia matriz de transformaci6n A. 

Caso 3. C1 ;t C2 =C. y mt ;tm 2 

En el caso general, Ia soluci6n de Ia ecuaci6n G=O es considerablemente mas dificil. De Ia 
ecuaci6n ( 1.6.25), 

dl', = tr[(dA)G] = Ida, . g, 
l:= i 

=(da ·,, da ·, , .. .. da ·.)[::I 
g. 

.. ( 1.6.28) 

Asi, (g1' ,g2 ', ... ,g,' ) es el gradiente de J 12* con respecto a las caracteristicas ak, k=l , ... ,m. Por lo 
tanto, si incrementamos A por 9G , donde 9 es algUn factor de convergencia realizable, ) 12* se 
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incrementani, entonces, podemos considerar algUn metoda de ascenso acelerado con el cual 
podamos resolver el conjunto de las siguiemes ecuaciones 

A(s+ l ) = A(s) + 9G(s) donde s es un indice de iteraci6n .. (1 .6.29) 

1 .6.2 Ancilisis de Ia tl!cnica : 

a) Presupues tos . El analisis se hace exclusivamente para dos clases con una distribuci6n normal 
Los objetos deben poder ser mapeados a un espacio con distancias euclidianas. Entonces los valores 
con los que se esta trabajando deben ser todos reales. Las dos clases ademas deben de ser separadas, 
en el sentido de que su intersecci6n sea igual al conjunto vacio . 

b) Significaci6n y Alcance: Una manera de llevar a cabo Ia selecci6n y extracciOn de variables 
consiste en generar un conjunto de caracteristicas que tiendan a maximizar Ia separaci6n entre las 
clases. Si uno puede derivar un conjunto de caracteristicas que, sabre alguna combinaci6n con los 
objetos de dos clases pueden dar como resultado una transformaci6n, que genere un conjunto 
imagen de objetos que exhiban un incremento en Ia medida de Ia separaci6n entre las clases, estas 
caracteristicas pueden ser interpretadas como representativas de Ia disimilaridad entre las 
poblaciones. La separaci6n entre las clases puede ser medida como una distancia Euclideana, sin 
embargo, un concepto mas abstracto de distancia es el de Ia divergencia entre los objetos que es 
tratada como se desarrollO en este metoda 

1.7 ENFOQUE BASICO DE LA SEPARABILIDAD DE LAS CLASES.[IO] 

En este bloque de tf:cnicas se busca el mejor subconjunto dentro de un conjunto original . Por 
mejor subconjunto se entiende el que logra el valor maximo de una determinada funci6n de criterios 
J(x) . Cabe recalcar que Ia obtenci6n de esta funci6n puede ser completamente subjetiva o 
completamente compleja de obtener. 

Las funciones de criteria miden Ia capacidad de no cometer errores de clasificaci6n. Se 
considera entonces que Ia separaci6n entre las clases influye en Ia clasificaci6n, y a mayor distancia 
mejor clasificaci6n. Puede entonces considerarse: 

0) Distancia entre las clases. 
0) Distancia probabilistica. 
0) Dependencia probabilistica. 
0) Minimizaci6n de Ia entropia. 

Sabre Ia base de Ia funci6n J(x) mencionada en el primer parrafo de este punta, se pueden 
proponer los siguientes algoritmos de bUsqueda (9), los cuales se basan en Ia premisa de que Ia Unica 
via para garantizar Ia optimalidad de un proceso de selecciOn de variables es necesaria y ademas 
obligatoria una bUsqueda exhaustiva (sic) : 

1. 7 .1.las mejores variables 

1 .7 . 1.1 Exposici6n de Ia T'cnica: 
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Se seleccionan las d variables que resulten las mejores individualmente, denotaremos por X ;, las i­

esimas variables que describen a los objetos de nuestra muestra Las variables se ordenan de forma 
que: 

J(x, ) > J(x,) > ... > l(x0 ) 

y se loman las primeras d, con d 5 D. Es importante seflalar que el usuario establece el valor de d 

1 .7 . 1 .2 Aniilisis de Ia tec nica 

A) Presupuestos: Se supone que se puede encontrar una funci6n J capaz de cuantificar las 

ventajas de una rasgo sobre los demas. Ni en este metodo ni en los siguientes se especifica Ia manera 

de construir J. El usuario debe conocer Ia cantidad de rasgos que desea obtener en Ia reducci6n de Ia 

representaci6n original. Se asume que Ia correlaci6n entre las variables no tiene ningUn efecto sabre 

este proceso. 

B) Significac i6n y Alcance : La deducci6n de J puede tornarse en un trabajo bastante 

complicado y muchas veces inalcanzable, lo que reduce y complica su aplicaci6n. Simplemente es 

inaplicable cuando el usuario desconoce el tamaiio que debe tener el espacio de representaci6n 

resultante aun cuando siempre queda Ia posibilidad de "probar" para distintos val ores de d. 

1 . 7 .2 .Se lecci6n Secuencial Hacia Ade lante fSFSI: 

1 .7 .2 .1 Exposic i6n Tecnica: 

Se tiene un subconjunto x. formado por k variables o atributos del conjunto total, se ordenara los 

restantes atributos de modo que 

J ( X . +x1 ) <:: J( X. +x1 ) <:: ... <:: l (X. +x0 _• ) , 

el nuevo conjunto se construye como X•~• = x. +x., y Ia inicializaci6n se define X,= 0 

1.7.2 .2 Anlilisis de Ia Tecnica: 

AI Presupuestos: Nuevamente contar con J. 

B) Significac i6n y Alcance: A diferencia del anterior tiene Ia ventaja de considerar Ia 

calidad de los rasgos solos y luego en su asociaci6n con otros. El problema es que el nUmero de 

combinaciones crece exponencialmente, los calculos se realizan sabre todas las combinaciones 

posibles y generalmente se analiza Ia misma combinaci6n en mas de una ocasi6n, s61o con el arden 

alterado de las variables analizadas. 

1 . 7.3 Genera lizaci6n Secuencial Hacia a del ante GSE.§.Jrl;. 

Similar al anterior, pero aqui en Iugar de aiiadir una variable cada vez se agregan r atributos al 

conjunto vigente en cada paso. 
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1. 7 .4. Selecci6n Secuencial Hacia Atras SBS : En este caso se asume que X 0 = X 0 Para 

formar el conjunto X~ se eliminan k mediciones. Para llegar a! subconjunto reducido Xh1 se 

ordenan los elementos X; de X~ de modo tal que 

J(X. -X1 ) 2:: J(X, -x1 ) <:: ••• 2! l(X. - x 0 _,) y X~>~ = X 4 -x1 

este metoda es mas caro en terminos de tiempo de ccllculo. 

1. 7 .5 . Generalizaci6n de Ia Selecci6n Secuencial Hacia Atras GSBSIJ): Es igual que el 
anterior pero aqui se eliminan I cada vez. Es inflexible en el sentido de que no se eligen cuales I 
variables, sino las Ultimas /. 

1 . 7 .6. selecci6n (f rl "Plus /-take away r": Se tiene X • formado por k variables. 

fNICIALIZACI6N: Si f> r el algoritmo es" de abajo hacia arriba" comenzar por el 
paso I, con k=O y X 0 = 0 Si /< r el algoritmo es de "arriba hacia abajo" comenzar por el Paso 2, 

conk=D y X 0 = X 0 

PASO I. Usando el algoritmo SFS ailadir I variables x, del conjunto de mediciones 
disponibles X 0 - X • para formar el conjunto X ,.1 . Poner k = k + I, X 0 _, = X , 

PASO 2. Eliminar las r variables peores del conjunto X 0 _, con el algoritmo SBS 

para fonnar el conjunto X o-•H Poner k = k -r. Si k=d el algoritmo termina. Si no, poner X • = 

X D-A y volver al paso I 

1 .7 .7. Alqoritmo Generalizado II rl :En Iugar de SFS y SBS se emplean GSFS(I) y GSBS(r) 
donde se emplean varios nUmeros /; , i = I ,2, ... . z1 , y r;, i = I ,2, ... z,-

1.8 SELECCI6N DE CARACTERiSTICAS BINARIAS. [I OJ 

1.8.1.1 Exposici6n Tecnica: 

Para N objetos binaries 0 1 , 0 2 , . . . , ON las caracteristicas en el i6simo paso en Ia k-esima 
iteraci6n a traves de los objetos viene dado por 

j.(1)- , 1- 1,2,. , N 
._ {J,(i - l)r-,0, si llf,(i - l)r-, 0, ~> 9' _ 

ft ( i - i) en otro caso 
. (18 I) 

en donde 

a•~ e + [[f,(M,Jr-,[[.(i-l )r-,0, Jll + l[f, <MJ"' [(.(i-l)r-,0, Jll+ + llr.., (MJ"'V. (i-l)r-,0, [1 .. (18.2) 

Ia descripci6n de Oi es el conjunto ordenado formado par los valores binaries de sus caracteriticas 
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fi (0) es Ia descripci6n original del objeto q 

1.8.2.1 An~lisis de Ia Tecnica : 

a)Presupuestos: Este algoritmo se enfoca a determinar un conjunto minima de caracteristicas 
comunes a un grupo de objetos. 

b) Significaci6n y alcances: El problema basico consiste en seleccionar un conjumo minima de 
caracteristicas binarias de Ia misma dimensiOn asi como los objetos para los cuales basta con 
reconocer el patrOn original, con el minima error posible. Aunque este problema no ha sido resuelto 
en general, el algoritmo presentado es una aproximaci6n razonable (pero no siempre completamente 
exitosa) para generar caracteristicas binarias Utiles. 

B<isicamente el procedimiento consiste en establecer una variable como umbra! y aherar las 
caracteristicas durante cada iteraci6n donde el umbra! es excedido. Siempre quedan dos preguntas sin 
respuesta completamente satisfactoria en casas generales: tCOmo seleccionar el umbra! 9? y (.Cuimtas 
caracteristicas se requieren como resultado de Ia selecciOn? 

1.9 SELECCION GRAFICA DE VARIABLES. [9] 

1.9.1 Exposici6n Tecnica: 

1.9. 1.1 Proyecci6n de Sammon· Indica Ia mayor separabilidad entre las clases de manera gnlfica. Es 
una proyecci6n que trata de preservar las distancias relativas de un espacio mayor a 11 al trasladarlo 
a un espacio de dimensiOn 2. 

1.9.1.2 Proyecciones de Fis he r: Trabaja con Glifos como los siguientes: 

donde hay un rayo par cada rasgo, 
Ia longitud de cada rayo, esta asociada con el valor del 
rasgo, 
y existe un circulo par cada elemento. 

1 .9 .2 An81isis de Ia T8cnica 

Sin Iugar a dudas ambas tCcnicas son m<is ilustrativas que verdaderas soluciones al problema. 
En muy contadas ocasiones se cuenta con Ia informaciOn necesaria para poder 1\evar a cabo las 
gnificas, y no siempre se puede hacer el mapeo gr<ifico sin pCrdida en Ia precisiOn de Ia comparaciOn 
entre los rasgos. Perc cuando esto se logra, el proceso de selecci6n resulta f<icil y agradable 

2. RESUMEN DE REQUERIMIENTOS: 

Se muestra ahara a grosse modo un resumen de los requerimientos mas importantes de los 
mCtodos enco ntrados en Ia literatura· 

• Minimizaci6n de Ia Entropia: 
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- requiere conocer probabilidadcs a priori 
- tcncr cspacios mCtricos 
- los rasgos o caracteristicas dcben scguir una distribuci6n nonnal 

"" Ordenamiento de las variables en dependencia de su divcrgcncia· 
-se asume independencia entre las variables 
-se asume una medida de ··calidad" a priori. 
-se asume que csta calidad es una funci6n lineal cuando las variables se agrupan. 

"' Sclecci6n por una expansiOn de Karhunen-LoCve 
-Se requiere que los procesos scan aleatorios 
-Que garanticen pcriodicidad 
-Se aplica en procesos aleatorios cuyo periodo garantice que x~ y x,. , n;tm, son no 
correlacionados. 
-Ia funci6n que determina el dominic de los objetos debe scr continua 

"' MCtodo de las mejores variables (Selecci6n Secuencial Hacia Adelante, Hacia Atras, y Ia generalizaci6n de 
am bas): 

-Se eligen las k mejores variables, a partir de una funci6n de "optimalidad" 
-Se debe dar de entrada el valor de k. 
-La bUsqueda es exhaustiva dentro de todas las combinaciones de variables. 

"' Medidas probabilisticas de Separabilidad 
-Se define a priori una cota superior de error. 
-Se define sabre espacio mCtricos. 
-Para 2 clases 

"' Selecci6n Gnifica de Variables (Proyecci6n de Sammon, Proyecciones de Fisher) 
- Se ve seriamente restringida a Ia resoluci6n del equipo y capacidad visual. 
- presupone clases dis juntas. 
- puede resultar demasiado subjetiva. 

Una de las principales motivaciones de este trabajo fue Ia de resolver problemas para los 
cuales Ia descripci6n de los objetos pueda estar dada en terminos de variables de cualquier tipo, y no 
necesariamente reales, con lo que muchos de estos dejan de ser factibles. Partimos ademas del hecho 
de que podiamos tener mas de 2 clases entre las cuales hubiera objetos en comUn, lo que descarta 
otros metodos. Asumimos que los rasgos o cararteristicas no estaban subordinados a algUn tipo de 
distribuci6n probabilistica de datos ni contabamos con un especialista que pudiera determinar el 
nUmero de rasgos 6ptimos resultado de Ia selecci6n. Quedaba pues, como (mica opci6n los metodos 
comprendidos en el enfoque 16gico combinatoric. Quisieramos recalcar, que no es esto una 
insinuaci6n de que estos metodos pudieran ser superiores a los otros, mucho menos Ia panacea en Ia 
selecci6n de variables, simplemente ofrecen posibilidades de soluciOn a problemas donde no es 
posible asumir ciertos requisitos. 

Despues de haber analizado estos metodos, podemos describir ahara los metodos que se 
utilizan en el enfoque 16gico combinatoric . En estes metodos se puede uno basar en el concepto de 
tester tipico y una manera de cOmo se aborda el problema de encontrar los testores tipicos se 
explicita en el siguiente capitulo 
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Capitulo 2 
EL ALGORITMO RECPLUS 

Para seleccionar variables en el enfoque IOgico combinatoric, se parte primeramente del hccho que Ia 

informaciOn con Ia que se cuenta 1 se cncucntra representada por una matriz de aprcndizajc, de Ia cual sc ext rae 
una matriz de diferencias y Ia cual finalmente puede ser reducida a una matriz b<isica, con Ia cual sc trabaja 

para encontrar los testorcs tipicos, que son combinaciones de rasgos, variables o caracteristicas2 que permiten 

distinguir cualquier par de objetos de clases distintas. Las definiciones de estas matrices se enlistan a 
continuaciOn: 

Matriz de Aprendizaje: es una matriz como Ia siguiente: 

x, x, X, 

t 
X, (O, ) X,(O,) X,(O,) 

K' : ' . 
X,(O,) X,(O,) X,(O,) o, 

r·· 
X,(O,,,) X ,(O,,,) X, (O,,, ) 

K' l : 

0, X ,(O, ) X, (O,) X, (O,) 

r X,(O,) X,(O,) X,(O,) 
K' : ' . 

o. X,(O.) X, (O. ) X, (O. ) 

En Ia cual existe un rengiOn para Ia descripciOn de cada objeto. Cada una de estas descripciones 

aparece en forma de un n-uplo, donde el i~simo Iugar de esc n-uplo, X,{O) contiene el valor del j-esimo 

objeto en su i~simo rasgo. Estos valores pueden cambiar de dominio o conjunto de valorcs admisibles de un 

rasgo a otto . Se acepta que los rasgos sean booleanos, k-valentes, reales, o incluso difusos, puede ademis 

considerarse Ia auscncia de Ia informaciOn, es decir, puede no conocerse el valor para un determinado rasgo 

dado un objcto. Ademis los objetos se encuentran agrupados en ! clascs. K1, K2, .. . , K 1 , de cada una de las 

cuales se cuenta con una muestra K 'b ~ ~ . Estas clases puedcn tencr objctos en comitn, es decir se permite 

que se solapen y por lo tanto sera admisible Ia multiclasificaciOn. 

Ejemplo 1: En Ia mcd.icina ocurre de manera frecuente que un mismo pacicnte tiene m:is de una enfermedad, 

entonces, si se considenin a las enfermedades como clases y a los pacicntes como objetos, aquellos pacientes 
que tiene mis de una enfennedad, serian objetos multiclasificados, y scrian el sobrelapameinto de las clases. 

Matriz de Diferencias: Se establecen criterios de comparaciOn para cada rasgo, que puedcn aplicarse a Ia 

matriz de aprendizaje para obtener otra matriz que CQrldense Ia informaciOn que resulta de comparar los 

valores de los rasgos para cada par de objetos en otra matriz Hamada Matriz de Diferencias (MD). Los 

1 Suponiendo que nos encontramos en un problema de clasificad6n Supervisada 
2 Rasgo, caractcristica o variable son sin6nimos en este trabajo. 
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critcrios de comparaciOn pennitcn definir Ia igualdad o difercneia entre cada par de objetos para un rasgo 
prcdefmido. Por ejemplo, sea 5; un criteria de comparaeiOn para c\ i-Csimo rasgo, entonces· 

1
0 si X;(O, ) = X; (O, ) 

0,(0, .0 ,) = 

I si X; (O,.) ~ X1(0 .s ) 

Es dccir, e\ resultado de Ia comparaciOn sera igoal a 0, si los objctos r y s son iguales en su i~simo rasgo, y 
seri igual a I, cuando estos rasgos sean distintos. La manera en que se define cada 5, dcpcndc de Ia 
modelaciOn hecha con e\ especialista. 

Los valores obtenidos al aplicar los dis!intos criterios de comparaciOn entre cada par de objetos de Ia 
matriz de aprendizaje que pertenecian a clases distintas, da como resultado Ia matriz de diferencias: 

XI x, x. 

MD , [ 

au al1 al• l au a11 a,. 

ami amz am. 

donde a J, = 5, (Ob,O.). donde Oh e K 'P y 0 , e K'q es el j~simo par de objetos de clases distintas (p ~ q) y 5 el 
i..Csimo criteria de comparaci6n o el criteria de comparaci6n para el i-t:simo rasgo. a J, = 0 si los valores sc 
consideran scmcjantes y es uno si sc considcran difcrcntes. En resumen, Ia matriz de difcrencias condensa Ia 
infonnaci6n que resulta de aplicar los criterios de comparaci6n booleanos 5;. 

Ejemplo 2: Supongamos Ia descripciOn de dos pacientes de un hospital con labio y/o paladar hendido, en base a 
tres rasgos: edad, tipo de lesiOn, defonnaciOn dental. La segunda variable (tipo de lesiOn) puede tomar dos 
valores, primario y secundario, Ia tercera variable es una variables lingiiistica, cuyos valores pueden ser, 
severa, poco severa, poco perceptible, imperceptible. AI comparar las dos descripciones, se define un criteria 
de comparaciOn para cada rasgo, en el caso de Ia primera variable se define un criteria, para el cual ambos 
valores son iguales si tiene una diferencia menor a un afio, y diferentes en otro caso. 

{
0 si I o ,(edad)- O, (edad) I~ l all a 

o...,(O, O,)= , 
I en otro caso 

pa ra el segundo rasgo, el criteria de comparaciOn es: son iguales si Ia lesiOn es Ia misma, son distintos en otro 

-{0 si 0 1(/esion ) = 0 2(/esion) 
OleoKin (01,0 1)- , 

I en otro caso 

finalmente, Ia Ultima variable tendr<i un criteria de comparaciOn, en el cual dos valores serin iguales si Ia 
defonnaci6n dental es Ia misma y diferentes en otro caso. 

-{0 si 01 (deforamcion ) = 02 (deformacion) 
Oo~crormao:oon (01.0 2)- I en otro caso 

Para los dos pacientes en tumo las dcscripciones son las siguientes: 
0 1= { 12 afios, 5 meses; primario; severa} 
0 2= ( II afios, 10 mescs; sccundario; poco severa} 
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entonces Ia comparaci6n de estas dos dcscripcioncs producini el siguiente rcngl6n en Ia matriz de diferencias 
0 I I 

lo que se interprcta como que el par de objetos, son iguales en el primer rasgo y distintos en los dos Ultimos 
rasgos. 

A partir de Ia matriz de diferencias. se pucde definir otra matriz que condcnsa Ia infonnaci6n de Ia 
primera, que se denomina matriz bisica y que se define de Ia siguicnte manera 

Matriz BAsic a Es Ia matriz fonnada exclusivamentc por las filas biisicas de Ia matriz de diferencias. Se dice 
que una fila it es b<isica, si y s6\o si en M.D. no existe fila alguna ip, tal que sea subfila de i,. Finalmentc se 
dice que ip es una subfila de it si y sOlo si: 

a) 'Vj(a..1 ""'0 => bp1 ""' 0) 
b) 3j (a..1 : I " b"' = 0). 

donde a..1 es el j...esimo elcmento del rcng!On t, y a,.1 es el j-Csimo clemento del rengl6n p. 

Ejemplo 3: Suponga Ia fila a ""' ( 0 0 l 0) y Ia fila b ""' ( I 0 I 0 ), se dice entonces, en base a Ia defmic6n de 
miitriz biisica, que a es subfila deb, porque para todas las posiciones donde b tiene un cero, Ia fila a tambiCn 
tiene cera, y existe por Jo menos una posiciOn para Ia cual, Ia fila b tiene I y su correspondiete en a es cero. 
entonces si no existe ninguna otra fila que sea subfila de a, Csta sera considerad.a como fila b:isica y por lo 
tanto fonnara parte de Ia Matriz B:isica. 

Ejemplo 4. AJ eliminar de Ia siguiente matriz de diferencias 

[ • !] 
las filas no b:isicas (fila 2 y fila 3) produce Ia siguiente matriz b:isica, fonnada exclusivamcnte por filas 
biisicas (fila I y fila 4): 

[0 I 0 I] 
I 0 0 I 

El localizar las combinaciones de rasgos que pcnnitcn distinguir a cualquier par de objetos que 
pertenecen a distintas clases, es equivalcnte a encontrar los tcstores. Recordemos cntonces su definiciOn. 
Consideremos re = {x1 , x2 , •. . , Xn ~ el conjunto de rasgo que dcscriben a los objetos en Ia matriz b:isica . 

TESTOR: Sea T c re, entonces T es un testor si no existe en Ia matriz de diferencias definida por las columnas 

correspondientes a los rasgos que contiene T, ningU:n rengiOn completo de ceros. 

TESTOR TiPICO: Es aqueltestor Tal que no se le puede eliminar ningUn rasgo sin que aparezca un rengl6n 
formado exclusivamente por ceros en Ia submatriz definida por las columnas de los rasgos correspondientes a 
T. 

Ejemplo 5: Suponga Ia siguicnte matriz b:isica: 
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Entonccs se dice que el conjunto de variables (x1 , x1, x~} forma un testor porque Ia matriz que se define 
exclusivamcnte con Ia primera, Ia tercera y Ia cuarta columna, no tiene ningUn rcnglOn formado exclusivamente 
por ccros. No cs testor tipico, porque se pucde eliminar un rasgo ( una columna) sin que deje de ser testor, es 
decir s in que aparezca un rengiOn exclusivamente formado por ceros, por ejemplo Ia cuarta variable( Ia cuarta 
columna). Por otra parte {x1 , XJ } si es un testor tipico, ya que es ·testor, pcro no se puede eliminar ninguno de 
sus rasgos sin que deje de ser testor, dicho de otro modo, si elimino Ia variable X J 6 x1 del conjunto, Ia matriz 
definida por las columnas correspondientes a cstos rasgos, contendra un rcngl6n exclusivamcnte formado por 
ceros (en este ejemplo en particular, Ia longitud del rcngl6n de ccros es 1). 

El algoritmo RECPLUS es un mCtodo para localizar los testores tipicos en una matriz bisica. La idea 
escncial es de poder contar con un mecanismo para encontrar los testores tipicos en un espacio de bUsqueda, 
determinado por todos los subconjuntos posibles del conjunto original de rasgos, es decir por el conjunto 
potencia lfl{!P). Como este espacio de bUsqueda es demasiado grande en Ia mayoria de los casas, deseamos 
cncontrar los restores tipicos, pero sin tener que recorrer todos los subconjuntos de manera exhaustiva. Es 
decir, poder detenninar un arden entre ellos que nos pennita descartar subconjuntos completes de 
combinacioncs de rasgos 

Dentro de las caracteristicas interesantcs que prcsenta cl algoritmo RECPLUS es que Cste pcnnitc 
localizar los tcstores tipicos ( o las combinaciones minimalcs de rasgos que permiten Ia diferenciaciOn entre 
clases): 

A) consider muestras donde las clases pueden scr no disjuntas; 
B) trabajar sobre Ia matriz bisica lo que lo hace mis eficiente en Ia bUsqucda; 
C) pennitir utilizar un concepto mis flexible de igualdad: los E·testores; 
D) no hacer un recorrido exhaustive por todas las combinaciones posiblcs de rasgos; 

Veamos ni.pidamente cada uno de estos incisos [11): 

A) Este punta se Jogra en base a una definiciOn de error, que evidencia cuintas veces un subconjunto 
de rasgos no logra distinguir a elementos de clases distintas, considerando que estos elementos efectivamente 
son distintos, y salva el caso en que los elementos son indistinguibles por tratarsc del mismo elemento 
clasificado en clases distintas. La definiciOn dice los siguiente: 

DefiniciOn 1. D enotcmos por ET(~)) a! multiconjunto de parejas de descripciones estindar scmcjantcs, que 
perteneccn a clases distintas con respecto al conjunto completo de rasgos, es decir: 

ET(• J ={(1(0),/(0J / 1(0) <= K; A l(OJE Kj , para i<j }, 

con i= 1, ... , I· I , j=i+ I, ... , t y ~ {xt, xz, .. . ,x0 }, donde I es el nUmero de clascs distintas. 

ScaX=(X;1 ,X;2 , ... ,X;s } cons~ n, 

E(X) denota al conjunto de subdescripciones semejantes atendiendo s6lo a los rasgos de X en clases 
distintas (1(0~,1(0)), es decir: 
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E(X) •{(1(0),1(0 )) / 1(0) ! 1(0'), 1(0) EK; , 1(0') E Kj , i<j } 

dondc: 
X sc lee como "son scmcjantes bajo el subconjunto de rasgos x" 

Diremos que el error de X cs igual a Ia diferencia entre los cardinales de los con j untos E(X) y ET( ll' 

) . 

B) Para ocupar Ia matriz bisica en Iugar de Ia matriz de aprendizaje y asegurar que Ia bUsqucda de los 
testores tipieos tendra Ia misma efectividad se requiri6 demost rar las siguicntes proposiciones: 

Se define una funci6n de Ia siguiente manera· 

X, >->II E(X,JII 

es decir, Ia funci6n que tiene como dominic un subconjunto de rasgos, y como contradominio t{ el conjunto 
de los nUmeros naturales, el nitmero II E(X.) II simboliza Ia cantidad de pares de descripciones que se 
confunden con esc subconjunto de rasgos basta su s-Csimo clemente. Si Ia funci6n ex aparcce con los 
subindices MD y MB indica Ia matriz sobre Ia cual fuc aplicada. 

PROPOSICION 1: e ,MA ( X;) • e , M0 (X; ) Y IE, ... (Xl l • IEMD(X) I, doode I E~(X)I es Ia can!inalidad del 

conjunto de Ia definiciOn I dada en cl inciso A sobre Ia matriz M.A y (EMD(X) J Ia cardinalidad el conjunto 
fonnado a panir de Ia matriz M .D. 

PROPOSJCION z· IE,,(Xl l > IEMB(Xl l 

PROPOSICION 3· Si Xes tester con respecto a M.D. entonces X es testor con respecto a M .B 

PROPOSICI6N 14: El conjunto de testores tipicos encontrados en M .D por RECPLUS es igual al conjunto 
de testorcs tipicos encontrados en M .B. por RECPLUS. 

C) Para hablar de una funci6n de semejanza mas flexible, de una ex.prcsi6n matem<ltica que nos 
pennita establecer Ia scmcjanza o diferencia entre pares de objetos de clases distintas, podemos referimos a Ia 
ex.presi6n mis sencilla, Ia funci6n de diferencia booleana: 

sis = n 

en otro caso 
donde Ia funci6n toma el valor 0 si los objetos 0 , y Oi descritos con n rasgos son semejantes y I si son 
diferentes, s es el nitmero de rasgos donde 0 ; y 0 1 dcben coincidir. 

AI hablar de EH estores, hablamos de dcscripciones que se consideran difcrentes, sOlo si el nitmero s · 
de rasgos en que no coinciden un par de objctos es mayor que un £ preestablecido, es decir: 

3 La demostraci6n de estas 4 proposiciones se encuentra en (II) 

34 



Capitulo 2. El algoritmo REC 35 

si s' 5: f.: 

sis'> E 

entonccs para difercnciar un par de objetos, se deben encontrar por lo menos e:+ I rasgos diferenciantes en 
cada reng!On de M.B. y entonces no considerar que el subconjunto de rasgos en tumo comete un error 
Entonces Ia definiciOn de error considerada en el inciso A de este capitulo debe contabilizar los errores en 
funci6n de Ia s iguiente definiciOn: 

Sea X~ R"" {xt, x2, ... ,x0 j. Dcnotemos por EE(X) al conjunto de renglones de M.B. que en Ia 

submatriz definida por X no contcngan por lo menos E+ I rasgos diferenciantes. Se diri que el error del rengl6n 
j..Csimo con rcspecto a Xi queda dcfinido de Ia siguicnte manera: 

. { " + I - ~a ·· si eren(J, x,. ) = 
0 

{;1 1'> 

k 

"f.aj;"$ &+1 
h= l 
en otro caso 

dondc X, representa el i-esimo subconjunto de rasgos, y cl subindicc k indica que se csti tomando de esc 
subconjunto, hasta el k-esimo rasgo. Las lctras a rcprcscntan los unos del reng!On j en tumo. 

Se diri que el epsilon error de X, denotado por Eex{x) es: 

s 
&ex(x)= Leren(j,X) 

j = l 

dondc S es el nUmero de renglones de Ia matriz en cuesti6n. 

D) Por Ultimo, para no llevar a cabo una bUsqueda exhaustiva, se defini6 un a rden entre los elementos del 
conjunto potencia del conjunto inicial, y se utilizaron las funciones de recorrido definidas por Morales Gamboa 
[ 12 J que sc enlistan a continuaci6n: 

DEFINICION [I2] : Sea p : "(~) --> ~[~) Entonces 

a) Si ex noes inyectiva y Xes testor entonces p(X) =o(X) 
b) Si ex es inycctiva y Xes testor entonces p(X)"" P(X) 
c) En otro caso, cs decir, cuando X noes testor p(X)=a(X) 

donde: 

l )cr: f(re)-+11'{re). tal que siX= { x11 , ••• ,x,, }, entonces 

cr(X): {x; e X I 'Vx e X, si x < x, entonces ex(x) > ex(x,)} 

a(0)=0 

2) p: 01{~)-+0l{re). tal quesiX:{x,1 , • •• ,x1.} , entonces 

p(X)= {x,1 , ••• ,x,,_1 }u {r e re i r > x,,} 

p(0 )=0 

~)a: LP(re)-+l'(re). tal que si x = {x11 , •• • ,x1,} , cntonccs 
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o.(X) = {X;, , .. , X,r 1} v {r e ~I r > x,1} 
Si x,, = max{x e X 13 r e !£ \X. con x < r) 

El algoritmo donde se cmplc6 esta funci6n de recorrido para encontrar E:tcstorcs cs cntonces cl 
siguiente: 

Entrada: E : el epsilon valor, para detenninar los t::tcstores. 
X={x,, .. . ,x"} : e\ conjunto inicial de rasgos. 
MA: Ia matriz de aprendizaje 

PASO 0. ldentificaci6n de posibles objetos multiclasificados 
PASO I. Construcci6n de Ia matriz bisica a partir de Ia matriz de aprendizaje. 
PASO 2. Mientras X sea diferente del conjunto vacio haccr 

PASO 3. Si ex(X) = 0 entonces paso 3.1 
PAS03.l.Si ex esinycctivacntoncespaso3.1.1 .1 y3.11.2. 

PASO 3.1 .1.1 Guarda el conjunto XenIa lista de Testores Tipicos. 
PASO 3.1.1.2. Aplica p(X). 

sino PASO 3.1.2. Aplica cr(X) 
sino PASO 3.2. Aplica a.( X) 
PASO 4. regrcsar al paso 2. 

PASO 5. FIN. 

Hasta este punto el algoritmo RECPLUS resolvia el problema de Ia localizaci6n de todos los testores 
tipicos en situaciones en las situaciones descritas, pero empezaron a surgir nuevas problemas con nuevas retos. 
En el campo de Ia medicina, nos encontramos con que en muchas ocasiones los medicos definen criterios de 
comparaci6n que no caben en Ia 16gica clisica o bivalente, es decir, bajo muchas situaciones, el medico no 
podia afinnar si dos valorcs eran simplemente iguales o diferentes, sino hablaba de diferencias en cierto grado, 
de scmejanzas hasta cierto punto. La lesiOn de un labia hendido era " ligeramente" parecida a otra, o resultaban 
"casi" iguales. El dolor provocado por una infecci6n era "muy semejante" a otro, aunque no igual. Este tipo de 
situaciones no es exclusive de Ia medicina, se presentaba en muchas otras disciplinas como Ia sociologia, Ia 
geologia, Ia psicologia. entre otras. j,C6mo comparar Ia capacidad intelectual de dos nii'ios ?, reducir a se 
parecen o no sc parecen, no resulta ser Ia mejor soluci6n del problema. En cambio, podemos hablar del 
parecido "en cierto grado". t.Es convenicntc hablar de Ia igualdad cstricta al comparar el grado de influencia 
de los medias de publicidad sobre un par de individuos?. 

AJ enfrentarse con este tipo de nuevas problemas, surge Ia necesidad de localizar testores difusos. al 
trabajar con matrices de diferencia difusas, en las cuales Ia semejanza o diferencia entre los rasgos de cada par 
de objetos noes absoluta, es un concepto relative, es dccir, ex.iste una "gradaci6n'' de Ia diferencia o parecido 
entre los valores. 

Es entonces, que se plantea el trabajo con conjuntos difusos, para Ia localizaci6n de todos los restores 
difusos en una matriz de diferencias o en una matriz bisica difusa. Este sera el objetivo a trabajar en los dos 
siguientes capitulos. 
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Capitulo 3 
SUBCONJUNTOS Y TESTORES DIFUSOS 

En a\gunas ciencias, tales como Ia Ingenieria, Ia Quimica o Ia Fisica, se construyen 
modelos matem<iticos exactos de los fen6menos reales. Sin embargo Ia noci6n de 
"perfecci6n" o "concepto exacto", muchas veces noes alcanzado en el proceso de modelado 
del "mundo real" Es muy amplia Ia cantidad y variedad de situaciones en las cuales se 
encuent ra implicitas cierta ambigOedad o difusidad en el proceso de su model ado. 

Esta difusidad en el contexte de Reconocimiento de Patrones se puede manifestar 
como cierta ambigi.iedad para determinar los limites de un conjunto o clase de objetos 
Puede presentarse tambien, y de manera muy frecuente en el proceso de comparar un par de 
valores para un mismo rasgo de un par de objetos, que esta diferencia 6 semejanza sea 
relativa 6 poco precisa, es decir, el resultado de Ia comparaci6n no se resume en " se 
parecen 6 no se parecen" par lo que Ia l6gica bivalente deja de ser una herramienta de 
soluci6n para su tratamiento 

Esencialmente Ia difusi6n es un tipo de inexactitud que al agrupar elementos dentro 
de un (asi llamado) conjunto difuso, no define Unicamente Ia pertenencia 6 no del elemento 
a\ conjunto. Se habla entonces del grado de pertenencia del elemento al conjunto. Aquellos 
elementos que pertenecen completamente at conjunto tienen pertenencia uno. Aquellos 
elementos que de manera precisa no se consideran en el conjunto se dice que tienen 
pertenencia 0, y par Ultimo el resto de los elementos tiene un grade de pertenencia definido 
dentro del intervale (0, I) en funci6n del grado de integraci6n al conjunto [ 13] 

Existe un gran nUmero de problemas cuya formulaci6n matemil.tica es muy compleja 
y poco precisa, par Jo que requieren un planteamiento en terminos de conjuntos difusos, lo 
que representa un desarrollo natural en Ia evoluci6n de Ia ideas cientificas. Es por demil.s 
decir que se han obtenido mejores resultados para este tipo de problemas "imprecisos" 
cuando su tratamiento se da desde el punta de vista de los conjuntos difusos. Cuando las 
respuesta SI 6 NO se amplian de un complete SI y de manera continua llegan a un MAS 0 
MENOS, siguiendo de manera continua hasta un NO, se permite construir modelos mas 
apegados a Ia realidad y por lo tanto mils fieles. Es decir, gracias a admitir cierta imprecisiOn 
se vuelven mils precisos 

Para los fines de este trabajo, el concepto de difusi6n surge como una necesidad de 
acercarse a modelos en los cuales el proceso de comparaci6n entre los objetos o entre los 
rasgos que describen a los objetos, no es de igualdad exacta, y deben considerarse entonces 
los conceptos de analogia, 6 semejanza en cierto grade. 

La selecci6n de variables entonces, queda supeditada a un proceso de selecci6n de 
aquellos rasgos que logran distinguir ent re los objetos de distintas clases aUn cuando Ia 
diferencia entre estos objetos pueda ser gradual 6 que se pueda hablar de un "grade de 
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semejanza" entre los valores de los rasgos que describen a los objetos de Ia matriz de 
aprendizaje y que Ia ameriten surgiendo entonces el concept a de testor difuso y test or difuso 
tipico 

La que sigue ahara es dar una introducci6n mci.s formal de los conjuntos difusos y sus 
operaciones bci.sicas como base para plant ear despues los testores difusos. 

3 . 1 CONJUNTOS DlFUSOS. 

La teoria de los conjuntos difusos [IS) trabaja con un subconjunto A dentro de un 
universe de discurso X, donde Ia transici6n entre un miembro y un no miembro es gradual. 
El objeto que pertenece "completamente" al conjunto tendrci. un grado de pertenencia al 
conjunto de I, el objeto que no pertenece al conjunto tendrci. un grado de pertenencia 0 y Ia 
funci6n de pertenencia seni denotada par ~A(x) 

~A(x) "" 1 si x e A 

~A(x) "" 0 si x ~ A 

La pertenencia difusa y Ia no pertenencia difusa pueden ser representadas por e y lit 
respectivamente 

lntuitivamente, un conjunto difuso es un conjunto que admite Ia posibilidad de 
pertenencia parcial en el. Sea X=={x1,x1, .... x, } denotando un espacio de objetos. Entonces un 
conjunto difuso en Xes un conjunto de pares ordenados 

A={(~A(x,).x,)} . x,E X. 

donde ~A(x) es denominado "el grado de pertenencia de x, en A" y el conjunto fonnado par 
los x1 cuyos grados de pertenencia asociado es diferente de cera, como el soporte de A 
denotado par sop(A) . Se asumiri para simplificar que JlA(x) es un nUmero en el intervale 
[0, I], con el grado 1 y 0 representado respectivamente, Ia completa pertenencia y Ia no 
pertenencia en un conjunto difuso, como se discuti6 antes, y tambien sera denotado por A= 

{~A(x,) I x, } ,,.x · 

En general se distinguen tres tipos de inexactitud: generalidad, cuando un concepto 
se aplica a una variedad de situaciones; ambigiiedad, cuando describe mas de un concepto 
indistinguible; y vaguedad, que precisa bordes no defin.idos. Los tres tipos de inexactitud son 
representados en los conjuntos difusos. 

DEFINICION 3.1. Un subconjunto difuso, A. de X es de tipo I si su funci6n de 
pertenencia, J.l.A(x), es un mapeo de X a (0,1 ]; y A es de tipo K. K=2,3,4, ... , si IJA(x) es un 
mapeo de X al conjunto de subconjuntos difusos de tipo (K-1 ). Par simplicidad, siempre 
entenderemos que A es de tipo I si noes especificado lo contrario. 
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3 .2 . OPERACIONES Y RELACIONES ENTRE CONJUNTOS DIFUSOS. 

Sea A y B conjuntos difusos en X. Se pueden realizar las siguientes operaciones 
sabre los conjuntos difusos 

Se dice que los dos conjuntos difusos son iguales (A=B) si y s61o si 

'fx e A ~A(x) ~ ~8(x) A 'fx e B ~8(x) ~ ~A(x) 

2. A estci contenido en B ( A \;;;; B ) si y s61o si 

'fx e A. ~A(x) ~ ~8(x) . 

3. La uniOn de dos conjuntos difusos A y B, denotada par Au B, esta definida como 

AuB~u .. x{max(~A(x), ~,(x))lx l 

4. La intersecci6n de dos conjuntos difusos A y B, denotada por ArlB, es definida como 

AnB~ u,.x{min(~A(x), ~,(x))!xl 

5. sop(A u B) ~ sop(A) u sop (B) 

6. sop( An B) ~sop (A) n sop(B) 

Llamemos conjuntos elementales a los conjuntos A y 8 Definamos como conjuntos 
compuestos a los conjuntos que resultan de aplicar cualquiera de las operaciones anteriores 
a los conjuntos A y B. Kandel [14), Kaufman [IS], Fu y Fung [16], demostraron que se 
cumplen las siguientes propiedades en las operaciones hasta ahara descritas: 

(!) A n B ~ B n A 

(2) A u B ~ B u A 

(3) (A n B) nC ~ A n (B n C) 

(4)(A u B) uC ~ A u (B u C) 

(S)A n A~A 

(6)A u A~A 

(7) A n (B u C)~ (A n B) u (A n B) 

(8) A u(B nC) ~ (A u B) n (A u B) 

leyes conmutativas 

\eyes asociativas 

!eyes de idempotencia 

leyes distributivas 
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(9)A n0-0 donde 0 es el conjunto vacio tal que 'fix E X: ~0(x) = 0 

( IO)A v0- A 

( II)A n X -A 

( 12)A v E-E donde E es el conjunto Universe 

5. El complemento de A es denotado por Ac y es detinido como 

A'-v.,x((l-~,(x) )lx} 

(IJ)(A' )'-A involuci6n 

( 14) (A n B)'- A'v B' 
Leyes de De Morgan para el caso difuso. 

(15) (Av B)' - A'n B' 

lo que no se cumple en los subconjunto difusos es 

( 16) A vA' ~x 

( 17) AnA'~ 0 

Para los subconjuntos difusos, el conjunto potencia o "conjunto de subconjuntos 
difusos" es infinite, pero puede considerarse un nU.mero de valores de pertenencia 
permisibles y finito, para que de este modo, el conjunto potencia de un conjunto difuso 
pueda ser finito, para ser usado en el siguiente capitulo y que sera definido entonces en los 
siguientes terminos: 

DEFfNCION 3.2.1: El conjunto potencia de un conjunto difuso sera considerado como el 
conjunto de subconjuntos posibles de A={ (~A(x,),x, ) } . 

3.3 TESTORES DIFUSOS. 

El concepto de testor difuso resulta una herramienta que acomoda con bastante 
precisiOn a nuestro prop6sito de seteccionar variables en medias difusos. La idea de los 
testores difusos se debe en primera instancia a Goldman en 1980, que considera valores 
infinito~valentes para Ia comparaci6n de cada rasgo (en su expresi6n mas simple estos 
valores se encuentran en el intervale [0, I]). 
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Formalicemos ahora el concepto de testor difuso. Sea ~ = {x1• x1 • . . . • x~} el conjunto 

de rasgos que describen a los objetos a ser comparados. 

Sea T = {,ur1 (xr1 )lxr1 , ••• ,,urk (xrk )lxrk} un subconjunto difuso de {x1, ••• • x~ ) tal 

que lfpe{l , ... ,r) p,P(x,P)~o ... (3 . 1) 

A partir de este convenio Goldman en 1980 propane Ia siguiente definiciOn de testor tipico 
difuso: 

DEFINICION 3.3.1: 
" El conjumo T es tm testor di(uso con respecto a MB si 

ItA, E MB 3 Jl r (x, )lx, E.,.! Jl r (x, )lx, 5. Jl A (x, )lx, ... (3.2) 
p p ' I p p I p p 

donde A; denota el i~esimo reng10n de Ia matriz b3sica. 
de esta definiciOn se desprende los siguientes resultados: 

COROLARIO 3.1[17]: Sea T= {Jljl (x j1 >]xi1 , .. . ,Jlis (xj5 >]xis } un testor difuso 

{Jlq (xq >jxq , ... , Jl'"k (xrk )]xrk} un subconjunto difuso de ~ que satisface (3 . 1) 

{ {xi 1 ,· ·· , Xj 5 } n {xr1 , ···, xrk} = 0 

entonces T= {llit (xj1 >]xi1 •. , IJ.i s (xj5 >]x is ,f.lq (xTJ >]xTJ , ... , f.lTJc (x rk >]xTJc} es tambien un 

testor difuso. 

COROLARIO 3.2[17]: Sea T={llq (x r1 >]xrt , ... , Jlrk (xrk >jx'"k} un testor difuso y 

T'= {ll' q (x q >]xr1 , .. . , j.l'TJc (x'"k >]x rk }tal que satisface (3 .1) y \ip ll'rp s; llrp con p= l , ... ,k; 

entonces T ' es tambien un testor difuso. (En este caso se tiene que T 'c T y sop(T')=sop(T). 

De Ia definiciOn 3.3.1 y sus corolarios, se deduce que el conjunto de testores difusos 
de una matriz de aprendizaje resuha ser infinito. Para tratar de salvar este inconveniente, 

Lazo y Barreto[\9) en 1994, sugirieron sustituir Ia condici6n (3 .1) por Ia siguiente 

condiciOn: 

V'p(llrp (x) :#. OA 3 Aj e MDI Ilrp (xrp ) EAj) p= l , .. k. 

y plantean entonces las siguientes definiciones: 

. .. (JJ) 

" £1 con) unto T es 1111 testor difuso restrinfddo respecto a MB si satiJface (3.3) y (3. /). 

los corolarios 3.1 y 3.2 son validos para testores restringidos. 
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Como en el caso cl<isico, los testores tipicos difusos son testores difusos especiales. testores 
difusos irreducibles, testores difusos que guardan cienas caracteristicas que describi6 
Goldman en 1980 y que dice: 

" £1 con) unto T es WI testor difuso tivico respecto a MB si: 
a) T es 1m testor difuso con respec:to a MB 
b) cualquier con) unto difuso T' Formado por subconjuntos puntuales difusos de T, 

(T'~T) noes w11estor dijuso respecto a MB. 
c) si Tc T' y se tiene que sop(T) "" sop(T') entonces T' noes 1111 testor difuso 

re!.pecto a MB. " 

Kotelnikov por su parte enuncia Ia siguiente propiedad, para caracterizar a los 
testores difusos tipicos: 

" £1 conjunto T es 1111 testor difuso tipico respecto a MB si es 1111 testor difuso respecto a 
MB"y 

'v'J..lr (xr >lxr eT3A; e MD(~r (xr >lxr eAi A'V t e {l, ••• ,k} 
p p p p p p ..... (3..4) 

(t *- p ~ J..lr(Xr,) > JlA, (xr, ))) 

lo que significa que un testor difuso tipico tiene todos sus grados de pertenencia iguales a 
los grades de pertenencia de cada rengl6n de IaMB y sOlo en uno mayor. 

Por lo tanto un testor difuso tipico es aquel a! cual no puede aumentarse el grado de 
pertenencia de ninguno de sus rasgos y no se puede eliminar tampoco ninguno de sus rasgos .. 
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Capitulo 4 
RECDIF 

EL ALGORITMO REC EN EL CALCULO DE LOS TESTORES TIPICOS 

Establezcamos ahora Ia definiciOn del algoritmo RECDIF para el c;ilculo de todos los testores tipicos 
en una matriz de diferencia difusa, para lo cual debemos primero establecer Ia siguiente notaci6n: 

La matriz de difcrencias difusas tienc Ia siguiente forma: 

X, x, x. 

MD= [ 

pJ(xJ pJ(x;) p,(x,J ] P2fxJ J,JJ(x;) J.il(x,J 

p.(xJ p.(xJ ... p.(x.) 

donde p;(x) es el grado de pertcnencia al conjunto "es diferente" del el i-<!simo par de objetos en su valor 
correspondiente al j-t!simo rasgo o variable. A partir de csta matriz introduzcamos cl concepto de matriz 
b:isica que simplifica Ia bUsqueda de los testores tipicos· 

DEFINICION I. Diremos queA1 es subfila deA1 si 

3/ ~~~(X)< ~AJx,)] A[\1'[' ~ 1] => ~~ A,( X,) < ~A,(x,)l] 

DEFINICION 2. A1 es una fila bisica de MD si no existe en MD fila alguna que sea subfila de de A,, siendo 
A, :;tAl . 

DEFINICION 3. llamaremos matriz bisica de MD (o tambi6n de MA) a Ia matriz MB formada 
exclusivamente por las filas b:isicas de MD. sin repetir filas 

Consideremos los subconjuntos difusos de ~. X = {,ux{x;, >lx;, , ... ,,u x (x;, >f;,} tales que 'v's, I:S: s 

:S: r 3 A~ E MB I .Ux(x;,) = jJ Ao (x;)· Es decir, se considera el conjunto de todos los subconjuntos difusos 

de ~ , con todas sus variantes en cuanto a grados de pertencncia, siempre y cuando esos grados existan en MB 

En X se tendri i1 < ... < ir, es decir, las variables o rasgos del sopone del conjunto difuso estaran 
ordenadas en fonna ascendente respecto a su subindice. A Ia familia de tales subconjuntos difusos de ~ Ia 

denotaremos 771(~). Adem;is adoptaremos Ia siguiente notaci6n para simplificar: 

X = {px (x,,)jx.., ... , p x (x,,)f;,) = {Px(x,,)lx,,IIX' ) 

s iendo X' = {.Ux(x~ >lx~ ,. . .,,u x (x1J !x 1,} 

Dicho de otra manera, podemos expresar el conjunto X, explicitando el primer elemento, y denotando 
el resto del con junto por X . 

En ocasiones utilizaremos una notaci6n rruis simplificada: 

X= (px(x,, >jx.. •··· •Px (x,)!x,. l = (~ , , jx,. •···• ~iJi, I 
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4.1. FORMALIZACI6N DEL ORDEN 

Para localizar todos los testores tipicos de una matriz b<lsica, se podria analizar uno a uno todos los 
subconjuntos posibtes del conjunto original de rasgos, de modo que se vayan localizando todos y cada uno de 
los testores tipicos difusos. Este proccdimicnto naturalmcnte es bastante engorroso, poco cficicntc y por lo 
tanto caro_ En su Iugar se dcsca cstablccer un orden entre los elementos del conjunto potencia' del conjunto 
original de rasgos. de modo tal, que a partir del aruilisis de un subconjunto en particular se puedan cstablccer 
las caracteristicas de los conjuntos que le siguen, en relaciOn con su capacidad o no de ser testor tipico. 

Dado que estamos trabajando sobrc una matriz bisica, el conjunto de combinacioncs posibles del 
conjunto de rasgos original tomando los grados de pcrtcncncia de csa matriz es un reticula ya que guarda 
orden parcial, cosa que no favorece nuestros propOsitos, porque a partir de una combinaciOn dada, siempre se 
podria elegir mits de un conjunto como ' 'siguiente" 

Para ilustrar lo anterior, considerese el siguiente ejemplo: 

[

.31 x1 .45 x1, .81 xl 
MB .70x1 .13x1, .63x1 

.54x1, .60x1, .23x1 

Ia porciOn de el reticula que muestra el mimero de combinaciones posibles sOlo para aquellos subconjuntos 
con tres rasgos se muestra en el anexo I. A partir de cualquiera de estas opciones hay oor to menos 3 
combinaciones posibles. En total el conjunto de subconjuntos posibles tomando s61o los valores de 
pertenencia que aparecen en Ia matriz de diferencias tiene una cardinalidad de 

i;v,. + ~ i;v,,v, + ~ ~ i; v,,v,,v,, +··± . i;v,, .v .. 
io"' l i1"'1 i1: i1+1 i1 : 1i,~i1 H i0~i,•l i1=1 i0:i0_1 

contra los 2" elementos que tiene el conjunto potencia en el caso duro. Esta formula resulta de formar los 2n 
subconjuntos posibles del conjunto original de rasgos involucrados, pcro a esta combinaciones se agrega para 
cada rasgo tantos grados de diferencias distintos como haya en Ia MB, para esa variable. Asi, Ia primera 
sumatoria contabiliza los subconjuntos de un solo rasgo para los distintos grados de pertenencia, el segundo 
termino (Ia doble sumatoria) contabiliza los subconjuntos de dos rasgos con los distintos grados de pertenencia 
y asi sucesivamente, hasta que fmalmente el Ultimo tennino (las n sumatorias consecutivas) contabiliza el 
numero de subconjuntos posibles conn rasgos para todos los grados de pertenencia pennitidos. 

Para convcrtir este orden parcial en un orden total se propane Ia siguiente definiciOn: 

DEFINICI6N 4: Sea X1 = {P;,Ix.-,IIX'' }, X 1 = {JJi.lx;.llx'•) y sea-< una relaciOn tal que X 1 -< X 1 

(X1 antecede a X1) 2si : 

. 1 £\ conjunto potencia para un conjunto difuso fue defmido en e\ capitulo anterior 
2 Se define ademas -< • como Ia relaci6n X1 antecede o es igual a X1• 
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a)X1 =0 
b);, <j,, 

c);,= j 1. y J.J ~ (x;, )(J.J;, (x1, ) , 

d)i, =h .. )J~ (x;,) = J.l i ,(xi , ), y X'•-< X'• 

Esta arden es cxactamente inverso al ordcn propucsto por Lazo[ 17] en los tcstores tipicos, debido a 
que se requcria poder inferir subconjuntos del conjunto en tumo 

DEFINICION S. [ 17](Lazo). Sea 'fi(MB) Ia familia de testores difusos de Goldman de una cierta matriz 
MB; sean t ; (i El) los elementos de 'fi(MB) y definamos Ia siguiente relaci6n sobre los elementos de 'f'(MB) 

De t1 1;, 11 sc ticne que (sop 11 \sop t1 ) = 0; es decir (sop 11 !;;: sop 11 ) . Si (sop t 1 =sop t 1 ) entonces / 1 

l; tz- lz ~ l, 

PROPOSICI6N l.(Lazo) ~ es una relaciOn de ordcn 

DEMOSTRACI6N: ~ es trivialmente reflexiva, para todo t E '+' se tiene que t ~ t. Ficilmente se prueba que 
~ es antisimCtrica a partir de Ia conmutatividad de n y Ia asociatividad de u . Demostremos ahora que ~ es 
transitiva 

Sean t .. 11, tJ e '+'tales que /1 ~ / 1 y 11 ~ tJ . De 11 1;, 11 se tiene que sop 11 r;;sop 11 y de 
11 1;. IJ se tiene que sop 11 r;; sop 13 de donde resulla que sop 11 r;; sop IJ y entonces sop t1 sc puede pan icionar 
en sop t 1 y sop tJ \sop 11. Sea 

como sop 11 r;; sop tJ entonces 

Sea x e sop t 1 , de 11 1;, 11, resulta que J.J,, (x) <:!: J.J ,, (x) y de !1 ~ /3 que J.-1 ,, (x) <:!: J.J,, (x) . Luego 

J.-l,, (x) <:!: J.I,, (x) ysetieneque J-ID(x)=J.J,, (x). Sea ahorax e (sopt,\ sopt.). por la definiciOnde D 

resulta que J.J0 (x) = J-1,, (x). Luego 'rf:c e sop 1,, Jl o ( x) = Jl ,Jx), de donde D(t., IJ ) • IJ con lo que se 

demuestra que t1 1;, t3 y con ella que ; es transitiva. Por lo tanto 1;, es una relaciOn de arden .• 

PROPOSICION 2. -< es un relaciOn de orden total. 

DEMOSTRACION: Demostremos primcro que cs una relaciOn de arden parcial. Sean 

t, ={p,,(x,.Jix,.IIX'•} y t, ={p,,(x1,)jx;. ~X'' } . 
A) -< es reflex.iva {t -<• 1). Si I = 0 , entonces 0-<• 0 por el incise a) de Ia definiciOn I. Si I ;t0, sea 

t = {p,(x; >lxoiiX'} entonces t-< •t si y sOlo si X -< •X y luego de un nUmcro finito de pasos se obtiene que 

t -< •t si y sOlo si 0 -< •0. lo cual se tiene. 
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B)-< cs antisimetrica: ((t, -< t, y l z-< t!)~ t, = lz ) . Scan l~o l z E m(~) tales que '· -< l! y , l-< t •. Si It =0, por 

Ia definiciOn de orden /z no puedc scr otra cosa que tz :::0. entonccs, como sus variables cstin en arden 

asccndcnte, para que ocurra que t, -< 1: y l z -< t~, debe ocurrir que i, = j,. 11 ,, (x1, ) = jl,1 (xi , ) y que 

X'• -< X '• y X'• -< X'•, siguicndo rccursivamentc el razonamiento. llegarcmos a Ia conclusiOn de que 

'ti,j,,u1 (x ; )lx; = p 1 (x; )lx ; :. 11 -< 11 • 

C)-< es transitiva. {(11 -< 1z 11. t1 -< t3 ) .::::> / 1 -< /1). Sean l~o t1, t3 E'/1l(i£). tales que 11 -< t 1 y t 1 -< 13 . 

Si tJ = 0 , por el incise a) de Ia definiciOn I 11 -< t3 

Si , lz = 0 , entonces t3 = 0, :. t 1 -< t3 nuevamente. 
Si t, = 0 entonces ncccsariamente ocurre que 11 = 0 , y luego como se vi6 en Ia consideraciOn anterior 

tJ= 0 , :.t, -< IJ . 

Sea ahara t 1 .c0 , l z .c0 , 13 :;t0 y 11 = {,u,, (x;, >lx ;, I! X'' }, 

t, = {p,,(x1, >h iiX'•} :y t, = (JJ,,(x,,Jjx.,~x'• } 
• Si i 1 < j 1, entonces comoj1 :5 k 1, se tiene que i 1 < k1 y por el incise b) de Ia definiciOn de -<, 11 -< t 3 . 

+ Si i1 = j., y Ji 1, (x;, )(Ji,, (x;, ) , entonces puede ocurrir dos cosas 

;} Si j, < k1 entonces i 1 < k1 y por lo tanto /1 -< /3 . 

o.) Sij1 = k1, entonces ,u,, (x1, ) :5 Jl ,, (x., ) , luego p,, (X;,) :5 Jl,, (x.,) y por Jo 

tanto t 1 -< /3 . 

• Si i 1 = j 1 y J1 1, (x;, ) = ,u,, (x ;, ) entonces se pueden presentar tres casas· 

o} Si j 1 <k1 ~ t, -< 1, . 

O<) Si j 1 = k1 y Jl ,, (x;, )(u 1, (x., ) se tiene que Jl ,, (x,, )(JI,, (x.,) por lo tanto 

t, -< t, 
; o;) Si j 1 = k 1 y Jl ,, (x;, ) = Jl,, (x., ) , entonces se prosigue cl an<llisis de mancra 

recursivacon X'• -<X'•y X'• -< X '' . 

Hemos demostrado que es una relaci6n de a rden, ahara demostraremos que este arden es total, es decir, 

no importa quien sea t., t2 Effl(~} , sicmpre podremos decir si 11 -< t1 o 11 -< 11. 

Si uno de los conjuntos es el vacio, denotamos por t._ cntonces t1 -< 11, por el incise a) de Ia defmiciOn 

de-<. Si 1z 'fl!:0 y t 1 :;t 0 , entonces: 

• Si i1 < j 1 ~ ~~ -< 11 ysii1 > j, .::::> t1 -< t, . 

• Si i 1 :::: b . entonccs sc analizan las siguientes dos situaciones: 

•} Jl,, ( X;, l<JI,, (x;, ) ::::) 11 -< 11 l1 -< lz y si J.l ,, (x;, ))p,1 (x i ,) ::::) 12 -< 11 

,.) J1 1, (x;, ) = }1,1 ( x i,) , entonces se procede rccursivamente.• 

Hemos definido un arden parcial ; en Ia familia de los testores difusos de MB ('f'(MB)) y un arden 
total -< en m(te). Evidcntemente 'f'(MB) c m(t£) de modo que para los elementos de 'V(MB) podcmos considerar 

ambas relaciones de arden, resulta entonccs que : 

PROPOSICH)N 3. Sean t~o t1 e 'f'(MB); se tiene que t 1 l; t l :;::;. lz -< t 1. 
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D(t, h) =(t1 nt2) u ((sop t, \sop t1 ) r. t , ) u ((sop t1 \sop tJ) r. tz) 

Si t, = lz el rcsultado es inmediato. Consideremos entonces que t1 ~ 11 Proccdercmos por reducci6n al 
absurdo, supongamos entonccs que t1-< 12, csto se puede just ificar bajo alguna de las siguientes 4 razones: 
A) 1: = 0, pero resulta que D(t1 ,11 ) = 0 v ( t,) v 0 ~ t2 1o que contradicc que 11 S 11 

B)i, <j, ; dedonde X ;, Esopt, y X;, f/. !iOp11 . Entonces J.l,,n1, (X;, ) = 0 , X;, E (sopt, \ sopt2 )y 

X;, fl. (sop 11 \ sop t,) , se t iene que J1v (x1, ) = J.l,,(x;,) Y entonccs D(t., t2 ) ~ 11 lo que contradicc Ia 

hipOtes is inicial. 

C) i, = j, y J.l,, (x,, )( J.L,, (xi,), esto hace que J.l,,'""• (x;, ) = J.l ;, , porIa definiciOn (de intersecciOn en 

difusos), entonces D(t1, t 1 ) ~ 11, lo que contradice Ia suposiciOn inicial. 

D) i, = j .,J.l,, (x,,) = J111 (xi,), entonces debe ocurrir que X '• -< X'•, lo que nos conduce a uno de los 

incisos anteriorcs.• 

4.2 LA FUNCION DE ERROR 

Establccido un ordcn para recorrer c\ conjunto de combinacioncs de rasgos con grados de pertcnecia, 
continuaremos ahora con Ia defmici6n de error , que seri un concepto en el que se basarin mis adelante las 
funciones de recorrido que nos pennitinin "saltar" grupos de subconjuntos en Ia bUsqueda de los testores 
tipicos difusos. Un subconjunto de rasgos "comete un error" cada vez que es incapaz de diferenciar un par de 
objetos de clases distintas, dicho de otro modo, los grados de penencncia del subconjunto son todos mayores a 
sus correspondientes en MB. Esto se fonnaliza en Ia siguiente 

DEFINJCJ6N 6, Sea X Em(~) con X= {J.lx (X;,)jx,, , . .. ,J.lx (x 1, )1x;, } Denotemos por EDIF(X) al 

conjunto : 

EDIF(X}= (Ak EM~~x (x11 ))~A, (x11 )) Vj I ~j~ s . 
Se dir<i que el error de X es igual al cardinal del conjunto EDIF(X) 

Entonces EDIF(X) es precisamente el conjunto de filas de MB para las cuales no se cumplc Ia 
condiciOn de Ia definiciOn de testor difuso tipico, y el error de X Ia cantidad de cstas filas Resulta entonccs 
que: 

PROPOSICI6N 4. Xes un tcstor si y sOlo si el error de X es igual a ccro. 

DEMOSTRACION: Es inmcdiata a partir de Ia definiciOn de testor difuso .• . 

DEFINICION 4. La funciOn de error acumulado sera definida de Ia siguiente manera 

X = (.u,,h , ... ,!J,_Ix,, ), T = (~, 1 jx, , ...• ~1, ix1, ),1 < k < s, 
edifx:sopX~N 

x ,, -->ll£orF(T'JII· 

Esto es, el e rror del subconjunto X hasta su k..Csimo elcmento que es igual al cardinal de EDIF(T• ), 
que es el nUmero de renglones en que no se cumple Ia condici6n de Ia definiciOn de testor difuso tipico en Ia 
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submatriz definida por las primcras k-Csimas columnas de MB corrcspondientes al sop X, y que a partir de 
ahara denominarcmos "error" 

PROPOSICI<)N 5. edifx es una funci6n no crecicnte 

DEMOSTRACION: Sea X= {.u,, lx,,, .•• ,,u ,, lx,,} . a partir de este conjunto difuso se define 

Tk = {~~1 )x; 1 , •.. ,IJ.;k jx;k } . como un subconjunto de X, fonnado por sus primcros k-Csimos rasgos. Si k < 

k' entooces EDIF(1" I ,;;;EDIF(J') . 

PROPOSICION 6. Si T es un testor difuso tipico entonces edifT es inycctiva 

DEMOSTRACJON: Sea r~ = {P,, lx 1, , ••• ,J.l1, ix 1, }. un testor difuso tipico. Supongamos que de 

J.l r (x1, >lx 1, , hasta p r (x 11 >)x 11 Ia funci6n decrece (proposici6n 5) y J.l r (x11, >)x11., no haec que el error 

disminuya con respecto al rasgo anterior. SegUn Ia caracterizaci6n de los testores difusos ex.iste una fila en 

MB, sea esta fila A,. tal que f.J A,. (x11. ,) = Pr(X11,) y '<I k < j, ocurre J.l A, (x1,) = Pr(x,, ) , luego A,..: 

EDIF{'P._1); pcro A, e EDIF{P). Como EDIF{P.1) ~ EDIF{'P) se tiene que EDIF{'P .. 1) c EDIF{'P) y 

edifr(X11,, )(edifr(x11 ) por lo que podemos afinnar que si T es un testor tipico difuso cntonccs edifr es 

estrictamente decreciente y por lo tanto inyectiva .• 

4.3 LA FUNCION DE RECORRIDO 

PorIa manera en que se han ordenado los conjuntos, podemos a partir de que encontramos un conjunto 
que es testor difuso, que no cs tipico. eliminar de Cl aquellos rasgos donde Ia funei6n de error noes inyeetiva ya 
que esos rasgos nose necesitan para que el eonjunto distinga a los elementos de MB. Cuando cncontramos un 
conjunto que es testor difuso tipico, podemos saltar al grupo de con juntos que le siguen y que son subconjuntos 
de el, ya que por Ia definiciOn de testor tipico difuso ninguno de sus subconjuntos es testor difuso tipico. Por 
Ultimo si tenemos un oonjunto que no cs testor difuso, ninguno de los subconjuntos que le siguen seri testor 
difuso, por lo tanto igual que en el punto anterior podemos saltarlos. Para llevar a cabo estas tres acciones se 
define Ia s iguiente funci6n de recorrido entre los conjuntos difusos: 

DEFINICION 7: Sea pdif: m(re)-m(~) y X= (l';,lx;, , ... ,JJ;,Ix.,) Entonccs: 

A) Si edifx noes inyectiva y Xes tcstor entonces pdif(X)==- arlif(X) 
B) Si edifx es inyectiva y 

;) Xes testor pcro no tipieo pdif(X)==- fJJif(X) 

; o) Xes test or tipico pdif(X)= ad if {X) . 

C) SiX no es testor, entonces pdif(X)= adif(X). 
donde: 

PRIMER CASO: 

I) ariif m(te)-+m(d!): entonces 

udif(X): {sop X\ (x11 1edifx (x;1 ) = edifx ( x11_, >)} ,.,X. 
udif(t2J} =0 . 
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dicho de otro modo, Ia funci6n orlif elimina del conjunto X, todas las variables para las cuales el error que se 
produce no varia con respecto a Ia variable que Ia antecedia. 

SEGUNDO CASO: 
2) fldif(X) : m(~)-m(~). Sea : 

fldif(X) = Yu Z u H 
definiendo como sigue: 

y = {{l';,jx., , ... , JJ ,,_, Ix,~,) si s> 2 

0 ~ s = l 

{ 
0 si 'tAk ~ A, (x1, ) ~ ~x (x1, ) 

Z= Ill"' ; lx; ) ,e.o.c.Siendoll"; = min fJ..l A (x; ))[..l x (x; >) l s s s Ak eMB\ k s s 

o sea, Y introduce en el nuevo conjunto las mismas variables que tenia el conjunto original hasta Ia penUitima, 
siempre y cuando el conjunto tenga una longitud mayor o igual a dosl , por otra parte, el conjunto Z toma el 
Ultimo elemento del conjunto X e incrementa su grado de pcrtencncia asociado al grado de pertenencia 
siguiente, en dependencia de los valores que este toma en Ia MB. 

H = {~, lx, ll~' = min ~~A, (x, )) cons(r ~ n} 
AkeMB 

es dccir, H es el conjunto difuso fonnado por todos los rasgos a Ia dcrecha del s-Csimo, con el minima grado 
de pertenencia con respecto a cada variable. 

Finalmente: 

{Jdif(0)=eJ. 

TERCER CASO: 

3) adif m(~)-m(~): Entonces 
adif(X) = y <A: <.AI 

donde Y, Z, H se definen segUn se presenten los siguientes casas· 
+ Si i, = n y s= l ,entonces adif(X)=f2J 

+Si i , = n: 

y = {{1'., lx,, , ... ,JJ,,., jx.,_, ) si s> 2 . 

0 ~ s s 2 
0 sea que el conjunto Y toma los mismos elementos que contenia el conjunto X, hasta el antepenUitimo 
elemento. 

{ 
0 si V'Ak llAk (x;,_1 ) s ll x (x;,_1 ) 

Z = Ill "'; lx1 ), e.o.c.Siendo[l"' ; = min lllA,. (x; ))[lx (x; >)· 
\ s- 1 J-1 s-1 Ak eMB\ ~ s-1 s-1 

es decir. toma el pen Ultimo elemento e incrementa su grado de pertenencia al siguiente grado que exista en Ia 
MB asociado a ese rasgo. 
Finalmente H es el conjunto de los rasgos a Ia derecha del elemento s-1-iisimo, con sus grados de pertenencia 
mis pequeiios: 

3 Tomaremos como longitud del conjumo a Ia cardinalidad del mismo. 
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H={~.[x,ll~• = min (~• A, (x,)) con (s- l)(r~ nl 
Ak eMB 

y = {(~;, jx;. , .... ~;,_, lx;,_, ) sis> 2 

0 si s= I 

{ 
0 si lfA, ~ A, (x;, ) ~ ~x(x;, ) 

Z= (ll*; lx, ).~.o. c. Siendoll*; = min ~~A, (x; ))~tr(x; >} 
s s s Ak e,HB s • $ 

H = {~. [x,ll~• = min ~~A, (x,)) cons(r< nl 
Ak e !dB 

Entonces Y sc encarga de Ia primera parte del conjunto que no cambia con respecto a X. Z es Ia parte 
que cambia (avanza a) siguiente valor de grado de pertenencia asociado a esa variable). H se encarga de los 
que siguen a\ rasgo que modificO Z, y que aparecerin con su grado de pertenencia mas pequeiio asociado. 
Finalmeme 

adif(f'J)=O 

Nos interesa ahora, que en base a Ia definiciOn de orden establecida en nuestro conjunto potcncia y a Ia 
definiciOn de recorrido anterior. sc pueda ascgurar que siempre "avanzaremos" sobre los conjuntos, es decir, 
que siemprc a partir de un conjunto Ia aplicaciOn de Ia funciOn de recorrido nos !levari a un conjunto 
"posterior", entendido en tCrminos del orden establccido. Esto es lo que se cstablece en Ia proposiciOn siguiente 

PROPOSICION 7. Para todo X e m(~) se cumple que: 

X -<• arlif(X), 
X-< • fidif(X). 

y X -<• adif(X) 
DEMOSTRACI6N: Si X = 0, Ia demostraciOn es obvia, ya que por definiciOn I de orden arlif(X) -< • 
fidif(X) -< • adif(X) = 0 . 

Si X:;t0: 
a) De Ia DefiniciOn 2: 

D(adij{X), X) =( adifl,X)11 X) u ((sop adift.X) \ sop X) f'"l adij{X)) u ((sop X\ sop adij{X)) 11 X) 
= adift.X) v0 v ((sop X\ sop adif(X)) 11 sop X) =X 

:. adif(X) l; X y porIa proposiciOn 3, X-< adif(X). 

b) Sea X = {P,,Ix,, , ... ,J.f;, lx;,} , Y , Z y H como en el inciso 2 de Ia definiciOn 5. fldij{X) = Y u ZuH 

hasta el rasgo x,& (I'), Xes igual al conjunto /}dif(X) . Pero si Z = {p;&lx,. } donde J.l ;, por construcciOn es 

mayor que f.J ;, y por cl inciso c) de Ia definiciOn I, X-< /}dift.X). Si Z = 0, entonces por el inciso c) de Ia 

deftnici6n I, X -< {Jtlij(X). 
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c) Si X= {..u;, jx1, , ••• ,,u;,lx;,} , Y , Z y H como en el inciso 3 de Ia definiciOn 5 adij{X) = Yv Zu H 

Como en cl caso anterior X cs igual a adif(X).en los elementos de f . 
Si Z "" 0 , entonccs por el inciso b) de Ia definiciOn I , X -< adif(X) 

si i,::: n, Z ::: {p ;,_1 lx;,_,} , entonces por conSirucci6n y por cl inciso c) de Ia definiciOn I X -< adif(X) 

si i, < n, Z = {JJ;. Ix;.}, y porIa misma raz6n que en el p<irrafo anterior I X -< adij(X). 

Eslablecido to anterior veamos otras caracteristicas de esla funciOn de recorrido, por cjcmplo, en el 
caso particular de Ia funciOn mlif{X), podemos dccir que el grupo de elementos de clases distinlas que no se 
logran distinguir con cl conjunto de rasgos X cs el mismo grupo que el que produce sin podcr distinguir 
mlif(X). como se fonnaliza en Ia proposiciOn siguiente: 

PROPOSICU)N 8. Sea X e m(tt) y EDIF(X) como en Ia definiciOn 3. Entonccs: 
<) EDIF(udij(X)) ~ EDIF(X) y 

ii) edif <>dift.\")(x) = edifx(x) para cualquier x e sop ctrlij(X). 

DEMOSTRACION: edifx puede 0 no scr inyectiva sobre X. Si es inyectiva, entonces 

edifv: (x;i ) > edifx (x,i •• ) para toda i, por lo tanto odif(X) no eliminari ningUn rasgo, dando como resultado 

que mtij{X) ::: X, entonces es inmediato que EDIF(adij(X)) "" EDIF(X) 

Sino es inyectiva : mlif(X) elimina aquellos rasgos que edifx (X;. )=edifx (x1• ) : pcro Ji ;. lx1. no 
I J+l J+ l J + l 

tograba distinguir mis pares de objetos de los que distinguia X hasta cl rasgo ,U ;i lx1i por lo tanto 

EDIF(odif(X)) cs el mismo conjunto que EDIF(X). Para el inciso ,;:) se tiene 

JEDIF({,u ,.,ifx jx,1 ,. • • ,Ji,.,ifx lx,. }) I= I EDIF({}Jq lx ;1 , .. . ,,u;, ~~. })I cntonccs 

edifx (x1, ):::edif,.1tx) (x;i ), 

para todo X ;, e sop adif(x,.) . • 

Otra propiedad importante, de esta funci6n, es que si se aplica sabre un conjunto de rasgos que es 
testor, el nuevo conjunto obtenido tambitn es teswr difuso: 

PROPOSICI6N 9. Si X e m{!t) es testor, entonces odif(X) tambitn es testor difuso. 

DEMOSTRACION: Es inmediata a partir de Ia proposici6n 5 y Ia definiciOn 8. 

Existe una propiedad que nos sera de utilidad en lo que sigue, y que nos pennite asegurar que para 
cada par de conjuntos que coinciden en sus primeros k elementos, todos los conjuntos intennedios entre ellos 
cuentan tambitn con esos mismos k elementos. Para esto se establece Ia siguiente 

PROPOSICION 10. Sea X, = {p,lx;1 , ... ,,u 1 ~;. } y X 1 = {..u1 lx11 , .. . ,,u1 lx,. }. si X 1 -< X:, y ambos 

conjuntos coinciden en sus primeros r elementos con los mismos grados de pertenencia, entonces cualquier W 

e m{~). tal que X, -< W -< X1, tiene esos mismos elementos con los mismos grados. 
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DEMOSTRAC16N: Hagamos Ia demostraciOn por contradicciOn, es decir, supongamos que existe un 

clemento J1w Jx,, , tal que I s; k s; r, dicho de otro modo, es un rasgo que existc dcntro de los primeros r 

elementos deW, pcro J1w ]x,, ~JJ .,., ]x, • • o .u .v ]x,, ~.Uxz lx,, Como los primeros r elementos de X 1 y X2 

son los mismos, bastari decir que p w ]x,. ~ .U x,]x,i conk como cllugar corrcspondicnte a J en X, y Xz . Esta 

situaciOn sOlo se puede dar por alguna de las siguientes causas· 
• Si ;, < ii, cntonces por cl inciso b) de Ia definiciOn I, Xz ...: W lo que contradice Ia premisa inicial de 

arden. 
• Si i, > ij, cntonces por Ia misma razOn que en cl inciso anterior, W -< X., lo que nucvamente 

contradice Ia suposici6n inicial de arden. 
• Si ;, = ii> entonces puede ocurrir que: 

>} ?wjx,, < p x,lx1i . en cste caso por el inciso c) de Ia definiciOn I, W -< X,, que contradice 

el orden supuesto. 

• •) P .v]x;, >px1 1x 1i, entonccs X1 ...: W que tambien es una contradicciOn con el arden 

inicial. 

Por tanto, no puede existir P w]x,, en W, dentro de los r primeros rasgos sin que sea igual a sus 

eorrespondicntcs rasgos en X 1 y X 1 • 

Establecido lo anterior, toea ahara demostrar que en base a] arden establecido sabre el conjunto 
potencia m{!e) y Ia funciOn de recorrido pdifx no se dejari de encontrar ninglln testor difuso tipico. No existiri 
Ia posibilidad de que una aplicaciOn de Ia funci6n de reconido "brinque'"' a algUn testor difuso tipico. 

PROPOSICI6N 1 t. No existe testor difuso tipico T e m(~) tal que pdif(X) ...: T ...: pdif+1(X) siendo 

X = {.u;j.x,. ... ,.u: lx" }. y .u" = ;:'f::,t.u ... (x")} 

DEMOSTRACI6N: Denotemos por X 1 = pdif{X) = {p,1 jx ,1 , • •• , p ,,]x;,}, y supongamos que nose cumple 

Ia proposiciOn. es decir, que existe un tester difuso tipico T que no est:a incluido en el reconido definido por 
pdif. Esto sOlo puede pasar bajo alguna de las siguientes 3 situaeiones: 

A ) edif -"•• no es inyectiva y X 1 es restor difuso: Baja cstas condiciones pdif(XJ = udif(XJ. X 1 ...: T...: 

adif(XJ. Hay elementos x,i e sop X, y x 1i e: udif(XJ. x 1i puede o no penenecer a! sop T: 

• Si X;; e T, pucde o no tenere] mismo grado de pertenencia que en X1. 

• si P x, (x 1; ) = ? r (x1i ) , entonces nodisminuye el error obtcnido hasta el rasgo x 1i - l 

por edifx1 y por lo tanto puede ser eliminada del conjunto difuso, sin que cambic cl error 

total. Por lo tanto T no cs testor difuso tipico, ya que se puede eliminar uno de sus rasgos sin 
que deje de ser testor difuso. 

•s i Px, (x;i) of.: JJr(x,i ) , puede ocurrir que J1r(x,i ) sea mayor o menor que su 

correspondientep x1 (x1i ) : 

• Si !J x, (x1i ) <pr(X1i ) , entonces podemos asegurar que J1 x, (x;i ) no 

~ t6mcse "brincar''. como sin6nimo de no ser considerado por Ia funciOn de recorrido. 
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lograba disminuir el error encontrado por edifx1 , cualquier valor de pertenencia 

mayoral de et, tampoco lo hani, por lo tanto tambiCn se puede eliminar de T sin que 
T dcje de ser testor difuso, lo que contradice que T sea tcstor difuso tipico. 
• Si }J .\·1 (X;i ) > P r (x1i ) , T no pucdc ser testor difuso tipico ya que su variable 

tiene un grado de pertenencia que pucdc aumentar sin dcjar de ser testor difuso. 
t Si X ;i ri T. Por construcci6n, toda T que se encuentra entre X 1 y udif(XJ tiene o los mismos 

rasgos en el soporte o mis 
w Sison mas rasgos, T no puede ser testor difuso tipico porque existe adif(XJ que es testor 

con menos rasgos 
,. Si tiene exactamente el mismo soporte, debemos analizar si los grados son mayorcs o 

men orcs 
+Si los grados de pcrtencncia son mayores no pueden distinguir mas de los que 

distinguia X por lo tanto no puede sc pucde considcrar tcstor difuso tipico 
difuso. 

+ Si los grados de pertenencia son menores, entonces cxiste udif(X J que es test or 
difuso con grado de pertenecia mcnor por lo tanto T no puede ser testor tipico 
difuso. 

B) edif'<1 es inyectiva y X, testor difuso oero no tipico. Se aplica {Jdif(XJ y por lo tanto Ia funci6n avanza 

al conjunto inmediato. No hay nadie en media, por lo tanto T no pued.e existir entre ambos. 
Q_edifx1 es inyectiva y s tcstor difuso tipico. Se aplica adif(XJ. Como tencmos una combinaci6n que es 

testor difuso tipico , cualquiera que le siga con menos variables o mayor grado de pertenencia, puede que sea 
testor difuso, pcro seguro noes tipico. Esto se observa bajo dos condiciones distintas: 

• i, < n, adif(XJ lleva a! conjunto siguiente, por lo tanto no hay manera de que exista X1 -< T-< 
adif(XJ 

t Si i, = n, y suponemos que X, -< T-< adif(XJ, entonces }J x1 (x1i ) < Pr (X;i ) por construcci6n, 

pero como X 1 es testor difuso tipico, entonces ningUn conjunto con el mismo soporte y mayor grado de 
pertenencia en alguno de sus rasgos puede ser testor difuso y lo mismo ocurre si Z= 0, ya que T tendril. 
menos rasgos queX1, como Jo dicta Ia definiciOn de testor difuso tipico. 
D) X, no es testor. Se aplica adif(XJ. Como no cs testor difuso Ia funci6n lo que hace es saltar a los 
siguicntes conjuntos que tengan menos variables o mayor grado de pertencncia, porquc tampoco scnin restores 
difusos. Entonces provemos que salta efectivamente a los que tiene menos variables o mayor grado de 
pertenencia en las variables correspondientes al conjunto X1• Como en el inciso anterior se pueden dar dos 
casos al aplicar aJif(XJ: 

+ i, < n, adif(XJ 1\eva al conjunlo siguienle, por lo tanto no cx.iste T tal que X1 -< T -< adif(XJ. 

+ i, = n, y suponemos que X1 -< T-< adif(XJ. Pero como X1 no es testor difuso, es decir T, al 
aumentar el grado de uno de sus rasgos no obtendremos un tcstor difuso, al aumentar el grado de uno de sus 
rasgos no obtendremos un testor difuso, es decir T no pod.r<i ser testor difuso. Por otro !ado, si Z = 0 , 
cntonces si X1 no era testor difuso, le estamos quitando un rasgo lo que imposibilita aun mas que el nuevo 
conjunto sea siquiera testor difuso, por lo tanto Tno puede ser tcstor difuso tipico •· 
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4.5 ALGORITMO RECDIF PARA EL CALCULO DE LOS TESTORES TfPICOS. 

Se describe ahora el algoritmo que resume los resultados del presente trabajo, al localizar testores 
tipicos difusos partiendo de una matriz bisica (MB), gcnerando para analizar s61o aquellas combinacioncs con 
posibilidadcs de ser tester difuso, de modo tal que Ia bUsqucda no sea exhaustiva y no se rcquiera tcncr 
almacenado de antcmano toda Ia lista de combinaciones posibles de subconjuntos del conjunto difuso. 

ENTRADA: existen dos posibles entradas a) Una matriz de aprcndizaje o b) una matriz de diferencias . En cl 
primer caso se debe introducir tambii:n los criterios de comparaci6n de cada rasgo 

SALIDA: El conjunto de testores tipicos difusos de IaMB corrcspondiente 

PASO 1: Se considera X el conjunto difuso de todos los rasgos del conjunto R con sus minimos grados 

de pertenenda. X= {p,(x, ), ... ,JJ.(x.)}. 
PASO 2. Mientras X "#- 0 repetir los pasos 3 y 4, 

PASO 3. Se calcula el error edif" del conjunto difuso X. 

PASO 4. Si edif"" = 0, entonces 

Si edifx es inyectiva entonces 

Sino: 

Sino: 

SiX es testor tipico entonces 

Sino: 

Se anota X en Ia lista de testores tipicos 
Se aplica adif(X). 

Se aplica fldif(X). 

Se aplica adif(X) 

Se aplica adif(X). 

PASO 5. Salida: Imprimir Ia lista de testores. 

PASO 6. Terminar. 

4.5.1 Ejemplo 

Analicemos ahara un ejemplo muy sencillo de Ia manera en Ia cual el algoritmo anterior 
encuentra los testores difusos tipicos sabre una matriz bisica con tan sOlo 4 rasgos y 3 renglones . 

Consideramos Ia matriz 

xl x2 x3 x4 

[0 58 
0.52 0.09 

04] MB= 0.59 042 0.98 0.21 
0.90 0.38 0. 13 

54 
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La lista de subconjuntos posibles a analizar a partir de est a matriz, ordenados en base a Ia 
definiciOn 3 de orden es Ia siguiente 

combinaci6n 

que se a plica 
1.-{0.S&:rl. O.J&:r2, 0.09xl ,0.13x4 } 

2.·{0.58x1• 0.3&:r2, 0.09xl ,0.2 lx4} 
3.-{0.5&:r1. 0.3&:r~. 0.09xl ,0.40x4 } 

4.·{0.5Kxl, 0.38x~. 0.09x1 } 

5.-{0.S&xl. 0 .)8x2• 0 .98xl ,0. 13x4} 

6·{0.58x1• 0 .38x2, 0.98x1 ,0.21x4} 
7.·{0.58x~, 0.38x2, 0.98x1 .0.40x. } 
8.· {0.58x~_O.J8x2, 0.98x, } 
9. -{0. S&x~, O.J8x2, 0.1Jx4 } 

10.·{0.58x1.0.J8x2, 0.2lx4 } 

11.·{0.58x~, 0.38x2, 0.40x. } 
12.-{0.58x1• 0.38x2, } 
IJ.-{0.58xl, 0.42x2• 0.09xl ,0.13x.} 
l4.-{0.58x1• 0.42x2, 0.09x1 ,0.2lx4 } 

15.-{0.58x1. 0 .42x2• 0.09x1 ,0.40x~} 

16.-{0.58x1, 0.42x2, 0.09x1 } 
17.-{0.58x1. 0.42x2, 0.98x) ,O.!Jx.} 
18.-{0.58x1, 0.42x2, 0.98xl .0.2\x•} 
19.-(0.58x1, 0.42x2, 0.98xl ,0.40x.} 
20.·(0.58x1. 0.42x:. 0.98xl } 
21.-{0.58x1. 0.42x2, O. IJx. } 
22.· {0.58x1. 0.42x1, 0.2 lx4 } 

23.·{0.58x~, 0.42x2• 0.40x.} 
24. ·{0.58x~, 0.42x1, 0. IJx.) 
25. ·{0.58x~, 0.42x1 ) 

26.·{0.58xl. 0.52x1, 0.09x1 ,0. 13x4 } 

27.·{0.58x1. 0.52x2, 0.09x1 ,0.2lx.} 
28.-{0.58x,, O.S2x2, 0.09x1 ,0.40x. } 

29.·{0.58x1. O.S2x:, 0.09xl } 
JO.·{O.S8x1. O.S2x1, 0.98x1 ,O. IJx.} 
3 1.·{0.58xl. 0 .52x1, 0.98x1 ,0.21x.} 
32.·{0 .58x1• O.S2x2, 0.98x1 ,0.40x.} 
33.· {0.58x,, 0 .52x:, 0.98xl ,0} 
34.· {0.58x1. O.S2x2, 0. 13x4 ) 

35.-{0.SSxl. O.S2x:, 0 .2 tx·. } 
36.-{0.SSx,, 0.52x2, 0.40x. } 
37.-{0.58x1,0.52x2,} 
38.-{0.58x,, 0.09:cl ,O. ! Jx. } 
39.-{0.58x1. 0.09:c1 ,0.2 Ix. } 
40.·{0.58x1• 0 .09:c1 ,0.40:c4 } 

41.-{0.SS:cl. 0.09x1 ) 
42 .·{0.58x~, 0.98xJ.O.l3x.) 
43.-{0.SSx,, 0.98xl ,0.2Ix.} 
44.·{0.58x1, 0.98xJ,0.40x.} 
45.-{0.SSx,. 0.98xl} 
46.·{0.58xl. O. IJx.} 
47.-{0.58x1• 0.21x.} 
48.·{0.58x~, 0.40x.) 

1 ••.-to.sSr..> 1 o 
50.· {0.59x1• 0.38x:, 0 .09xl ,O. !Jx.) I 0 0 

testor? inyectivo? testor tipico? funci6n 

crdif{X)=4 9 

si aJif(X)•SO 
odif(X)• 61 
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5 1.-{0.59xl. 0.38x2, 0.09xJ ,0.2 1x.} 

combinaci6n 

52.-{0.59xl . 0.38x2, 0.09x1 ,0.40x4 } 

53.-{0.59xl. 0.38x2, 0.09xJ} 
54.-{0.59xl. 0.38xz, 0.98xl ,O.IJx~} 
55-{0.59x1• 0.38x~. 0.98xJ ,0.2 lx4 } 

56.-{0.59xl. 0.38x2, 0.98xJ .0.40x4 } 

51.- {0.59x1• 0.38x2, 0.98xJ ) 

58.-{0.59xl. 0.38xz, o. nx.} 
59.-{0.59xl. 0.38xz, 0.2 1x.} 
60.-{0.59x1. 0.38x~. 0.40x. } 

6 1.-{0.59x1 . 0.3&r~.} 

{Jdif(XJ><(,2 
62.-{0.59xl. 0.42x2, 0 .09xJ ,0. 13x,} 

udif(X)•14 
63.-{0.59x1. 0.42xz, 0.09xl ,0.21x•) 
64.-{0.59xl. 0.42x2. 0.09xJ .0.40x.) 
65.-{0.59xl. 0.42x2. 0.09xl } 
66.-{0.59x1. 0.42x2, 0 .98x3 ,0.13x4 ) 

67.-{0.59x1• 0.42x2, 0.98x1 ,0.2 lx.) 
68.-{0.59xl. 0.42xz. 0.98xl ,0.40x.} 
69.-{0.59x1. 0.42x2, 0.98x3 } 

70.-{0.59x1. 0 .42x2, 0. 13x4 } 

7 1.-{0.59x1• 0.42x2, 0.2 1x, ) 
72.-{0.59x1• 0 .42xz. 0.40x, ) 
73.-{0.59x1• 0 .42x2, 0 .13x, } 
74.-{0.59x1. 0 .42x2} 

{Jdif(X)•15 
75.-{0.59x1• 0 .52x2, 0.09x1 ,0. 13x.} 
76.-{0.59x1. 0 .52x2, 0.09x1 ,0.2 lx.} 
77.-{0.59x1• 0 .52xz, 0.09xJ ,0.40x.} 
78.-{0.59xl. 0.52xz, 0.09xJ} 
79.-{0.59xl. 0 .52x2, 0 .98x3 .0.13x,} 
80.-{0.59x1• 0.52x2, 0.98x3 ,0.2 lx,) 
81.-{0.59x1. 0 .52x2, 0.9&r1 ,0.40x.} 
82.-{0.59x1. 0.52x2, 0.9&rl ,0) 
83.-(0.59x1• 0.52x2, O. ! Jx.} 
84.-{0.59x1• 0.52xz, 0 .21x.} 
85.-{0.59x1• 0.52xz, 0 .40x•} 

1 s6.-to.59xl. o.s2xz. >I 
aiiij(A}- 81 

87.-(0.59x1• 0.09x3 ,O. IJx.} 
88.-{0.59x1. 0 .09x3 ,0.2 lx.} 
89.-{0.59x1• 0 .09xJ ,0.40x.} 
90.-{0.59x1• 0 .09xJ) 
91.-{0.59x1• 0.98x1 ,O. I]x,) 
92.-{0.59x1. 0 .98x3 ,0.2lx,} 
93.-{0.59x1• 0 .98x1 ,0.40x,} 

94.-{0.59x1• 0 .98x1 } 
95.-{0.59x1• O. IJx.} 

{Jdif(X)-96 
96.-{0.59x1• 0 .21x.} 
adif(X)=91 
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0 0 

- 0 

-- -- 0 
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test or? 

,, 

,, ,, 

inyectivo? testor tipico? funci6n 

,, 
,, 

,, 

,, 

,, 

udif(X)-86 

,, 
odif(X)=90 

{Jdif(X).<Jl 
udif(X).<JS 



I 97.-{0.59xl. 0..10x4 ) 1 
}Jdi)(X) 99 

98.-{0.59x1. } 

99.-{0.90x1. O.J8x:. 0.09x1 .0.13x4 } 

I00.-{ 0.90.rl. 0.38x:. 0.09x1 ,0.2l x. } 
IOI .-{0.90xl . O.J8x2, 0.09x1 .0.40.r4 } 

102 -{0.90xl. 0 .38x2, 0.09x1} 
IOJ. -{0.90xl . O.J8x:. 0.98x1 ,0.1Jx4 } 

IO.J-{0.90xi.0.38X!, 0.98x1 ,0 2 ix. } 
105.-{0 .90xl. O.J8xz, 0.98x1 ,0.40.r4 } 

106. - {0.90xl. O.J8x2, 0 .98x1 } 

107.-{0.90x1. O.J8x2• 0.1Jx4 } 

108 .-{0.90xi.O.J8x2. 0.21x. } 
109.-{ 0.90xl. 0.38x2, 0.40x. } 
I I0 . -{ 0.90.r~, 0.3 8x2, } 

fJdtf(X)• iii 
II L·{0.90.r1.0.42x2, 0 .09x1 .0.1Jx4 } 

11 2 . -{0 . 90.r ~, 0.42x2, 0 .09x1 ,0.21x4 ) 

IIJ . -{0 . 90x ~, 0.42x2• 0.09x1 ,0.40x. } 
114.-{0.90.r1• 0.42x2, 0.09x1 ) 

115 . -{0 . 90x ~, 0.42x2, 0.98x1 ,O.!Jx. } 
116.·{0.90x1. 0.42x2, 0.98x1 ,0.2lx4 } 

117.-{0.90.r1• 0.42x2, 0 .98x1 ,0.40x. } 
11 8.-{0.90.r1. 0 .42x2. 0.98xl} 
119.-{0.90x1. 0 .42x2, O. IJx. } 
120.-{ 0.90x1.0.42x2, 0.21x. } 
121.-{0.90x1• 0 .4lh 0.40x4 } 

l ll .·{0.90x1 0 .42x2, O. IJx.} 
1 llJ.-to . 90x ~, o.42x2> 1 

ad!J(X)- 124 
ll4 . -{0 . 90x ~, 0.52x2, 0.09.r3 ,O. IJ.r. } 
125.-{0.90xl. O.S2x2. 0.09xl ,O.l lx.} 
ll6.-{0.90x1. 0.52x2, 0.09x3 ,0.40x4 ) 

l l7.-{0.90.rl. 0.52x2, 0.09x3 } 

ll8 .·{0.90xl. 0.52x2, 0.98x1 ,O. IJx.} 
adif(X)•IJ I 
129.-{0.90xl. 0.52x2, 0 .98x3 ,0.llx.} 
130.·{0.90x1. 0.52x2, 0.98x1 ,0.40x.} 

1 : :;-~~:~· o:2x, . ~t~' ~ ·( . ~~ . 0. liz, . x. 
fJdif(X)•lJJ 
IJJ .-(0.90x1• 0 .52x2, O.l lx. ) 

fJdif(X)~IJ4 

IJ4.·{0.90x1.0.52x2, 0 .40x.) 
adif(X)•IJ6 

135.·{0.90xi. 0.52x2. ) 
IJ6.-{0.90x1• 0.09xl ,O. lJx. } 

orJif(X)sJJ9 
137. -{0 .90xl. 0 .09xJ,0.2Jx.) 
IJ8.-{0.90x1• 0.09xJ ,0 .40x. ) 

139 -{o 9ox, ~~9x, 1J 
adij( - I 

140.-{0.90xl . 0.98xl ,O.!Jx. } 
~dijl,X)= 141 
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-- 0 ,, 
adif(X)=I 10 

odif{X)=123 

odif(X)z J21 

,, fJdif(X) =l28 

,, ,, adif(X)=l32 
-- 0 

,, 

0 0 
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l-'1.· !0.90.x) 0 .98x, 0.21x.} 
~dif{X) = 142 1 

142.·{0.90x1_ 0.98x1 ,0.40x4 } 

adij{X) = 144 
143 .·{0.90xl. 0.98x3 } 

!'44-{a~~;*' 1rd5 
145.·{0.90xl. 0.21x4 } 

~dif{X) = 148 
146. -{0.90x1• 0.404 } 

J47.-{0.90xi,} 
148.·{ O.J&x-2, 0.09x1 ,0.13x4 } 

149.-{0.38x2, 0.09x1 ,0.21x. } 
150.·{0.38x2, 0.09x1 ,0.40x4 } 

151.·{ O.J&x-1, 0 .09x3 ) 

152.-{0.38x2• 0.98x1 .0.13x4 } 

153-{0.J&x-2, 0.98x1 ,0 .21x4 } 

154.·{ 0.38x2, 0.98x1 ,0.40x4 } 

155.· { O.J&x-2, 0.98x3 } 

156.-{ 0.38x2, 0.13x4 ) 

157.·{ 0.38x2, 0.21x4} 
158 .~.40x4 ) 
159.~ 
160.·{ 0.42x2, 0.09x1 ,O.IJx.} 
16 1.·{ 0.42x2, 0.09x1 ,0.21x.} 
162.·{ 0.42x2, 0.09x1 .0.40x.) 
163.·{ 0.42x2, 0.09x1 } 

164.·{ 0.42x2, 0.98x1 ,0.13x.) 
165.·{ 0.42x2, 0.98x1 ,0.21x4 } 

166.-{ 0.42x2, 0.98x1 ,0.40x4 ) 

167.-{ 0.42x2. 0.98xl} 
168.-{ 0.42x2, 0.13x4 } 

~dij{X) = 169 
169.·{ 0.42x2, 0.21x.} 

~dif{X) = 170 
170.-{ 0.42x2, 0.40x4 } 

cxij{X) = 112 
171.-{ 0.42xz} 
172.-{ 0.52x2, 0.09x1 ,0.13x4 } 

~dif{X) = 173 
173.-{ 0.52x2, 0.09x1 ,0.21x.} 

aij{X) = 176 
174.·{ 0.5Zx2, 0.09x1 ,0.40x4 } 

175.-{ 0.52x2, 0.09x3 } 

176.-{ 0.52x2, 0.98xl ,0. 13x4 } 

IJdij{X) = 177 
177.·{ 0.52x2, 0.98x1 ,0.21x.} 
178.·{ 0.52x2, 0.98xJ.0.40x.} 
179.·{ 0.5Zx2, 0 .98x1 ,0} 
180.·{ 0.52x2, O.IJx.} 

pdij{X) = 181 
181 .·{ 0.5Zx2, 0.21x.} 

adij{X) = 184 
182.·{ 0 .5Zx2. 0.40x.} 
183.·{ 0.52x2,} 

Capitulo 4_ El algoritmo REC en e l c3lculo de los tcstores tipicos 58 

-- 0 

-- 0 

-- 0 
I 

•• I •• 0 

-- I 

2 I 

-- 0 
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si 

si 

si si 

si 

crij{X) = \5 9 

aij{X) = 160 
crij{X) = 168 

a.dij{X) = 180 



184.·( 0 .09xJ ,O. IJx4 } 

j3diftX) - 185 
185.·( 0 .09x) .0 .21x. } 

o.dij{X) = 188 
186.-( 0.09xJ,OAux. ) 
187.-( 0.09xJ } 
188.-{ 0.98.l) ,0_1 Jx4 } 

l}dij{X) = 189 
189.·( 0 .98x1 ,0.21x. } 

o.dift.X) = 192 
190.-{ 0 .98xJ .0.40x4 } 

:9~ . ~: g_~~;: ~I 
o.diftX) = 195 

193.·{ 0.21x. ) 
194.·{ 0.40x. ) 
195.·( } 
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si 

.. 0 

Aunque en realidad el algoritmo s6lo generani para su analisis los subconjuntos que tienen 
datos a su izquierda hemos decidido poner toda Ia lista para observar los saltos. Estos datos son el 
resultado de las consultas del algoritmo 

I) Las primeras 4 columnas tienen Ia evaluaci6n de Ia funci6n ex sobre el subconjunto en 
tumo 

2) La quinta columna representa Ia respiesta a Ia pregunta: i,EI subconjunto es testor?. Si Ia 
respuesta es negativa aplica Ia funci6n wlif(X) sin hacer ninguna otra pregunta. 

3) La sexta columna contiene a respuesta a Ia pregunta {,La funci6n de error es inyectiva?. Si 
Ia respuesta es negativa se aplica Ollif(X) sin hacer ninguna otra pregunta. 

4) La sE:ptima columna tiene Ia respuesta a Ia pregunta i,El conjunto es testor tipico?. Si Ia 
respuesta es "si" se aplica al conjunto Ia funci6n adif(X) . Si Ia respuesta es "no" se aplica Ia funci6n 
{Jdif(X) 

5) El nUmero que sigue a Ia funci6n aplicada, seilala el ntlmero del conjunto que se obtiene 
como resultado de Ia funci6n. 

Los test ores tipicos encontrados fueron encerrados en recuadros. N6tese que el nUmero de 
conjuntos generados por el algoritmo (48) es muy inferior a! conjunto completo de combinaciones 
( 173), menos del 30%, y conforme crecen las dimensiones de Ia matriz Ia proporci6n de conjunto 
generados es menor. Por ejemplo para Ia malriz de 8 renglones por 7 rasgos 

.05 0.21 0,07 0.75 0.93 0.77 0.42 

.02 0.78 0.93 0.42 0.47 0.31 0.35 

0,07 0.50 0.32 0.25 0.81 0.64 0.72 

MB~ 
0.49 0.73 0.18 0.16 0.25 0.69 0.66 

0.60 0.31 0.80 0.29 0.74 0.90 0.82 

0.74 0.12 0.79 0.25 0.47 0.94 0.04 

0.92 0.58 0.49 0.64 0.86 0.31 0.91 

0.15 0.74 0.19 0.40 0.8 1 0.46 0.84 

59 
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exist en 851,641 subconjuntos difusos posibles, sin embargo, el algoritmo sotamente construye 

48,057, que representa Unicamente el 5.64% 

60 
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capitulo 5 
lmplantaci6n Computacional 

l os resultados alcauzados en Ia secciOn antetior, fueron implantados en un 
algoritmo computacionaL desarrollado en lenguaje C++. La decisiOn de utilizar este 
lenguaje obedece a Ia gran capacidad del lenguaje para ser trasladado, por su facil 
manejo de memoria de forma dimimica, entre otras cosas. 

El programa se dividiO en 5 subprogramas para tm manejo mas sencillo: 
REC DEFI.CPP, REC IMPR.CPP, RECLEE.CPP, REC_ALGO.CPP y 
RECD[f2.CPP, que sera~ descritos a continuaciOn. 

REC_DEFI.C 

Este programa se encarga de definir las estructuras principales y las variables 
globales que se usaran en el resto de los programas. Blisicamente las estructuras mas 
importantes del programa son· 

lista _rasgos: es una lista simplemente ligada que guarda un con junto de rasgos a Ia vez. 

Por ejemplo el conjunto {0. 10x1, 0.32x3, 0.45x5 } quedaria expresado en Ia siguiente lista 
ligada: 

La matriz blisica y Ia matriz b3.sica ordenada sou almacenadas en un vector de valores 
reales: 

float *MB: 

n+l n+2 n+3 

m*s+ n 
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don de: 

11 es el tamailo del rcngiOn (nlunero de rasgos) 
m es eluUmero de renglones (nUmero de pares de comparaciones) 

Este vector recibe un lratamieuto de matriz auxili<indose de los valores de m y 11. 

El resultado de aplicar Ia funciOn de error edif(X) se almacena en un vector de 
enteros: 

funcion_e 

struct list_rasgos{ esta es Ia estn1ctura que guardar3. los subCODJillltos de rasgos 
float vaL valor del rasgo (grado de pertenencia) 
int num_ras: nUmero del rasgo(posiciOn en el conjunto) 
structlist_rasgos *sig: liga a\ siguieme rasgo 

float •MB. •ordenMB: 

int m,n. longi: 

int •funcion_e: 

typedef struct list_rasgos NODO: 

REC _ IMPR.CPP 

.Apurnadores a Ia matriz B:isica y una matriz con los 
datos de Ia matriz b<isica pero ordenados en fom1a 

ascendente 
·m: uUmero de renglones; 
n: nUmero de column as; 
longi: longitud del con junto que se analiza cada vez 
apuntador a! vector que guarda el resultado de Ia 
aplicaciOn de Ia funciOn de error. 

·apwltador a\ primer rasgo 

Este programa 1\eva a cabo Ia impresiOn de los resultados. 

Esta funciOn imprime una lista ligad:t : 

void IMPRIME_LlST A(NODO *lista)\ 
iftlista)( 
printft"%.2fx%d ",lista->val.lista->num_ras): 
LMPRIM.E_LIST A(lista->sig): 

} 

} 
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[sta funciOn imprime un vector o :1rreglo de entcros: 

void IMPRJME_ VECTOR(int *vector)\ 
Inti: 

} 

for(i=O; i<long,i:i++) 

printf("\n errortx%d) ='%d",1.vector(1)). 
printf(~\n"): 

Esta funciOn imprime matrices: 

void IMPRIME(float *matnz.mt ren, mt col )I 
intij; 

for(i=O:i<ren:i++ ){ 
for(j=Oj<col j++) 

printf("%5.2f ··.matriz(i*col+j)): 
printf("\n"): 

RECLEE.CPP 

Este programa lee Ia matriz bisica y se encarga de ordenarla: 

funciOn: PRUEBA_LECTURA 
entrada: entrada: un apuntador a archivo 

s : una cadena de caracteres con el nombre del archivo 

salida: 0 si el archivo esta vacio. 
I en otro caso 

Objetivo: Verifica que el archivo con el que se trabajari no este vacio. 

int PRUEBA_LECTURA(FILE *entrada, char s(J){ 

char micar: 

micar = getc(entrada): 
if(!feof(entrada) ){ 

else{ 

ungetc(micar, entrada): 
return( ! ): 

printf("\n El archivo: %s esla vacjo . s): 
return(O); 

fuociOo: LEE_ARCJ-U 
entrada: no hay 
u lida: no hay 
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Objetivo: Se eucarga de llevar a cabo Ia lectura de Ia matriz b3sica de un archivo, 

su~oniendo que ese archivo tiene en sus dos p1imcros renglones dos valores enteros, el 

pnmero corrcspoodiente al ullmero de renglones y segundo correspondiente al nllmero 

de columnas de Ia matriz que se leeni. 

void LEE_ARCHI(){ 
int •J ; 
FILE •archive: 
char nombre[l2]: 

clrscrO: 
gotoxy( l 3.1 0);printf("Dame el nombre del archive : "); 
scan({ "%s" .nombre): 
if( (archivo=fopen(nombre."r"))=NULLJ{ 

pnntf("no se pudo habnr el arch•vo"); 
exit(!): 

else 
if (PRUEBA LECTURA(archivo.nombre)){ 

fsca~(archivo."o/!>d".&m): 

free(MB): 

I 

funciOo: LECTURA 
entrada: no hay 

salida: no hay 

fscanf( archive. "o/,d" .& n ): 
gotoxy(printf("La matriz leida del archivo es:\n"); 
MB=(float "') malloc((m•n) * sizeof(float)); 
for(i=O:i<mj++){ 

for(j=Oj <n:j++){ 
fscanf(arcluvo."%f '.&MB(i*n+j)); 

ordenMB[i•n+J]=MB[i*"n+j]: 
printf(" %f ".M8Ji• n+jj): 

I 
pnntf("\n"): 

I 

Objetivo: preguntar al usuario si los datos seran iutroducidos por medio de un archivo 

o se iotroduciran del teclado. Para el priemera caso manda llamar a Ia funci6n 

LEE_ ARCID, para el segundo caso los lee directamente aqui. 

void LECfURA() 

I 
int i j; 
char res. nombre{l2}; 
FILE •archive; 

longi=O; 
clrscrO: 
gotoxy(IO, IO);printf("la lectura puede ser T:teclado, A: archive"); 
gotoxy( 12.12):printf("opcion"): 
scanW%c" .&res): 
if(toupper(res)='T'){ 

printf("nfmero de renglones = "): 
r'""'"f("Of..tl",IVm) 



pn nt{("n£mero de columnas = "). 
scanf("~'l.d".&n ): 

MB=(tloat •1 malloc((m•n) • sJZeof(tloat)). 

o rdenMB=(tloat • ) malloc((m•n) • s1zeof{tloat)). 

for(i=O:i<m:++i)l 
for(j=O:j<n:++j) 

I 
pnntf(" p[%d]{%d] = ".i j); 
scan{("%f'.&~·IB[l•n+j]): 

ordenMB[i•n+j]=MB[i•n+j]. 

I 
printf("\n"); 

l 
l 

' '"' i{(toupper(res)=' A ') 

else{ 
LEE_ARCHI(). 

printf("No se rec1bio una A o una T "): 

exit( I ): 

FunciOo: PARTICION 
Entrada: Un vector de valores reales a ; 

dos eoteros 1: inicio de Ia list a. 

r: final de Ia lista. 
Salida: j: el nuevo final de Ia lista. 
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DescripciOn: Busca un pivote, y en base a este valor divide los elementos de Ia lista en 

dos nuevas sublistas. 

int Panicion(tloat a( ]. intI, int r){ 

float x,aux; 
inti, j ; 

x=a(l]; 
i=l· l : 
j= r+ t : 
while( I ){ 
do 

}=I ; 
while(a[j]>x): 

do 
i+= l; 

while(a(i]<x): 
i{(i<j ){ 

''" 

aux=a[i]: 
a(i)=aUJ: 
aUJ=aux: 



retu rn(j )~ 

FunciOn: QuickSon 
En trada: a: un vector de valores rcalcs 

1: el inicio de Ia lista 
r: e\ final de Ia lista 

Salida: lista ordenada a 

Capitulo 5. lmplantaci6n Computational 66 

DescripciOn: Orden a Ia list a mediante llamados recursivos. 

void QuickSort(float a(], int i. int r)l 
intq; 

if(l<r)( 
q=Parttcion(a, l. r); 
QuickSort(a.l.q); 
QuickSort(a.q+ I ,r)~ 

FunciOn: OR.DENA 
Entrada: no hay 
Descr ipciOn: Se encarga de ir tomando cada una de las columnas de Ia Matriz 83sica e 
irlas enviando una por w1a a Ia funciOn QUICKSORT, para que sean ordenados sus 
valores y de est a man era ir construyendo Ia matriz OrdenMB. 

void ORDEN A(){ 
float •a; 
intij; 

a = (float • ) malloc(m • sizeof(float)): 
for(j=Oj <n j++ ){ 

l 

for(i:O: i<m:i++) 
a(i]=MB[i•n+j ]; 

QuickSort(a.O,m-1); 
for(i=O:i<mj++) 

orderu\1B[t*n+J]=a[i ). 

free( a); 

REC_ALGO.CPP 

Este programa esta fonnado por las fuuciones que realizan Ia aplicaci6n en si del 
algoritmo RECDIF. 

FunciOn: fNlCIO 
X una aountador a Ia list a de rasgos. 
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col: ltll eutero que indica Ia columna a partir de Ia cual se ink ia 
DescripciOn: Est a funciOu se encarga Ia JHimera vez de formar el con junto de rasgos 

inicial con su minima grada asaciada. Oespues es invocada por las funciones de 
recorrido para generar el canjunto H que se describiO en Ia funci6n de recorrida 
pdif(X) , es decir el con junto de rasgas con su minima grado a Ia derecba de un 
j· esimo valor. Se auxilia de ordenMB, para saber quienes son los minimos grados 
con respecto a cada rasgo. 

NODO • JNICIO(NODO "'X.mt col)( 
int i=O; 

while(col<n)( 
if (X = NULLl 

I 
X = (NODO •) malloc( meoR,NODOl ); 
longi++; 
dol 

X->val=ordenMB[i~n + col]: 
J++ . 

)while(X->val = 0 && 1<m); 
X->num ras=col: 
X->sig=NULL: 

''" 
col++, 
X->s1g :: INICIO(X->sig.col): 

} 
} 

return( X); 

FunciOn: ERROR 
Entrada: X : un apumador a Ia lista del con junto de rasgos que seni analizado. 
DescripciOn: Esta funciOn es Ia implantaciOn computacional de Ia funciOn edif(X) . 

void ERROR(NODO •X)l 
NODO • Aux: 
int errorj,i .k.bandera: 

Aux = X; 
j=O: 
error =-1: 
while( error!= 0 &&j<longi){ 

error =O; 
for(i=O; i<m:i++H 

bandera = l, 
Aux = X: 
for(k=O: k<=j , k++H 

if(Aux->vai<, MB[i•n+Aux->num ras}) 
bandera=O: -

Aux = Aux->sig ; 

if( bandera) 
error++; 



I 
for(j<nj++) 

funciOn_e[j)"'error: 
j++. 

funcion _ eU)"'O: 

FunciOn: TESTOR_TIP 
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Entrada: X: Apu11tador a Ia lista del conjunto de rasgos 
Salida: I: si el conjwtto de rasgos es tes10r tipico 

0: si el conjwtto de rasgos no es tipico. 
DescriptiOn: Esta funciOn verifica si el conjuuto de rasgos X es un testor tipico, 
buscando para cada elemento del conjunto caudidato a testor tipico, un rengiOn en el 
cual aparezca, y que en ese mismo reng\On el resto de los elementos del testor sean 
superiores a los que se encuentrau en Ia matriz. 

int TESTOR TTP(NODO *X){ 
NODO •auxi=NULL. *aux2=NULL: 
mt•J: 

auxi<=X; 
while(auxl)( 

i=O: 
while( au~ l·>val != MB[i" n+auxl · >num_rasl && i<m) 

•++. 
if(i= m) 

return(O): 
aux2=X: 
for(j=O:j<longiJ++){ 

1f(auxl !=aux2) 
if(aux2· >val <= MB[i*n+aux2·>num_ras]) 

return(O); 
au~2=aux2·>sig: 

aux l=aux l·>sig: 

I 
return(!): 

FunciOn: lNYECTIV A 
Entnda: no hay 
DescripciOn: Verifica si Ia funciOn de error aplicada sobre el conjunto de rasgos es 

inyectiva o no, auxili3.udose de Ia ittfonnaciOn que se encuentra en el vector 
funcion e . 

Salida: 0 si Ia funciOn edlf(X) noes inyectiva. 
1 si Ia fun ciOn ed•f(X) es i.nyectiva. 

int INYECTIVAOI 
inti; 

for(i=== l :i<longi:i++) 
if(funcion _ e(i· IJ=funcion _ e(i)) 
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return(O); 

return( ! ); 

FunciOo: ELIMINA 

Entrada: X: Apwttador a Ia lista del conjunto de rasgos 
DescripciOn: Elimina till nodo de Ia lista de rasgos 
Salida: regresa un apwltador al no do siguiente del que fue borrado o NULL si este nodo 
era el Ultimo. 

NODO '"ELLMJNA(NODO ~X)! 
NODO • Aux. • Aux2: 

Aux = X: 
Aux1= Aux->sig; 
free(Aux1); 
return(Aux1· >sig); 

FunciOn: GUAROA 
Entrada: no hay 
DescripciOn: lrnprime en Ia pamalla una conjtrnto de rasgos. 

void GUARDA(NODO '"X)( 
NODO • Aux: 

I 

Aux=X~ 

printf("\n { "); 
while(Aux){ 

I 

printf( "% 2f x%d" .Aux·>vai.Aux->num _ras+ I); 
Aux=Aux->sig; 
if(Aux) pnntf(". ")~ 

printf("} \n"): 

FunciOo: SIGMADlF 
Entrada: X : un apwuador a Ia lista del conjwlto de rasgos que sera analizado. 
DescripciOn: Esta fimci6n es Ia implantaciOn computacional de Ia funciOn crdif(X). 

void SIGMADlF(NODO '"X){ 
NODO •Aux; 
intelimin=O; 
i nt i ~ 

Aux = X: 
for(i=O;i<longi· I :i++)( 

if(funcion_ eli ]=funcion _ e[ i+ l]H 
Aux->sig = ELJMINA(Aux>; 
elimin++: 

else 
Aux=Aux·>sig; 

longi-=elimin: 
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FunciOn: BETAOI.F 

Entrada: X: un apuntador a Ia lista del conjunto de rasgos que seni analizado. 
Ante: uu apuntador al rasgo anterior al ptimero que entra en Ia funciOn. 

DescripciOn: Esta fimciOn es Ia implantaciOn computacional de Ia funciOn {Jdif(X) 

void BETADIF(NODO *X.NODO *Ante)[ 
NODO*awc 
inli: 

aux = X: 

iftaux->sig) 

else 
BET AOIF(aux->stg.aux ). 

for(i=O: aux->val >== ordenMB[1 ~ n + aux->num ras) && i<mj++): 
ifti>=m) -

,,,. 

{ 
if(aux->num_ras >: n· l ) 

{ 

else 

{ 

aux:NULL. 
Ante->sig=NULL: 
free(aux): 
long.i·-'. 

~ 

{ 

aux->vai:O: 

1""0: 
aux->num ras++. 
for(i=O: au~·>val >"" ordenMB(i • n + aux->num_ras] && i<m:i++); 

aux->val = ordenMB[i * n + aux->num_ras]; 
aux->sig = INICIO(aux->sig.aux·>num_ras+ 1): 

~ 

aux->val - ordenMB{i • n + aux->num_ras]: 
aux->sig = INICIO(aux·>stg.aux->num_ras+ I): 

~ 

Funci6n: ALFADIF 
Entrada: X : un apuntador a Ia list a del coojunto de rasgos que sera analizado. 

Ante: un apwuador a! rasgo anterior al primero que entra en Ia funciOn. 

OescripciOn: Esta fimciOn es Ia implamaci6n computacional de Ia funci6n adif(X) . 

void ALFADlF(NODO *X. NODO *AnteH 
NODO •Aux: 

Aux=X: 



if(Aux->sig) 

else 
ALFADlf(Aux->s1g. Aux1. 

if(Aux->num_ras=(u-1 )Ji 

else 

if(longi= l )l 
Aux=NULL. 
free(Aux ). 
long.~ -- . 

else 

I 
Aux =NULL. 
free(Aux ): 
long.~-- : 

Ante->sig=NULL. 
BETADIF(Ante.Ante). 

BET AD IF( Aux.Ante). 

FunciOn: RECDIF 
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Entrada: X : un apwltador a Ia lista del coojunto de rasgos que seri analizado. 

DescripciOn: Esta fw1ci6n es propiameute Ia implautaciOn computacional del algoritmo 

RECDlF. 

void RECDlf(NODO • X)\ 

clrscr(): 
lMPRIME(MB,m.n t 
gotoJCY(IO.IO):pnntf( " lista de testores difusos t1p1cos."t 

gotmcy( I O. ll tprintf("·~~~~~~~~~~~~~~~~ln"): 

funcion e=(int • )malloc(n*sizeof(lnt)l. 

while(l0ng,i>O)( 
ERROR( X I: 
if(funcion e(long.i- lj= OH 

iftlN YECTIVA()){ 

else 

else 

1f{TESTOR TIP(X )){ 
GU-ARD A( X ): 

ALF ADIF(X.NULL): 

else 
BET ADIF(X.NULL): 

SIGMADIF(X): 

ALF ADIF{X. NULL). 
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RECDIF2.CPP 

Este es el programa principa l que contiene la funci6n principal main.Se encarga 

de ir llamando las fullciones y de Iibera Ia mem01ia solicitada. 

#include <stdio. h> 
#include <std.lib.h> 
#include <conio.h> 
#include <dos.h> 
#include ~rec_defi.cpp" 
#include ~rec_impr.cpp' 

#include "reclee.cpp'' 
#include ··rec_algo.cpp" 

if{X->sig) 
X->sig=lib(X); 
free( X); 
retum(NULL): 

void UBERA(NODO •primero){ 
free(ordenMB): 
free(MB): 
free(funcion_e): 
lib(primero): 

void main(){ 
LECTURA()o 
ORDEN A(): 
Primero =NULL: 
Primero= rNlClO(Primero,O): 

IMPRJME LIST A(Primero): 
RECDlF~imero): 
LIBERA(); 

//programa principal 
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CONCLUSIONES 

Existcn muchos mCtodos para llevar a cabo Ia selccci6n de variables . Algunos de ellos son ba.stante 

cficientcs. bajo c icrtas condic iones que sc establecen claramente en los lugares donde se describcn. Si el 

proble_ma que descemos resolver. cumple los requerimientos establccidos por algUn metoda eficientc de 

sclecCH'm de va riables, sOlo hay que aplicarlo 

Sin embargo. en muchas ocasiones e l problema que tenemos enfrente no cumple con las condiciones 

establecidas para los metodos dcscritos en Ia primera parte de este trabajo. A esto habria que agregar los 

problemas para los cuales Ia soluci6n tiene una buena carga de difusi6n. 

El algoritmo aqui presentado. permite localizar los tcstores en medias difusos (testores de Goldman). 

sin scr muy estricto en sus requcrimic111os. Bisicamentc sc ncccsita contar con una clasificaci6n a priori de un 

conjunto de objetos, y podcr cxpresar csta informaciOn en tCrminos de una matriz de aprcndizaje. una matriz 

de difercncias o una matriz b<isica 

El presentc trabajo extiende un algoritmo que pennitc calcular los tcstores difusos tipicos de 

Goldman sabre una Matriz bisica. clases disjunlaS y conceptos mis flexibles de semejanza. Los tcstorcs 

difusos tipicos, entre otras casas. pueden ser empleados para 1\evar a cabo una sclccci6n 6 detem1inaci6n de 

variables. ya sea como un objetivoper se 6 como proccso previa a Ia c\asificaci6n de objetos. Los conjuntos 

de objetos tratados pucden no tcncr clases disjunlaS, no manejar un concepto de igualdad estricto y no rcqucrir 

una distribuci6n probabilistica prcdetenninada entre los elementos. Los rasgos que describen a los e lementos, 

pueden tener distintos espacios de reprcsentaci6n sin requerir neccsariamente Ia autocorrclaci6n de los datos o 

de los ra.sgos 6 prcsentar un comportamiento peri6dico. 

Los obsticulos que involucraba extender cl algoritmo RECPLUS para e l caso difuso. sc prcsentar 

dcsde e l momenta de comprobar matemiticamcnte que cl algoritmo localiza todos los restores tipieos de Ia 

matriz bisica. y que lo haec sin llevar a cabo una bUsqueda exhaustiva entre las combinaciones de rasgos, que 

dicho sea. crccc exponencialmentc cuando crecc cl nUmcro de rasgos involucrados La efectividad del 

algoritmo crece confonne crccc cl nUmero de rasgos. como sc menciona en el capitulo 4 ., donde para una 

matriz de 8 renglones y 7 rasgos. que produciria 851 ,64 1 combinacioncs distintas, cl algoritmo genera 48.057 

que reprcsenta e l 5.64%. solamente 

Este trabajo ha sido prescntado en 3 eventos intemacionales· 

-En ··Geoinfo 94" orgru1izado por el Institute de Geofisica y Astronomia, y que se llevo a cabo en el Capitolio 

de Ia Ciudad de Ia Habana. en Agosto de 1994. 

-En c l congreso lntemacional ' 'CIMAF 95" orgrutizado por ellnstituto de Cibcnu!tica. Matemitica y Fisica de 

Ia Academia de Cicncias de Cuba. en cl Palacio de las Convenciones de Ia Cd. de Ia Habana. Cuba.. en Enero 

de 1995 
-En cl Simposium lntcmacional de Computaci6n 'lcndencias de Ia Computaci6n hacia cl nuevo milenio'' 

orgru1izado por e l Centro Nacional de Cilculo. en el centro cultural "Jaime Torres Bodet". en Novicmbre de 

1995 

El trabajo fuc seleccionado para publicarse en las memorias de los dos Ultimos evcntos 

Se cucnta entonces ahara otra nueva he rram ienta para el cilculo de testores tipicosdifusos Las 

futuras aplicac iones incluycn el estudio de Ia rclevancia de los rasgos para cl rcconocimiento de imagcnes 

planas, y Ia sclecci6n de rasgos para Ia clasificaci6n de Ia complejidad de las opcracioncs en niilos con labia 

paladar endido . 
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