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RESUMEN.

En este trabajo se desarrollan dos nuevas definiciones de Testor para problemas con clases
difusas y una nueva definicion de Tipicidad en los testores. Para desarrollar estas
definiciones se formaliza primero el concepto de Cubrimiento adaptandolo al contexto del
Reconocimiento de Patrones y generando una definicion nueva con propiedades
especiales. El estudio de las principales caracteristicas de los cubrimientos permite
formalizar, desde un nuevo enfoque, los problemas clasicos de Clasificacion Supervisada,
Parcialmente Supervisada y No-Supervisada, asi como el problema de Seleccion de
Rasgos. El planteamiento de las condiciones esperadas en un Cubrimiento Ideal
(Condicién de Discriminacion y Condicion de Caracterizacion) nos lleva a crear el
concepto de Cohesion de un cubrimiento. Por otra parte, se modela a los testores como el
resultado de la comparacion entre dos cubrimientos, esta vision genera la definicién de una
nueva familia de testores llamados A-Testores que, entre otras caracteristicas, son los
primeros en tomar en cuenta el grado de semejanza entre descripciones de objetos en un
cubrimiento con clases difusas. El nuevo concepto de tipicidad permite optimizar varias

relaciones de orden consideradas en un orden jerarquico.

PALABRAS CLAVE : Reconocimiento de Patrones, Enfoque Logico-Combinatorio,

Teoria de Testores, Entornos Difusos.
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ABSTRACT.

Two new definitions of Testor for problems with fuzzy classes and a new definition for
Typicality in Testors are developed in this work. In order to develop these definitions,
first, the Covering concept is formalized, adapting it to the Pattern Recognition context,
thus generating a new definition with special properties. The study of the main
characteristics of the coverings enables the formalization, under a new perspective, of the
classical problems known as Supervised, Partially Supervised and Non-Supervised
Classification, as well as of the Features Selection problem. Setting forth of the conditions
expected in an Ideal Covering of the Discriminating Condition and Characterization
Condition type leads to the creation of Cohesion of a Covering. Likewise, Testors are
modeled as a result of comparing two coverings. This view generate the definition of a
new family of Testors, called A-Testors, which, among other characteristics, are the first
ones which take into account the degree of similarity among object descriptions in a
covering with fuzzy classes. The new Typicality concept allows the optimization of

several order relations considered hierarchically.

KEYWORDS : Pattern Recognition, Logical-Combinatory Approach, Testor Theory,

Fuzzy Environments.
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urante los ultimos 30 aiios el Reconocimiento de Patrones ha sido una de

las disciplinas que mas auge han tenido, tanto por el creciente numero de

investigaciones realizadas en este campo, como por el tremendo impacto
de su aplicacion a todas las areas del conocimiento humano. Sus definiciones y
metodologias se han convertido en herramientas indispensables en el desempefio de areas
como Robotica, Sistemas en tiempo real. Evaluacion y Prondstico, Diagndstico, e
incluso ha tenido fuerte impacto en ciencias poco formalizadas como Arqueologia y
Antropologia, Medicina y Sociologia. El acelerado avance de las computadoras ha sido el
elemento que ha impulsado y facilitado este desarrollo del Reconocimiento de Patrones,
sustentando las investigaciones en las areas clasicas de estudio y generando nuevas areas

como Reconocimiento de Voz y Vision por computadora.

La llamada Teoria de Testores o “Teoria del Test”, introducida a mediados de la década
de los afos 50 por Cheguis y Yablonski [1] con el objetivo de abordar problemas de
mantenimiento en circuitos digitales, ha representado una de las herramientas mas usadas
en el area de Reconocimiento de Patrones, desde la década de los afios 60 [2] y hasta
nuestros dias. principalmente para los problemas de seleccion de variables y construccion
de conjuntos de apoyo para la clasificacion. Sin embargo, el Testor no se encuentra
definido para un numero de situaciones practicas como es el caso de las clases difusas y,
aunque diversas definiciones y extensiones han sido propuestas con el proposito de
solucionar problemas practicos que se presentan, ninguna de estas definiciones ha sido
capaz de expresar claramente su concepto subyacente. Las generalizaciones hasta ahora
obtenidas, como el g-testor [11], no resultan suficientes para abarcar la amplia gama de
combinaciones y situaciones que pueden existir. En este sentido resulta deseable poder
generar una definicion de testor y testor tipico que proporcione la herramienta necesaria

para los casos hasta ahora no contemplados. Mediante el estudio de la naturaleza légica



de los testores, su formalizacion axiomatica y la revision de algunos casos practicos es

posible lograr tal generalizacién en los conceptos.

El mundo en que vivimos es de una naturaleza imprecisa ¢ inexacta, con muy pocos limites
bien definidos y. aunque el cerebro humano se encuentra perfectamente capacitado para
desenvolverse en esa naturaleza, la matematica clasica ha querido modelar ese mundo con
formalismos que solo aceptan lo exacto, lo preciso y lo bien definido. La Matematica
Difusa presenta una vision diferente que acepta la existencia de vaguedades e
imprecisiones como una realidad esencial que no puede ni debe ser ignorada. Esta vision
permite superar las limitaciones impuestas por la vision clasica y construir modelos mucho
mas cercanos a la realidad misma. Todas las actividades que involucran al ser humano se
encuentran plagadas de dichas imprecisiones, por ello las disciplinas sociales resultan muy
beneficiadas al poder hacer uso de las matematicas como una herramienta de modelacion
que se adecua mas a su realidad, es por eso que la vision difusa (Fuzzy-ism) ha causado
tremendo impacto en muchas areas del conocimiento exacto y humano durante los tltimos
30 afios. De esta forma, la matematica difusa representa un extenso y casi ilimitado

campo de aplicacion para el matematico de cualquier especializacion.

El primer intento de adaptar los conceptos de Testor y Testor tipico a entornos difusos se
encuentra en los trabajos de R.S.Goldman [4] al definir primeramente el "Testor Difuso”.
Este. contemplaba la posibilidad de que la comparacion entre valores de un mismo rasgo,
adoptados por dos objetos cualesquiera, se interpretara como un ‘“grado de
diferenciacion” y se midiera en el intervalo [0,1], de esa forma, la comparacion entre
descripciones de objetos se podia plantear a partir de los grados de diferenciacion en cada

rasgo y los testores resultaban ser subconjuntos difusos de rasgos.

Posteriormente, el modelo de los “Testores en cierto grado” [], considera la difusién de su
concepto de testor en el grado de verdad del predicado "t es testor". Estos testores en
cierto grado consideran que los rasgos con que se describe a los objetos pueden ser

variables lingiiisticas tal como las define Zadeh [6]. Con este modelo se logré preservar



las ideas basicas de los testores de Zhuravlev pero incorporando extensiones que permiten

flexibilizar las aplicaciones e incorporar posibles imprecisiones.

Por ultimo, Lazo Cortés [11] genera el concepto de g-testor, parametrizando la forma de
comparar descripciones de objetos y la de comparar las pertenencias de los
mismos,logrando una generalizacion bastante amplia y abarcando todas las definiciones
hasta entonces hechas. Sin embargo, esta definicion no considera el caso en que existan

clases difusas, y mucho menos la interseccion de éstas entre si y con clases duras.

En este trabajo se ha abordado el estudio de la naturaleza de los cubrimientos, sus
diferentes tipos y algunas de sus caracteristicas intrinsecas que resultan extremadamente

utiles para la construccion de nuevos conceptos de testor.

Se procedera de manera constructiva, primeramente mediante el estudio de las
propiedades de una clasificacion en su naturaleza de cubrimiento. La revision de las
motivaciones atras de varias definiciones de testor permiten plantear una definicion nueva
y mas amplia, que satisfaga mas casos practicos. La formalizacion del concepto de un
testor como la diferencia estructural entre dos cubrimientos de un mismo conjunto base y
la aplicacion directa de éste a la definicion de Testor tipico resultan claves en este trabajo.
El elemento mas importante a considerar en todo momento sera el Cubrimiento y la
estrecha relacion de éste con una determinada relacion de pertenencia que “clasifica” a los
objetos basandose en sus descripciones, serdn los elementos que van a generar una serie
de cubrimientos sobre el conjunto base de objetos en estudio. La formalizacion de la forma
en que cada subconjunto de rasgos y diferentes relaciones de descripcion y pertenencia
inducen cubrimientos diferentes y la relacion que guardan dichos elementos entre si es la

base para definir nuevas familias de testores

Muchos de los puntos estudiados en este trabajo abren la puerta para abordar, con el
mismo enfoque, diversos aspectos relacionados con los cubrimientos y, en general, con

toda la teoria de Reconocimiento de Patrones, despertando el interés por cubrir un drea



mucho mayor de lo plancado originalmente. Ninguna de esas “puertas laterales”
corresponde al ambito de este trabajo, las aportaciones en ciencia, en tecnologia y en
cualquier campo del conocimiento humano, deben realizarse con la serenidad y

contundencia que proporcionan el estudio profundo y la rigurosidad en la metodologia.

La naturaleza de este trabajo es novedosa en varios aspectos, en el afan de lograr
formalizaciones que se adaptaran mejor al contexto del Reconocimiento de Patrones,
muchos conceptos se han modificado y re-definido, incluso los conceptos mas

tradicionales como el de Cubrimiento o la Tipicidad y Contraste de los objetos.



1.- %DELO CONCEPTUAL.




ara lograr generalizar o extender cualquier concepto es necesario

conocer y estudiar dicho concepto desde los origenes mismos de su

fundamentacion. La idea o ideas que dan origen a un concepto son
rastreables mas facilmente al estudiar sus primeras formalizaciones. En el proceso de
comprender los conceptos de Testor y Testor Tipico desde su fundamentacion y
motivacion para asi poder extenderlos y generalizarlos resulta importante ubicarlos dentro
de un contexto muy particular, dicho contexto, en este caso, es el de la clasificacion
matemadtica de objetos en el Reconocimiento de Patrones. Los testores unicamente
existen en el contexto de una clasificacion, o mas propiamente, existen dentro de un
cubrimiento, asi pues, como primer paso, estableceremos un modelo conceptual coherente
con el contexto estudiado y formalizaremos cada uno de los conceptos de la forma mas
conveniente que preserve las condiciones conocidas y aceptadas de forma clasica y al
mismo tiempo ofrezca la flexibilidad necesaria para su extension, posteriormente
podremos ubicar a los testores como consecuencia de algunas caracteristicas esenciales de
los cubrimientos. La definicion de cubrimiento que se realiza en este trabajo es el
resultado de una conceptualizacion nueva y diferente de toda definicion anterior,
particularmente util en el contexto estudiado. En algunos momentos sera necesario hacer
mencion de las definiciones clasicas de varios conceptos para lograr modificarlas de forma

compatible con el modelo conceptual en construccion.

1.1. Definiciones Basicas.

La disciplina del Reconocimiento de Patrones aborda fundamentalmente el problema
general de agrupar o clasificar un conjunto de objetos en estudio, basindose en sus
caracteristicas inherentes, el grado de similitud o diferencia entre ellos, su cohesion
conceptual o cualquier otro criterio de agrupamiento bien definido, esto es, el problema de

encontrar o generar una estructura y/o un orden entre objetos aparentemente dispuestos



de forma cadtica. Al agrupar objetos de esta manera se forman estructuras que

llamaremos Cubrimientos.
Sea Q un universo dado de objetos admisibles y seaO = Q,

Definicion. Un Cubrimiento de O es una tupla (0,‘R,6, Q,ﬂ) donde:

o Es un conjunto O = {a|,...,o,,} duro y no vacio, de objetos
conocidos.

R Es un conjunto R = {xl LTI A \[lr} difuso, de variables

llamadas Rasgos Descriptivos en funcion de los cuales es
posible describir a los objetos en O. Cada rasgo descriptivo Xx;
tiene un Dominio de Definicion M;.
Para describir a los objetos en O, supondremos la existencia de
un conjunto llamado Conjunto de Posibles Descripciones
D" = {{m \nysesm \ Y| m; € My Am; €[01).d e[Lr]}
donde, se tienen, en forma de conjuntos difusos, todas las
posibles descripciones de objetos que se pueden construir dados
los elementos de R y sus dominios de definicion. Cada
elemento de D* sera llamado Conjunto Descriptivo o
simplemente Descripcion.

) Es una relacion funcional 6 < O x D" llamada Relacion de
Descripcion que a cada objeto le asigna una descripcion.

o Es un conjunto Q= {Cl,...,Ck} duro, de etiquetas
correspondientes a conjuntos difusos llamados Clases o
Categorias, en las cuales se agrupan los elementos de O. Cada

clase queda determinada por :

Ce, ={aj\/4q(oj)loj €0 A /Acl(oj)=n(6(oj),c,»)}



(El conjunto de todos los objetos asociados a su grado de
pertenencia a dicha clase).

.4 Es una relacion funcional ﬂg(&(O)xQ)x[O,l] llamada
Relacion de Pertenencia y que a cada descripcion de un objeto
le asigna uno y sélo un grado de pertenencia a cada una de las

clases.

Esta nueva conceptualizacion y definicion de cubrimiento se convierte en el elemento

inicial y de mayor importancia en todas las definiciones y resultados siguientes.

1.2. Tipos de Cubrimientos.

Los elementos constitutivos de un cubrimiento pueden presentarse bajo condiciones muy
diversas y relacionarse entre si en distintas maneras, determinando, de esa forma, varios
tipos de cubrimientos cuya clasificacion atiende a dos aspectos principales: 1) la forma y

estructura de las clases y, 2) la presencia o ausencia de rasgos y descripciones.

El hecho de que las clases o categorias, dentro de las cuales se agrupan los objetos en
estudio y, que realmente constituyen subconjuntos de O, pueden presentarse como
conjuntos duros o bien como conjuntos difusos, es posiblemente la caracteristica que
origina la mas amplia e interesante variedad de estudios con diversidad de enfoques,
definiciones y soluciones dentro del Reconocimiento de Patrones debido a la enorme
expansion y desarrollo que la matematica y la légica difusas han presentado durante las

ultimas décadas.

Atendiendo a la forma y estructura de las clases, los cubrimientos pueden ser clasificados
en cuatro grupos conteniendo cada uno de ellos dos posibles clasificaciones, de acuerdo

con la siguiente tabla:



Un Cubrimientoes: | - Si cumple :
Disjunto Vi jellkli®j CoNCe =D
Solapado 3i,j e[Lkli=j, C ﬂCC/ £ %]
Total Usop(G;)=0
i=l.k
Parcial Usop(G;)<= 0
i=l.k
Estricto vC eQ C,#QD
Flexible 3G €0, C, =0
Tabla 1.1 Clasificacion de los Cubrimi diendo a la forma y estructura de las Clases.

Estas caracteristicas pueden ser combinadas de diferentes formas para obtener
cubrimientos con diferentes propiedades. En particular, a los cubrimientos Disjuntos y

Totales los llamaremos_Particiones (Particion Dura 6 Particion Difusa).

Atendiendo a la presencia de rasgos y descripciones los cubrimientos pueden ser de tres

tipos distintos :

Un Cubrimientoes:
Descriptivo R£D y Vo, €0 o; edom(d)
Ciego x=? (No se conoce)
Degenerado R=2?60=2
Tabla 1.2 Clasificacion de los Cubrimi i alapr ia de rasgos y descripciones.

En el caso de los cubrimientos ciegos, se tiene un universo de objetos no-clasificados, es
decir, atn cuando se pueda conocer la descripcion de cada objeto e incluso el conjunto de
clases en que dichos objetos se agrupan, no se dispone de el criterio de agrupacion que

indica la clasificacién de cada uno de ellos. En el caso de los cubrimientos degenerados,



no se dispone del conjunto de rasgos que describen a los objetos, o bien, no se conocen las
descripciones de cada uno de los objetos cubiertos ain cuando éstos ya se encuentren
clasificados, se trata de agrupamientos que no son tratables, por lo menos desde el punto

de vista matematico del Reconocimiento de Patrones.

Asi pues, los cubrimientos descriptivos, son el unico caso en que se dispone de toda la
informacion necesaria en el cubrimiento: el conjunto de rasgos descriptivos, las
descripciones de los objetos en el universo de estudio y, el criterio de agrupacion que
asigna a todos los objetos un grado de pertenencia a cada una de las clases. La mayoria

de las definiciones y resultados posteriores estaran referidos a este caso de cubrimientos.

1.3 Problemas .

1.3.1. El Problema de Clasificacion .

Basandose en el concepto de cubrimiento, el Reconocimiento de Patrones ha establecido y
planteado un conjunto basico de problemas que pretende resolver. Estos problemas se
refieren a la forma de encontrar o generar cubrimientos con algunas caracteristicas
deseables, sobre diversos conjuntos de objetos en estudio. La generalidad de los métodos
usados para resolver tales situaciones deberd ser suficiente para abarcar una amplia
variedad de situaciones iniciales y condiciones restictivas. En pocas palabras, el objeto de
estudio del Reconocimiento de Patrones es el Problema de Clasificacion.

Definicion. Un Problema de Clasificacion (PC) es una tupla de la forma
(RR',6",Cy,0) donde :

Q Es un universo de objetos admisibles.



R’ Es el conjunto duro maximo R’ = {xl,...,x,r} de rasgos
descriptivos posibles para los objetos de Q.

é' Es una relacion 6’ cQx D" de descripcion de los
objetos en funcion de R'.

Cy Es un Cubrimiento inicial Cy =(O,‘R,6,Q,n) para el
problema, talque OcQ, RcR' y S =8’LR :

[C] Es un conjunto © = {01,...,6,,,} de restricciones a

considerar en el problema.

En la cual, deseamos extender el cubrimiento inicial de forma que

abarque todo el universo de objetos.

Este problema es de un alto nivel de abstraccion y resulta ser un modelo muy general al
cual son reducibles muchos de los problemas mas concretos en ciencia y tecnologia, de ahi
su importancia y la necesidad de contar con teorias y metodologias adecuadas para su
solucién. Los diferentes tipos de cubrimientos iniciales, distinguen entre problemas de

tipos distintos :

Definicion. Un PC es Supervisado (PCS) si y solo si su cubrimiento inicial

es un Cubrimiento Descriptivo y Estricto.

El problema de clasificacion supervisado consiste pues, en un universo de objetos del cual
se conoce la clasificacion de un pequefio subconjunto (cubrimiento inicial) y se pretende

clasificar al resto de los objetos en el universo.

Definicion. Un PC es Parcialmente Supervisado (PCPS) si y solo si su
cubrimiento inicial es un Cubrimiento Descriptivo y Flexible.



La diferencia entre un problema de clasificacion supervisado y uno parcialmente
supervisado consiste en que en el primero, se dispone de una muestra inicial de elementos
en todas las categorias del cubrimiento inicial, mientras que en el segundo el cubrimiento

inicial presenta categorias vacias y por lo tanto no es posible su caracterizacion.

Definicion. Un PC es No-supervisado (PCN) si y solo si su cubrimiento

inicial es un Cubrimiento Ciego.

En este ultimo caso, se trata de un universo de objetos a clasificar del cual no se dispone
de la relacion de pertenencia de los objetos y por lo tanto de ninguna muestra previamente

clasificada.

La disciplina de Reconocimiento de Patrones estudia todos estos problemas y desarrolla

constantemente nuevas soluciones.

Definicion. Dar una Solucion a un Problema de Clasificacion o Clasificar
es extender su cubrimiento inicial (O,‘.R,é,Q,n), de forma
que abarque todo el universo de objetos, transformandolo asi
en otro cubrimiento (Q,‘R,é’,Q’,n’) satisfaciendo todas las
condiciones establecidas en ®. Es decir, solucionar un PC es
encontrar un cubrimiento que abarque todo el universo de
objetos admisibles, de forma tal que: QS Q" y m =n’. Esto
puede implicar un aumento en la familia de clases o

categorias.

Clasificar representa el proceso de aplicar un algoritmo A(PC)=(Q,%.6',Q",7"), tal

que recibe como entrada un problema de clasificacion (de cualquier tipo) y, como salida,

entrega un cubrimiento solucion al PC dado. Un algoritmo de este tipo es llamado un

Algoritmo de Clasificacion o Algoritmo Clasificador.



1.3.2. El Problema de Seleccion de Rasgos .

En ocasiones, no es posible conocer los valores de ciertos rasgos descriptivos para los
objetos en un cubrimiento, ésto debido al alto costo economico, en tiempo, o
computacional de obtener dichos valores, por lo que, comunmente se desea reducir el
numero de rasgos descriptivos prescindiendo de dichos rasgos de alto costo, esto es,
transformar un cubrimiento dado, en otro que contenga el mismo conjunto de clases y el
mismo conjunto de objetos, pero descritos por un conjunto menor de rasgos descriptivos.

Este proceso, conocido como Reduccion en el Espacio de Representacion, da origen a

otro importante problema muy comun en el estudio del Reconocimiento de Patrones, el

problema de la Seleccion de Rasgos :

Sea Z= (O,W,é,Q,n) un cubrimiento descriptivo con n objetos, r rasgos descriptivos y

k clases o categorias. La descripcion de cada objeto 0; < O es un conjunto de la forma:

&(0;)= {x, 015X, (0 } (conjunto descriptivo).

Definicion. _Restringir la descripcion de un objeto 0; a un subconjunto
difuso de rasgos 7 = {x,, \lpses Xy \,uq}; R, es modificar el grado de
pertenencia de cada elemento x;(0;) en la descripcion de dicho objeto, de

forma tal que, se acote superiormente por el grado de pertenencia u; del

rasgo correspondiente x; en el conjunto 7. Para realizar esta restriccion el
grado de pertenencia u; de cada elemento x;(0;) en 6(0 j) .debera ser

multiplicado por el grado de pertenencia de x;en T .

Esto indica que, la descripcion parcial de un objeto con respecto a un rasgo descriptivo

x;(0;), nunca puede, después de una restriccion, tener un grado de pertenencia al



conjunto descriptivo, superior que la pertenencia de dicho rasgo al subconjunto de rasgos

en funcion del cual se realiza la restriccion.

Si la descripcion del objeto 0; se restringe a 7, lo denotaremos 6(0,-)|1. o bien, 0;], en

los casos en que ésto no cause confusion alguna.

Definicion. Una Reduccion, de R _a t, en el Espacio de Representacion de
un cubrimiento descriptivo Z, es el proceso de restringir a 7, la descripcion

de todos los objetos en el cubrimiento.

De igual forma que en la restriccion de las descripciones, un cubrimiento Z reducido en su

espacio de representacion se denotard er'

En este punto, resulta de suma importancia, revisar con detenimiento el proceso de

reduccion en el espacio de representacion de un cubrimiento:

Dado que la relacion de pertenencia en un cubrimiento tiene la forma
nc (15(0) x Q)x [0,1] y que, la restriccion de las descripciones asociadas a cada objeto
puede reducir el conjunto D* de posibles descripciones, es factible que, al reducir el
espacio de representacion de un cubrimiento, las descripciones asociadas a dos o mas
objetos resulten idénticas o bien muy parecidas (mds parecidas que antes de la reduccion),
en cuyo caso, es posible que se esté modificando también la relacion de pertenencia en el
cubrimiento, pues, si dos o més objetos tienen descripciones idénticas 0 muy semejantes,

su pertenencia a cada categoria también debera ser idéntica 0 muy semejante.

De esa forma, la reduccion en el espacio de representacion de un cubrimiento descriptivo

Z. es un proceso que, formalmente, transforma Z = (0,‘R,6,Q,n) en otro cubrimiento,

1z =(O, 7, 6| 1,Q,n’) donde, el conjunto R queda reducido a 7, las descripciones de



todos los objetos quedan restringidas al mismo r y se genera una nueva relacion de

pertenencia ©'. Dicho cubrimiento nuevo tZ sera llamado z-Reducido.

Definicion. E| Cubrimiento t-Reducido (tZ) con T < R ,de un cubrimiento
descriptivo Z, es el cubrimiento que resulta al efectuar, sobre Z, una

reduccion, de R a 7, en su espacio de representacion.

El cambio (restriccion) en las descripciones de los objetos puede ocasionar, como se dijo
anteriormente, que aumente la semejanza entre dos descripciones cualesquiera, esto es,
que después de la restriccion, las descripciones de dos objetos distintos sean mas parecidas
y por lo tanto, menos distinguibles entre si. Dado que la reduccion se efectia con respecto
a 7 que es un subconjunto de R, es imposible que disminuya su semejanza, que dos
descripciones sean menos parecidas que antes de la reduccion. Para poder medir el cambio
en la semejanza o diferencia de dos descripciones supondremos la existencia de una familia

de Funciones de Semejanza Parcial

77 ={£7) £7:8(0), x6(0), > [01] » T}

Cada elemento en esta familia es una funcion que indica el grado de semejanza de dos
descripciones de objetos restringidas al mismo subconjunto de rasgos descriptivos medido
en el intervalo [0,1]. Asi, una semejanza de 0 (cero), entre dos descripciones, sera
interpretada como “completamente distintas”, mientras que una semejanza de 1 (uno) sera
interpretada como “idénticas” y cualquier valor intermedio indicara “qué tanto se parecen”

las descripciones comparadas.

Para obtener el cubrimiento z-reducido de cualquier cubrimiento descriptivo, aplicaremos
un Algoritmo de Reduccion_ tal que, recibe como entrada el cubrimiento descriptivo Z y
un subconjunto, difuso, de su conjunto de rasgos descriptivos, como respuesta el

algoritmo entrega el cubrimiento z-reducido de Z.



Algoritmo de Reduccion (A(Z,t)=12Z):

1) Sustituir, en Z, el conjunto R por el subconjunto 7.

(0.%.,6,0,7)—> (0,7,6,0,7)
2) Reducir el espacio de representacion de Z, restringiendo a 7 la
descripcion de todos los objetos en Z.

(0,7,6,0,7)> (0,1:, 4., Q,n)

3) Construir la nueva relacién de pertenencia 7' de la siguiente forma:

Yo; €0
7' ((80),Co)) = max (w(dom).Cs) * /(300 80, ))
con § e{l,...,k}

(0,1, 4, ,Q,rz)—)(O,r, 4, ,Q,N')

Mediante este algoritmo logramos reducir el espacio de representacion de un cubrimiento
descriptivo, o lo que es equivalente, encontrar el cubrimiento 7-reducido de Z para un

cierto 7. tomando en consideracion el grado de semejanza entre descripciones restringidas.

Cuando, durante la solucion de un problema de clasificacion o, simplemente por razones
experimentales, se desea realizar una reduccion en el espacio de representacion de algin
cubrimiento, se desea también que dicha reduccion sea adecuada para que la solucion de
algun algoritmo clasificador o el problema en estudio, siga siendo util, significativo o
coherente, es entonces cuando se estd enfrentando un Problema de Seleccion de Rasgos,
donde, haciendo uso de determinados criterios, se busca seleccionar el o los conjuntos de

rasgos mas apropiados para efectuar la reduccién en el espacio de representacion.



Definicion. Un Problema de Seleccion de Rasgos (PSR) es una tupla
(Z ,@)donde :

z Es un Cubrimiento Descriptivo Z = (O,R,6,0,7)sobre el
cual se desea realizar una reduccion en el espacio de
representacion.

(S} Es un conjunto de condiciones a satisfacer, ya sea por los
conjuntos utilizados en la reduccion, o bien, por el nuevo

cubrimiento restringido.

Este problema es muy comun en Reconocimiento de Patrones, y plantea de manera
formal la necesidad de eliminar, en un cubrimiento descriptivo, ciertos rasgos o grados de
pertenencia en los rasgos, que presentan un alto costo de evaluacion o simplemente no se

consideran como adecuados en el contexto del problema en estudio.

Definicion. Dar una solucion a un Problema de Seleccion de Rasgos o

Seleccionar, es encontrar, satisfaciendo las condiciones ©, una familia
* . . . .

T = {rl,...,tm} de subconjuntos del conjunto de rasgos descriptivos en el

cubrimiento Z, que son candidatos para efectuar con respecto a ellos, una

reduccion en el espacio de representacion de Z.

¥
Asi pues, seleccionar es aplicar un algoritmo A(PSR)= 7 , tal que toma como entrada
un problema de seleccion de rasgos y devuelve la familia solucién de subconjuntos
candidatos para efectuar una reduccion en el espacio de representacion. Un algoritmo de

este tipo es un Algoritmo de Seleccion o Algoritmo Seleccionador.



2. .%OPIEDADES DE LOS CUBRIMIENTOS.




na vez que hemos formalizado y replanteado, a través del capitulo

anterior, el modelo conceptual de los principales clementos y problemas

en la disciplina del Reconocimiento de Patrones, podemos considerar que
disponemos de suficiente contextualizacion para avanzar el siguiente paso y lograr una
mayor profundizacion en el estudio de los Testores y la investigacion sobre posibles
generalizaciones y extensiones para entornos difusos. El cubrimiento, y en particular el
cubrimiento descriptivo, es el elemento central en el cual se da el “fenémeno” de los
Testores. En este capitulo estudiaremos algunas de las propiedades que presentan los
cubrimientos descriptivos y podremos ubicar a los Testores como una consecuencia de
dichas propiedades. Los conceptos y definiciones planteados en este capitulo serviran
posteriormente para la formulacién de nuevos conceptos asi como para la demostracion de

algunas propiedades en el capitulo siguiente.

2.1. Cubrimiento Ideal.

Al conjunto de las definiciones anteriores les subyace el importante supuesto de que un
cubrimiento, 0 mas precisamente la relacion . de pertenencia de un cubrimiento,
presenta una dependencia con las descripciones de los objetos. Esto quiere decir que la
“decisién” de ubicar un objeto en una o varias clases, con algin grado de pertenencia, se
efectiia tomando en cuenta la descripcion de dicho objeto expresada por la relacién 6 de
descripcion. De ser asi, se podria esperar que las categorias, en un cubrimiento, tuvieran
objetos que fueran muy semejantes entre si y muy diferentes a los objetos de otras
categorias', mientras mas marcadas sean ambas caracteristicas, mas ficilmente

distinguibles se volveran las clases.

! Los términos de semejanza y diferencia que se mencionan se refieren a la medida de semejanza de las
descripciones correspondientes medida por las funci de j parcial introducidas en el capitulo
anterior. Durante este capitulo se profundizara en ambos conceptos.
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Ahora bien, efectivamente no existe ningin elemento que nos permita mantener el
supuesto de que un cubrimiento realmente fue construido tomando en cuenta su conjunto
de descripciones para clasificar a los objetos. Resulta perfectamente factible imaginar que
se trate de un cubrimiento meramente “caprichoso”, en el sentido de no propiciar
categorias con las caracteristicas mencionadas y, por lo tanto, de no responder en forma

légica a las descripciones de los objetos en funcion del conjunto R de rasgos.

De todo lo anterior se deduce que resulta conveniente, por un lado, definir alguna forma
de determinar el grado de dependencia, dentro de un cubrimiento, entre sus relaciones .z y
d y, por otro lado, poder anticipar las consecuencias de ello asi como las posibles
imprecisiones o inconsistencias que pudieran resultar al trabajar con problemas de
clasificacion y de seleccion de rasgos cuyos cubrimientos iniciales presenten condiciones
extremas o anormales de acuerdo con algun criterio conveniente. La medida de la
dependencia entre la relacion de pertenencia y la relacion de descripcion sera indicativo de

qué tan caprichosamente fue creado algun cubrimiento en particular.

Para lograr determinar la dependencia estudiada, construiremos y formalizaremos un
concepto claro de lo que concebimos como el “mejor cubrimiento”, aquel donde las
clases se vuelven perfectamente distinguibles. Este cubrimiento ideal servird como punto
de referencia e inducira, de forma natural, el concepto complementario del “peor
cubrimiento”. Comprender estos casos extremos nos permitird ubicar, a un cubrimiento
dado, en algun punto intermedio entre ambos y formalizar un método para cuantificar

dicha situacion.

Intuitivamente, en el caso ideal de un cubrimiento cuya relacion de pertenencia depende en
forma maximal de su relacion de descripcion, un objeto cualquiera deberia ser clasificado,
con un alto grado de pertenencia, en aquellas categorias que contengan muchos objetos
muy parecidos a él y, con menor grado de pertenencia, en aquellas categorias con menos
objetos o menos parecidos a él. Por otro lado, para lograr maxima distinguibilidad de las

clases, un cubrimiento ideal presentaria clases o categorias con descripciones de objetos
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que serian totalmente disjuntas en cuanto a los valores tomados por cada uno de sus

rasgos.

En otras palabras, un cubrimiento ideal presentaria dos caracteristicas esenciales, en
primer lugar, clases con descripciones de objetos cuyos valores tomados en R serian

disjuntos de una clase a otra. A esta condicion la denominaremos Condicion de

Discriminacion, pues expresa la distincion que existe entre los valores de rasgos tomados
por los objetos en una clase y en otra. En segundo lugar, la pertenencia de un objeto a
cualquier clase seria determinada por la cantidad de objetos, en dicha clase, con alto grado
de semejanza a él y ponderado por las pertenencias de cada objeto a la clase. A este
dltima condicion la denominaremos Condicion de Caracterizacion, pues relaciona la
pertenencia de un objeto a una clase con el grado en que ese objeto es caracteristico o

tipico de la clase.

A reserva de que mas adelante, en este mismo capitulo, desarrollaremos el concepto de
tipicidad, por el momento denotaremos como (ﬁmcs (Oi) a la medida en que un objeto o;

es tipico en una clase C,. Tomando en cuenta esto, podemos expresar formalmente las

dos condiciones de un cubrimiento ideal como:

Condicion de Discriminacion :

VC,CjeQ,i#j Vx;eR MX|C,_O M:|Cj =2

Condicion de Caracterizacion:

VC; €Q Vo; €0 n(é(o,-),CJ:,JmCx(oi)

esto quiere decir dos cosas, en primer lugar, que los valores tomados por cada rasgo, en la

descripcion de los objetos, son disjuntos a través de todas las clases e implica que todos

los rasgos son testores tipicos unitarios en el sentido de Zhuravlev [2] en el cubrimiento?,

2 El concepto y la definicion de Testor de Zhuravlev seran precisados en el siguiente capitulo.
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en segundo lugar, que la pertenencia de los objetos a las clases se corresponde con su

tipicidad en las mismas clases.
Por el contrario, en el peor de los casos, un cubrimiento “totalmente caprichoso” debe

presentar las caracteristicas opuestas, es decir, aquel cubrimiento duro en el que todas las

clases tuvieran sus descripciones idénticas, es decir,

VG,C;eC (Mx..xM,)

= (Mlx...xM,XC/_

i

lo cual indica que el valor tomado por cada uno de los rasgos, en las descripciones de los
objetos, no es discriminante y, por lo tanto, no es tomado en cuenta por la relaciéon de

pertenencia para agrupar a los objetos.

La descripcion de las condiciones del mejor y peor caso, nos permiten crear un funcional
que indique qué tan “cerca” se encuentra un cubrimiento dado del mejor caso o del peor
caso en base a las condiciones de caracterizacion y discriminacion, a dicha propiedad le

del Cubrimiento. Resulta conveniente que el funcional de cohesion

llamaremos Cohesio
de un cubrimiento se exprese en un intervalo [0..1] con el peor y el mejor caso

respectivamente como los extremos, esto impone dos requerimientos:

o La evaluacion de la expresion matematica del caso ideal debe ser 1 y
la del peor caso debe ser 0.
« Ningun cubrimiento fuera de los casos anteriores debe alcanzar los

valores extremos 0 y 1.

La concepcion misma de esta propiedad asi como el lograr precisar la forma de el
funcional de cohesion de un cubrimiento constituyen uno de los logros mas importantes de
esta investigacion pues, es precisamente el concepto de cohesion lo que permite lograr una
importante extension del concepto de Testor y de la tipicidad en los Testores. Por ahora,

examinemos ambas condiciones con detenimiento.
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Para expresar el funcional de cohesion de un cubrimiento nos serviremos de los conceptos,
hasta ahora intuitivos, de un cubrimiento ideal y uno caprichoso, asi como de las
expresiones logicas de dichos casos, con ello, iremos avanzando, de forma constructiva,
en la formalizacion de esa “distancia™ al mejor y peor caso. En el camino iremos
estableciendo algunas definiciones previas. Las condiciones de discriminacion y
caracterizaciéon se estudiaran de forma independiente, primero estableceremos la
formalizacion de la discriminacion y después abordaremos la condicion de caracterizacion,
ambas hasta llegar a elementos suficientes para poder construir la formalizacién del

concepto de cohesion.

2.1.1.. Condiciéon de Discriminacion.

La condicion de discriminacion indica que, en un cubrimiento, todos los rasgos
considerados para describir a los objetos son igualmente discriminantes y maximalmente
discriminantes, esto permitiria a la relacion de pertenencia clasificar a los objetos
basandose tan solo en el valor de uno de sus rasgos y sin importar cudl de ellos se tomara
en cuenta, la clasificacion de cualquier objeto seria exactamente la misma, es decir, el
cubrimiento resultaria inalterado si la relacion de pertenencia clasifica con descripciones

basadas en sdlo uno, algunos o todos los rasgos descriptivos.

Sea Z =(0,%,0,0,7) un cubrimiento descriptivo con n objetos cubiertos, & clases o

categorias y r rasgos descriptivos.

Denotaremos por C,, a la interseccion Cp, ﬂCq sin importar si se trata de clases duras o

difusas.
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Definicién. El Error de Discriminacién_de un objeto (€ (0;))con respecto
aun 7 <R subconjunto difuso de rasgos descriptivos, es la
suma de sus grados de pertenencia a todas las intersecciones
entre parejas de categorias, a las cuales pertenece dicho objeto,

cuando se restringe su descripcion al subconjunto 7 de rasgos.

81(0[)= pg k,uCF-q (6(0' )|r)
P*q

Esta definicion permite conocer qué tanto, un objeto en el cubrimiento, se “confunde” de

clase al restringir su descripcion a un subconjunto de rasgos.

Para cuantificar este concepto es conveniente tener algin criterio para considerar la
relevancia relativa de cada rasgo. En el caso mas simple podemos suponer que todos los
rasgos tienen exactamente la misma relevancia relativa y, por tanto, los errores de
caracterizacion causados por todos los rasgos son igualmente importantes. En este caso,
resulta muy simple conocer el efecto de confusion en las pertenencias, causado por el
subconjunto 7 de rasgos sobre todos los objetos del cubrimiento, para ello podemos hacer

uso de la siguiente

Definicion. E| Error de discriminacion Acumulado (5‘,(2)) de un
cubrimiento descriptivo Z, con respecto a un subconjunto
difuso de rasgos descriptivos, es el promedio de los errores de
discriminacion, producidos por dicho subconjunto de rasgos,

sobre todos los objetos del cubrimiento.

Z(St( l))
o

E(z)=22

~(3)
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Dado que el numero de objetos en el cubrimiento es n y que el numero de intersecciones
entre parejas de clases es igual a las combinaciones de & (el numero de clases) en 2 (por
ser parejas), entonces, al dividir la suma de los errores de discriminacién entre el producto
de estas dos cantidades, estamos obteniendo un promedio del error producido por 7 en el

cubrimiento.

Queda claro hasta aqui que esta medida, el error de discriminacion, es un indicativo del
poder de evitar confusiones que un subconjunto de rasgos tiene sobre algun objeto o
conjunto de objetos, de forma tal que, mientras menor sea el error producido por un
rasgo, mayor poder de discriminacion tendra dicho rasgo pues, esto indica que al tomar el
rasgo en cuenstion como unico rasgo descriptivo de los objetos en el cubrimiento, la
reduccion en el espacio de representacién causa un efecto de confusién minimo en las
pertenencias de los objetos, la misma explicacion resulta vilida al tratar con cualquier
subconjunto de rasgos descriptivos. Asi pues, resulta natural desear cuantificar dicho
poder discriminante como una caracteristica propia de cada subconjunto de rasgos en el

cubrimiento.

Definicion. E| Poder Discriminante o Poder de Discriminacion (R2,(7))

de un subconjunto difuso de rasgos descriptivos 7 <R con
respecto a un cubrimiento Z, es la proporcién en la que, dicho
subconjunto, produce errores de discriminacién sobre todos los
objetos del cubrimiento cuando se efectia, con respecto a él,

una reduccion en el espacio de representacion del cubrimiento.
Q,(r)=1- &(2)
Al sustraer el error acumulado de uno logramos expresar €l concepto inverso, es decir,

expresar que el poder de discriminacion es complementario (con respecto a la unidad) al

error de caracterizacion producido. Este funcional permite obtener una magnitud entre
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cero y uno representando el poder de discriminacion del subconjunto 7z sobre del

cubrimiento Z.

Examinemos con mayor detenimiento este funcional del poder discriminante. Cuando un
subconjunto de rasgos 7 tiene un poder discriminante miximo indica que, aun si las
descripciones de todos los objetos en el cubrimiento se restringen a 7, su error de
caracterizacion sigue siendo cero, es decir, no existe confusion alguna en cuanto a la clase
a la cual pertenece cada objeto, ni en cuanto a su grado de pertenencia a cada clase. En el
caso de cubrimientos con clases disjuntas esto representaria un Testor en el sentido de

Zhuravlev.

De acuerdo con lo anterior, resulta claro que el funcional del poder discriminante puede
ser usado como base para la definicion de una familia mis amplia de Testores que
consideren diferentes grados de confusion entre las clases. Este concepto sera

desarrollado en el capitulo siguiente.

2.1.2. Condiciéon de Caracterizacion.

Asi como la condicion de discriminacion exige que los valores de los rasgos tomados por
las descripciones de objetos en todas las clases sean disjuntos, la condicion de
caracterizacion para un cubrimiento ideal asegura que la pertenencia de los objetos a las
clases estara determinada por su tipicidad en cada una de ellas. Desarrollar este concepto
es necesario para lograr reunir todas las condiciones exigidas por el caso ideal y con ello

poder formalizar el concepto de cohesion.

Las definiciones que a continuacion se presentan estan basadas en la capacidad de poder
evaluar el grado de semejanza o diferencia entre dos descripciones de objetos restringidas
al mismo subconjunto difuso de rasgos descriptivos. Esta capacidad esta dada por las

funciones de semejanza parcial mencionadas en el capitulo anterior.
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Definicion. La Tipicidad Relativa de un objeto (%CJ (0, )) con respecto a
una clase C; y relativa a un 7 <R subconjunto difuso de
rasgos descriptivos, es la media aritmética, ponderada por los
grados de pertenencia a dicha clase, de las semejanzas entre la
descripcion del objeto y la descripcion de todos los demas
objetos en el cubrimiento cuando se restringe su descripcion al

subconjunto 7 de rasgos.

&;CJ (0’_)= s#i

> 2(8(05),C)

o;€0

Obsérvese que el hecho de que el objeto tenga un grado de pertenencia diferente de cero,
no constituye una condicion necesaria para que la magnitud de la tipicidad tenga realmente
sentido, en el caso de que ésto no se cumpla, la semejanza de las descripciones sera

ponderada con cero y por lo tanto no afectara el promedio.

La Tipicidad no es un concepto nuevo, cuantifica la semejanza de un objeto (su
descripcion) hacia el interior de una clase, indicando qué tan “tipico” es en esa clase. Sin
embargo, el concepto de tipicidad relativa presenta dos modificaciones importantes, por
un lado, la considercion de que la tipicidad sea relativa a un subconjunto de rasgos contra
los cuales se efectia una reduccion, por el otro lado y aun mas importante, la ponderacion
de las semejanzas con los grados de pertenencia de cada objeto a la clase. Andlogo a este
concepto existe el concepto complementario del Contraste que expresa la semejanza de un
objeto hacia el exterior de una clase. De hecho, el contraste es expresable en funcién de la

tipicidad de la siguiente manera:
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Definicion. El Contraste Relativo de un objeto (%’,C/ (a‘ )) con respecto a
una clase C; y relativo a un 7 <R subconjunto difuso de
rasgos descriptivos, es la media aritmética, ponderada por los
grados de pertenencia a todas las clases excepto C;, de las
semejanzas entre la descripcion de dicho objeto y las
descripciones de todos los demas objetos en el cubrimiento

cuando se restringe su descripcion al subconjunto z de rasgos.

S (o,
%Q (75 )

C;=C;

Cl )=
%) k-1

Ahora bien, dado que la condicion de caracterizacion lo exige, debemos garantizar que la
pertenencia de todos los objetos a las clases sea igual a su tipicidad relativa en las mismas

clases. Para lograrlo estableceremos la siguiente

C
Definicion. El Error de Caracterizacion (y .’ (0‘- )) de un objeto

0; en un cubrimiento descriptivo Z, con respecto a T R un
subconjunto difuso de rasgos descriptivos y con respecto a una
clase C;, es el valor absoluto de la diferencia entre su grado de
pertenencia a dicha clase y su tipicidad relativa a 7 con respecto a

la misma clase.

e (Oi)=’”(6(0i),cj)“ﬁ;cj (Oij
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La magnitud de este error indica qué tanto se cumple o incumple la condicion de

discriminacion del caso ideal de cubrimiento.
Una vez comprendido este concepto resulta facil realizar las definiciones necesarias para

lograr que el error de discriminacion abarque toda una clase y después el cubrimiento. En

primer lugar consideremos:

Definicion. El Error de Caracterizacion Acumulado ( }75/ (2)) de

un cubrimiento descriptivo Z, con respecto a una clase C; y relativo
a un subconjunto difuso de rasgos descriptivos, es el promedio de
los errores de tipicidad relativos a = con respecto a dicha clase, de
todos los objetos en el cubrimiento al restringir sus descripciones al
conjunto difuso 7.

b2 (YrC f (0 b ))
gmedl 7

7 (2)="

El error acumulado cuantifica la situacion interna de una cierta clase promediando los
errores de todos sus objetos. Recuerde que n es el nimero de objetos cubiertos. Por

ultimo es necesario conocer este error en todas las clases del cubrimiento:

Definicion. El Error de Caracterizacion Total de un cubrimiento

descriptivo Z, con respecto a un subconjunto difuso de rasgos
descriptivos, es el promedio de los errores de tipicidad acumulados
sobre todas las clases en el cubrimiento y con respecto al mismo

subconjunto de rasgos descriptivos.

T (@)

z(Z)= ¢ eQ -

=
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Una vez que se ha alcanzado este punto y, al igual que en el caso del error de
discriminacién, resulta muy conveniente cuantificar, como una caracteristica propia del
subconjunto de rasgos, su capacidad para mantener la tipicidad de un cubrimiento al hacer,
con respecto a €él, una reduccion en el espacio de representacion. Para lograrlo haremos

uso de la siguiente

Definicion. E| Poder Caracterizante 6 Poder de Caracterizacion
de un subconjunto difuso de rasgos descriptivos 7 <R con
respecto a un cubrimiento Z, es la proporcion en la que, dicho
subconjunto, produce errores de caracterizacion sobre todos los
objetos del cubrimiento cuando se efectia, con respecto a él, una

reduccion en el espacio de representacion.
©,(z)=1-7,(2)
2.2. La Cohesion

Ahora bien, hasta este punto se ha logrado formalizar, con los conceptos de error y poder
discriminante y caracterizante, el concepto inicial de un cubrimiento ideal con las
descripciones de sus objetos disjuntas a través de las categorias y la pertenencia de los
objetos correspondiente a su tipicidad. Para poder expresar ahora el mejor y peor caso
contemplado bastara con asociar las expresiones logicas de cada caso con su consecuencia
matematica, esto es, el mejor caso sera asociado con aquel cubrimiento con poder de
discriminacion maximo y poder de caracterizacién maximo, el peor caso se modelara

exactamente a la inversa.

Asi, con base en las definiciones anteriores es posible hacer la siguiente
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Definicion. La Cohesion (‘IJ(Z)) de un cubrimiento descriptivo Z es la
medida en la que su relacion de pertenencia 7 depende de su
relacion de descripcion o. Esto es, la medida en que la
descripcion de los objetos es tomada en cuenta por la relacion

de pertenencia para agrupar a los objetos.

Para cuantificar la cohesion de un cubrimiento es posible tomar diversos criterios sobre el
papel del poder de discriminacion del conjunto de rasgos. En particular resulta atractivo
considerar todos los posibles subconjuntos de rasgos, es decir, el conjunto potencia del
conjunto original de rasgos descriptivos. De esa forma podemos obtener un simple
promedio del poder discriminante en todos los posibles subconjuntos de rasgos (con
excepcion del vacio). Por su parte el poder de caracterizacion debe considerarse de forma
independiente pues, basta con exigir maximo poder de caracterizacion al conjunto original
N de rasgos descriptivos, de esa forma, queda expresada mas claramente la idea intuitiva

de que, un cubrimiento ideal puede dejar de serlo al reducir su espacio de representacion.

Sea, = P(R)\{ }

3 (Qz()+07(R)
B

En esta expresion, se estan considerando todos los subconjuntos difusos del conjunto R,
evidentemente se trata de un conjunto de cardinalidad infinita, lo cual, vuelve a la
definicion inadecuada para su aplicacion practica. Para efectos de calculo es necesario
acotar de alguna forma al conjunto R para volverlo finito. En este caso la opcion que se
presenta como la més adecuada es la de restringir R en funcion de la precision deseada en
las pertenencias de los rasgos al conjunto de rasgos descriptivos. En ningiin caso practico

se dispone realmente de precision infinita tal como se expresa en la teoria, de ahi que
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utilizar la precision real como el medio para convertir R en finito, resulta natural y

ampliamente justificable.

En este funcional se puede observar un aspecto importante: el poder discriminante de
todos los subconjuntos de R es ponderado de la misma forma para obtener el promedio
sin tomar en cuenta su relevancia relativa. Otro criterio posible seria el de asignar
ponderaciones diferentes al poder discriminante de cada subconjunto de rasgos. Este
criterio permitiria expresar el hecho de que ciertas combinaciones de rasgos son mas o
menos relevantes, en cuanto a su discriminacion y, por lo tanto, deben ser ponderadas de

forma consecuente.

Sea ,3(‘() la ponderacién asociada al subconjunto 7 de rasgos descriptivos, Entonces la
cohesion de un cubrimiento, ponderando la relevancia de cada subconjunto de rasgos, la

podemos expresar como:

T (B@O*[Rz(])+©0z(R)
\IJ(Z) = 7eR

T (B@)*|H|[+1
7eR

Los anteriores funcionales de cohesion expresan la medida en la que un cubrimiento es
“sano” o “caprichoso” y resultan adecuados para medir el vinculo investigado entre las

relaciones de descripcion y de pertenencia en un cubrimiento dado, ya que :

o En el mejor caso (caso ideal), todas las intersecciones entre dominios
restringidos seran vacias y, por tanto, el error de discriminacion de todos
los objetos en el cubrimiento con respecto a todos los rasgos descriptivos
sera exactamente cero, por su parte todos los objetos tendran pertenencia
a las clases exactamente igual que su tipicidad en las mismas, por lo que

los errores de caracterizacion de todos los objetos con respecto a todas
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las clases seran también cero y, la cohesion del cubrimiento resultara ser

exactamente 1.

« Por el contrario, en el peor caso, los objetos tendrin un error de
caracterizacion maximo, al pertenecer a todas las intersecciones entre
categorias, ocasionando que el poder discriminador de todos los rasgos
descriptivos se reduzca a cero. Como la condicion inicial lo expresa, el
peor cubrimiento es un cubrimiento con clases duras y. por lo tanto, los
objetos tendran una pertenencia de uno a las clases donde su tipicidad es
cero, ocasionando que los errores de caracterizacion sean maximos, el
poder de caracterizacion se vuelva cero y, la cohesion del cubrimiento

también sera 0.

o Cualquier otro cubrimiento tendra una cohesion entre 0 y 1.

Resulta natural hasta aqui, observar que, dado un conjunto O de objetos y un conjunto Q
de etiquetas de categorias, existen miiltiples formas de distribuir los elementos de O en las
diversas categorias CG- , esto es, multiples relaciones de pertenencia con las que se puede
formar un cubrimiento. Por lo tanto, es posible crear, cubrimientos distintos que presenten
dichos elementos en comun (O y Q) y que tengan, cada uno de ellos, diferente relacion de
pertenencia y por consiguiente diferente medida de cohesion. Para expresar este concepto

conviene la siguiente

Definicion. Una Familia Completa de cubrimientos ((D}) en torno a, o

alrededor de, un cubrimiento descriptivo Z =(O,9?,6,Q,J't),
es el conjunto @ = {Z,| Zi = (O,‘R,B,Q,n,)}, de todos los

cubrimientos de O en Q, que es posible construir variando sélo

la relacion de pertenencia.
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Llamaremos simplemente Familia de cubrimientos a cualquier

. *
conjunto &, c ®,

Cada una de estas formas de distrubuir los objetos representa un cubrimiento diferente en
cuanto a su relacion de pertenencia y, por lo tanto, con la posibilidad de tener cohesion
distinta al cubrimiento original. Esto indica que dada la definicién del conjunto de objetos
en estudio y de el conjunto de clases en que éstos deben estar agrupados. es posible
encontrar aquella distribucion que logre la maxima cohesion asi como la que logre la

minima cohesion.

Consideremos una familia completa de cubrimientos (D; alrededor de un cubrimiento
descriptivo Z, podemos establecer una relacion de orden entre los cubrimientos que
exprese la jerarquizacion de los mismos por su cohesion. Para ello definamos primero, una
particion entre los valores de las cohesiones, en la que las clases estaran formadas por los
cubrimientos con la misma cohesion:

2,2, €0 < ¥(2))=¥(2,)

con esta relacion de equivalencia estamos formando m clases @, i =1..m que contienen a
todos los cubrimientos con la misma cohesion. Ahora es posible definir un orden sobre las
clases, que exprese la precedencia <\ de acuerdo a una expresion W de la cohesion:

O=<y T = Y(Z)2¥(2)
ZeG Ze®;

Ahora, simplemente afiadiremos una definicion que nos permita una notacion clara y que

exprese la jerarquizacion de un cubrimiento en particular.
Definicion. Un Cubrimiento es Maximal o Minimal si pertenece, respectivamente,

a una clase maximal o minimal con respecto a la relacion de

orden <y .
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Un cubrimiento no forzosamente presenta cohesion maxima o cohesion minima. De forma
general un cubrimiento presentara una medida de cohesion que no sea ni maxima ni
minima, pero aquellos cubrimientos que si presenten los casos extremos seran

especialmente ttiles en el estudio de los procesos de clasificacion.

El hecho de que un cubrimiento sea maximal, indica que tiene la mejor distribucion posible
de sus elementos desde el punto de vista de la cohesion y, por lo tanto, su distribucion de
los objetos en las categorias es lo mas cercano posible al caso ideal que es posible lograr.
La medida de esta cohesion maxima proporciona una idea clara del potencial que se puede
esperar en dicho cubrimiento dadas la definiciones de O, d y Q. Por el contrario, un
cubrimiento que sea minimal de acuerdo al operador definido anteriormente, indica que el
cubrimiento tiene la peor distribucion posible de sus elementos, en una forma tal que su

estructura se asemeja lo mas posible al peor caso.

Definiciéon. Un cubrimiento descriptivo es Perfecto si es maximal y minimal

al mismo tiempo.

En algunos casos triviales es posible observar la caracteristica de perfeccion, por ejemplo,
un cubrimiento cuyo conjunto de clases sea unitario, sera siempre un cubrimiento perfecto.
Lo mismo ocurrird con cubrimientos con un conjunto unitario de objetos y en algunos
otros casos donde la forma de la relacion de pertenencia reduzca las posibilidaes de

distribucion de los objetos a algun caso trivial.
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3. %MILIAS DE TESTORES.
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lo largo de dos capitulos hemos avanzado dos grandes pasos en
el estudio de los cubrimientos y algunas de sus propiedades
principales. Ahora es el momento de concretar esta
investigacion aplicando todo lo expuesto, en el campo especifico de los Testores y lograr
las generalizaciones y extensiones buscadas. En el afin de reunir, combinar y aplicar en
este capitulo todos los conceptos estudiados hasta el momento, se vuelve preciso
comenzar haciendo mencion de los conceptos y definiciones cldsicos que han representado
en todo momento la motivacion de este trabajo, ésto facilitara la comprension de las

extensiones encontradas y permitira evaluar su importancia y/o utilidad.

3.1. Conceptos y Definiciones clasicos.

La primera incursion del concepto de Testor en el marco de la teoria de Reconocimiento
de Patrones fue la definicion dada por Yu. I. Zhuravlev en 1966 [2] en los siguientes

términos:

Sea T una tabla donde se encuentra la informacion correspondiente a la descripcion de
varios objetos en funcion de algunos rasgos descriptivos. Sea también T dividida en dos

sub-tablas 7, y T, expresando la agrupacion de los objetos en dos clases duras y disjuntas:

T X/ Xr

or | xo) ... x.(0) =6(0y)
T
i on | Xx(00) .. X(0,) =0(0,)
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Definicion. (Testores de Zhuravlev). Un conjunto R = {xl,.‘.,xr} de

columnas de una tabla 7T = {7[7,7"[}, se denomina Testor si después de

eliminar de 7 todas las columnas excepto las de R, no existe renglén alguno

de T, igual a uno de 7.

R sera llamado Testor Tipico si no existe R’ — R tal que R' sea Testor.

Esta definicion se hizo en un contexto realmente muy limitante, los objetos se consideran
descritos por variables (rasgos descriptivos) de naturaleza booleana y la division de la
tabla T indica que solo se consideran dos clases posibles. Naturalmente esta definicion se
extendio para incluir rasgos con cualquier dominio de definicion y cualquier niumero de
clases, sin embargo, dos aspectos determinantes en el concepto se mantuvieron: 1) la
modelacion de las clases como conjuntos duros y, 2) la consideracion implicita de que dos
renglones en la tabla (descripciones de objetos) solo pueden ser idénticos o distintos.
Ambos elementos han resultado cruciales para diversas extensiones del concepto de

Testor que se han formulado justamente para eliminar dichas restricciones.

Mediante la generalizacion de algunos conceptos clasicos podremos definir nuevas familias
de Testores. Para ello es necesario, en algunos casos, encontrar definiciones alternativas
de los conceptos. Estas definiciones deben respetar cabalmente las condiciones originales
de los conceptos pero adaptarse mejor al contexto estudiado. Veamos la forma en que
esta definicion puede ser replanteada conservando el concepto intacto pero expresandola
en los términos utilizados durante esta investigacion. Particularmente, como se manifestd
en el capitulo anterior, la definicién de Testor de Zhuravlev puede ser expresada en

términos del poder de discriminacion de un subconjunto de rasgos:
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Definicion. (Testores de Zhuravlev-Redefinicién). Un subconjunto t < R
de rasgos descriptivos en un cubrimiento descriptivo Z, se denomina Testor
si al efectuar una reduccion a z, en el espacio de representacion de Z, el error

de discriminacion acumulado del cubrimiento resultante es exactamente cero.

Ubicar el Testor como un subconjunto de rasgos descriptivos en un cubrimiento resulta
natural a este nivel de avance. La reduccion en el espacio de representacion del
cubrimiento Z resulta ser la formalizacién de “eliminar de T todas la columnas excepto las
de R” pues, al considerar sélo un pequeiio subconjunto duro de rasgos descriptivos se esta
restringiendo la descripcion de los objetos a dicho subconjunto exactamente en la forma en
que el algoritmo de reduccion lo haria. Replantear la definicion de Testor de Zhuravlev de
esta forma resulta en un cambio de perspectiva que nos posibilita el estudio de los testores
desde una oOptica mas amplia. Una tercera interpretacion de los Testores de Zhuravlev,
como resultado de la comparacion entre dos cubrimientos, asi como una redefinicion del

concepto de tipicidad se planteara mas adelante en este capitulo.

Una de las extensiones al concepto de Testor, més interesantes por sus implicaciones, es la
formulada por R. S. Goldman en 1980 [4], en la cual, se parte practicamente de los
mismos supuestos que Zhuravlev pero considerando que la comparacion entre
descripciones de objetos se basa en criterios de comparaciéon por rasgo que pueden
medirse con valores en el rango [0,1] interpretando éstos como “grados de diferenciacion™
y llamando al resultado Testores Difusos. Esta vision supera uno de los dos puntos

mencionados anteriormente produciendo la siguiente definicion:

Sea MA (Matriz de Aprendizaje) una matriz conteniendo las descripciones de un conjunto
de objetos conocidos (la misma informacién que la tabla anterior) y sea MD (Matriz de
Diferencia) una matriz conteniendo la diferencia, en los valores de todos los rasgos, de
cada objeto contra todos los objetos pertenecientes a las otras clases, de forma tal que al

renglon i de dicha matriz lo denotaremos 4.
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Definicion. (Testores de Goldman). Un subconjunto  difuso
T= {xl L —1 \/4,} de rasgos descriptivos en MA es un Testor Difuso
respecto de MA si

VA; € MD [HX,,\;,per s 0<up(x,)<uy, (x,,)]
T es un Testor Difuso Tipico si cumple:

e T es un Testor Difuso respecto de MA.

e Si TcT'y ademas sop(T)=sop(T’). entonces, T'

no es un Testor Difuso con respecto a MA.

Obsérvese como atn cuando esta definicion hace algunas consideraciones mas amplias que
la definicion de Zhuravlev, como considerar la posibilidad de que los subconjuntos de
rasgos descriptivos puedan ser difusos, sigue considerando las clases del cubrimiento

como conjuntos duros.

La tercera extension del concepto de Testor que presenta una mayor importancia en este
trabajo es el g-testor o Testor Generalizado de Lazo Cortés [11]. Su importancia se
deriva del hecho de que su definicion logra abarcar a todas las diferentes definiciones de
Testor existentes hasta ese momento, tanto desde el punto de vista duro como del difuso.

Examinemos esta definicion:

Sea MA una matriz como en el caso anterior. Sea 8 un funcional de comparacion entre

parejas de objetos (descripciones), de forma tal que, cuando dos objetos son “semejantes”™
entonces, [i(oi,o j) € Ds donde Ds es el conjunto de valores que asegura “Descripciones

semejantes”. Consideremos que a cada objeto se le haga corresponder una tupla de la
forma o (0;)=(1,(0;)s.-, 14 (9;)), llamada tupla de pertenencias, donde cada 4 ;(0;) es

el grado de pertenencia de 0; a laclasej. Sea v un funcional de comparacién entre tuplas

de pertenencia de dos objetos en el cubrimiento, de forma tal que cuando las tuplas de dos
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objetos sean ‘“semejantes”, entonces v(a(o, ),a(ol))EP.\' siendo Ps el conjunto de

valores que indica “Pertenencias semejantes”.

Consideremos tambien W como la familia de todos los g-testores de MA. y & como una

relacioén de orden parcial sobre W (generalmente este orden parcial es la inclusion).

Definicion. Un conjunto 7= {x, L7 A \/A,} es un Testor
Generalizado (g-testor) de MA si, y sélo si
Vo0; € MA, [v(a(o,-),u(oj)) ePs = B, (0,-,0,) eDs]

T es un g-testor Tipico si, y solo si, es un g-testor de MA y es minimal en ¥

con respecto a &.

El concepto y definicion de g-testor, asi como otras definiciones no mencionadas aqui
como los k-testores [7], los &-testores [12], y los testores de Andreev [8] entre otros,
forman parte de la Teoria de Testores para Reconocimiento de Patrones. Mas alla de
proporcionar el punto de partida y la “inspiracion” para esta investigacion, estos
conceptos permiten disponer de una referencia contra la cual poder evaluar los resultados

logrados.

3.2. Super-Testores

En el capitulo anterior quedo clara la relacion entre el poder discriminante de un conjunto
de rasgos descriptivos y la existencia de Testores de Zhuravlev en el mismo cubrimiento.
Dicha relacion puede ser usada para la construccion de familias mas amplias de testores,
en particular. aprovechando el concepto del error de discriminacién de un subconjunto de

rasgos, podemos establecer diferentes grados en los que los objetos de un cubrimiento son
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confundidos al restringir sus descripciones a los rasgos contenidos en un cierto

subconjunto 7 de R.

Sea nuevamente Z = (0O, R,0,0,7) un cubrimiento descriptivo con 7 objetos cubiertos,

k clases o categorias y » rasgos descriptivos.

Definicion. Un Super-Testor indice N (sT y ), en un cubrimiento descriptivo
Z, es un subconjunto 5T, < R difuso y no vacio, tal que, su error de

discriminacion acumulado, con respecto al cubrimiento Z, es igual a N.

A la magnitud N le llamaremos el Indice del Testor.

Esta definicion representa una extension del concepto original de Testor de Zhuravlev en
el sentido de tolerar que la confusion en la pertenencia de los objetos a las clases pueda ser
diferente a cero, ademas de abarcar, en el mismo concepto, tanto a los subconjuntos duros
como a los subconjuntos difusos de rasgos descriptivos. De esta forma los Testores de

Zhuravlev pueden ser vistos como un caso particular (duro) de los Super-Testores.

Proposicion. Los Testores de Zhuravlev son un caso particular de Super-
Testores duros en los que el error de discriminacién acumulado, con respecto

al subconjunto de rasgos en cuestion, es exactamente cero.
Demostracion. Sea T un Testor de Zhuravlev con respecto a un cubrimiento

descriptivo Z. En virtud de la definicion, 7 es tal que, al restringir las

descripciones de todos los objetos en el cubrimiento a los rasgos contenidos
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en él, no resultan descripciones idénticas en clases distintas'. Esto indica
que, de forma natural, las grados de pertenencia de cada objeto a todas las
clases resultan inalterados ante la reduccion del espacio de representacion de
R a 7, por lo que ningun objeto tendra una pertenencia superior a cero a
ninguna interseccién entre clases. Por lo tanto, el error de discriminacion

acumulado del cubrimiento 7Z con respecto a T es estrictamente cero. Q

De hecho, cualquier elemento del conjunto P(R)\{} tendra alguna medida de su error
de discriminacion y, por lo tanto, todo subconjunto duro y no vacio de ® es un Super-

Testor duro con algun indice N.

Proposicion. Un subconjunto 7 del conjunto de rasgos descriptivos en un
cubrimiento descriptivo Z es un Testor de Zuravlev si y solo si el poder de

discriminacion de 7 con respecto al cubrimiento Z es igual a uno.

Demostracion. (Necesidad y Suficiencia)

Primera parte :
Sea 7 un Testor de Zuravlev en un cubrimiento descriptivo Z. Entonces, al

restringir las descripciones de los objetos en Z a 7 no resultan descripciones
iguales en clases diferentes, es decir, el error de discriminacion de todos los
objetos con respecto a T es cero pues no existen intersecciones entre parejas
de clases que contengan a las descripciones de los objetos, por lo tanto el

poder de discriminacion de 7 debera ser igual a uno.

Segunda parte :
Sea v un subconjunto de rasgos descriptivos tal que su poder de

discriminacién, con respecto a un cubrimiento Z, es uno. Entonces, dado

S
! Evidentemente se trata de el caso en que el Cubrimiento es Duro y Disjunto, pues éste es el nico caso
contemplado por los Testores de Zuravlev.
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que no existen pertenencias negativas, la unica forma en que esto puede
ocurrir es que todos los objetos en el cubrimiento tengan un error de
caracterizacion igual a cero, lo cual quiere decir que ninguna descripcion
restringida a 7 queda incluida en alguna interseccion entre clases, es decir,
ninguna descripcion restringida se confunde entre clases y por lo tanto 7 es

un Testor de Zhuravlev. Q

3.2.1. Jerarquizacion de las Familias de Super-Testores.

En el proceso de ir logrando la generalizacion y extension buscada, puede resultar valioso
el detenerse a plantear un contexto mas rico para las definiciones obtenidas. Este
enriquecimiento en la contextualizacion servira un propoésito doble: por un lado, afianzara
el punto de referencia para los resultados de la investigacion y, por otro lado, abrira
puertas para el planteamiento de nuevas investigaciones desde el punto de vista de este
trabajo. En este inciso se planteara brevemente un contexto para los Super-Testores que
resulta muy atractivo para el andlisis de problemas dado el modelo conceptual del primer

capitulo.

Partiendo de la definicion de Super-Testor resulta comodo establecer tres niveles en los

cuales es posible definir familias de Super-Testores duros o difusos.
Definicion. Cualquier Super-Testor, constituye, en si mismo, una Familia de
Super-Testores en el Nivel 0 (T,) con respecto a un cierto cubrimiento
descriptivo.

Esta definicion sirve como la base recursiva de las definiciones siguientes.

Definicion. Una Familia de Super-Testores en el Nivel I (T,) con respecto

a un cubrimiento descriptivo Z, es cualquier conjunto de la forma
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™= {.&"L’N| N= m} elementos del nivel Ty, del mismo indice (), que es

posible formar con el conjunto R de rasgos descriptivos de dicho

cubrimiento.

El nivel T, representa la primera aproximacion a una familia de Super-Testores que tienen
algo en comun, el mismo indice. Este tipo de familia puede ser de utilidad en el estudio de
las propiedades intrinsecas de un conjunto de rasgos o bien como conjuntos de apoyo para

diversos algoritmos de clasificacion.

Definicion. Una Familia de Super-Testores en el Nivel 2 (T,) o Familia

Completa de Super-Testores con respecto a un cubrimiento descriptivo Z, es
el meta-conjunto conteniendo todas las familias T, de Super-Testores que es
posible formar con el conjunto R de rasgos descriptivos de dicho

cubrimiento.

Los niveles de familias de Super-Testores estan construidos de forma tal que a cada nivel
en la jerarquia se le exigen condiciones mas estrictas a sus elementos y consecuentemente

cada nivel esta formado por menos conjuntos :

Formado por cualquier Super-Testor individual en un cubrimiento.

Condicion : Ser un Super-Testor indice N en el cubrimiento.

Formado por los Super-Testores del mismo indice en el cubrimiento

Condicion - Tener todos los Super-Testores el mismo indice.

Formado por todas las familias de nivel 1 en el cubrimiento.

Condicion : Incluir a todas las posibles familias de nivel 1
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De esa forma, el nivel Ty, que es el mds laxo en cuanto a su condicion, puede estar

o R 8. .

constituido, en el caso duro, hasta por 2| | _1 eclementos distintos, es decir, todos los
subconjuntos no vacios del conjunto de rasgos descriptivos en el cubrimiento. Por otro
lado, el nivel T, que es el mas estricto en cuanto a su condicion, estd formado por tan

solo un elemento, la familia completa de Super-Testores en el cubrimiento.

3.3. Testores por Comparacion.

Hasta este punto la definicion de Super-Testores, duros o difusos, se ha basado en el
mismo concepto: el error de discriminacion acumulado, sin embargo, en el desarrollo del
capitulo anterior se defini6 el error de discriminacion meramente como un medio para
llegar a un concepto mucho mas critico: la cohesion de un cubrimiento. Este concepto
atn no ha sido estudiado con suficiente profundidad ni se han examinado sus

consecuencias.

3.3.1. Comparacién entre cubrimientos.

Las definiciones de cubrimiento Maximal y cubrimiento Minimal permiten realizar una
conceptualizacion distinta de los Testores que se base en diferencias estructurales entre
cubrimientos. Para adquirir esta nueva vision el primer paso es revisar la definicion clasica

del Testor de Zhuravlev y replantearla en términos de comparaciones entre cubrimientos.

En las proposiciones anteriores quedaba establecido que el Testor de Zhuravlev era un
caso especial de Super-Testor, duro y con error de caracterizacion acumulado igual a
cero. Este concepto, de forma implicita, esta representando una comparacion entre dos
cubrimientos, el cubrimiento original y el cubrimiento resultante de reducir el espacio de
representacion de los objetos (r-reducido). La comparacion se realiza mediante el calculo

de los errores de caracterizacion, es decir, tomando en cuenta las pertenencias a las
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intersecciones entre parejas de clases, de manera que podemos afirmar que, disponiendo
de dos cubrimientos descriptivos con ciertos elementos comunes (conjunto de objetos y

conjunto de categorias), siempre es posible llevar a cabo una comparacién entre ellos.

Pero ;c6mo se comparan dos cubrimientos?. Para ello es necesario tomar como referencia
los elementos invariantes entre ellos. Veamos algunos conceptos y definiciones utiles para

la comparacion de dos cubrimientos.

Sean Z, =(0,R.,0,0,7,) y Z, =(0,R.,0,0,m,) dos cubrimientos descriptivos sobre
el mismo conjunto de objetos, y sobre el mismo conjunto de clases pero distribuidos en

virtud de diferentes relaciones de pertenencia.

Definicion. La _Ganancia Parcial (AZCl_'Zl) de un objeto 0; €O con

respecto a una clase C; €Q, ante la comparacion de dos cubrimientos

descriptivos Z, y Z,, es la diferencia de las pertenencias del objeto a la misma

clase en ambos cubrimientos.

Z,,Z,
A% % (0;)= nE (0)) = nE2(0))

En los casos en que sea perfectamente claro cudles cubrimientos se estan
comparando y en qué orden, de forma tal que no exista riesgo de confusion,

podremos referimos a la Ganancia Parcial simplemente como A, (0;) .

Este concepto representan el cambio en la pertenencia a una clase por parte de un objeto,
esto quiere decir que, en la comparacion entre los cubrimientos Z; y Z», un cierto objeto,
puede presentar una pertenencia a una clase, distinta en cada uno de los cubrimientos. Al
conjuntar todas las ganancias parciales de una clase es posible conocer la forma global en

la que dicha clase resultd modificada ante la reduccion del espacio de representacion :
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rZ,.Z
1*“2) de una clase C; con respecto
i

Definicion. La Ganancia Acumulada (A¢
a dos cubrimientos descriptivos Z, y Z, es la suma de los valores absolutos
de las Ganancias Parciales de todos los objetos en ambos cubrimientos con
respecto a dicha clase:

A Z1Zy _ Z,,2,

AG® -z e
Por comodidad resulta conveniente, no solo calcular la ganancia acumulada, que es una
cantidad en el intervalo [0, n], sino obtener un promedio de dicha ganancia que sea una
cantidad en [0. 1]

Definicion. La Ganancia Acumulada Promedio ( A g‘ 22 ) de una clase con

respecto a dos cubrimientos descriptivos Z; y Z, es la media aritmética de la

ganancia acumulada de dicha clase:

Una vez que se ha podido cuantificar la diferencia en la pertenencia de los objetos a cada
una de las categorias de los cubrimientos, es posible conocer el efecto de la comparacién

global entre cubrimientos :
Definicion. La Ganancia Total (A) de un cubrimiento descriptivo Z; con

respecto a otro cubrimiento descriptivo Z, es la suma de las ganancias

acumuladas de todas las clases en ambos cubrimientos.

49



A AZy L
Az,.z,)= 3 ML=

i=l.k

En la misma forma que ocurre con la ganancia acumulada, es posible y

conveniente definir una Ganancia Total Promedio como

7&(21,2:)=@

Aunque de forma global la comparacion entre dos cubrimientos esta representada por la
ganancia total, esta sola medida puede no dar suficiente informacion. En muchas
ocasiones conocer las ganancias acumuladas de las clases puede ser mucho mas ilustrativo
de las diferencias entre dos cubrimientos, por ello suele ser comodo hacer uso de la

siguiente

Definicion. Una Tupla de Diferencia entre dos cubrimientos descriptivos es
una tupla de la forma (’&Cx A—Ck) donde cada elemento es la ganancia

acumulada promedio de la categoria correspondiente en los cubrimientos.

3.3.2. A-Testores.

Una vez que se han provisto algunas de las posibles herramientas para la comparacion de
dos cubrimientos descriptivos con ciertas caracteristicas comunes, se puede hacer uso de
dichas comparaciones como la base para encontrar nuevos tipos de conjuntos Testores.
La clave para esto radica en la observacion de que, en todas las definiciones anteriores se
supone un conjunto de objetos comun a ambos cubrimientos, asi como también un mismo
conjunto de clases o categorias, sin embargo, no se hace ninguna restriccion sobre los

conjuntos de rasgos descriptivos que, de hecho podrian ser distimos sin afectar con ello
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las medidas de comparacion. En realidad, la definicion original de Testor de Zhuravlev
tiene implicita una comparacioén entre dos cubrimientos que tienen diferente conjunto de

rasgos: un cubrimiento con el conjunto original *R y el otro con un subconjunto de éste.

En el momento de efectuar sobre el cubrimiento original una Reduccion del espacio de
representacion de los objetos, se esta produciendo otro cubrimiento, descrito en funcion
de un conjunto de rasgos menor y, por lo tanto, con posibles diferencias en su distribucion

de objetos sobre las categorias.

Dado que un cubrimiento z-reducido tiene exactamente el mismo conjunto de objetos en
estudio y también el mismo conjunto de categorias que aquel que le di6 origen, es factible

emplear los conceptos anteriores para compararlo con su cubrimiento origen.

Proposiciéon. Un subconjunto t < R de rasgos descriptivos en un
cubrimiento descriptivo Z, es un Testor de Zhuravlev, si y sélo si la ganancia

total de Z, con respecto a su cubrimiento z-reducido, es exactamente cero.

Demostracion. (Necesidad y Suficiencia)

Primera Parte:

Sea 7 un Testor de Zhuravlev en un cubrimiento descriptivo Z. Entonces, al
restringir la descripcion de todos los objetos en Z a los rasgos contenidos en
7, no se producen descripciones idénticas en clases distintas, por lo tanto las
clases permanecen inalteradas ante la reduccién. Dado que las clases
permanecen inalteradas es claro que, la ganancia acumulada de todas las
clases en el cubrimiento sera igual a cero y por lo tanto la ganancia total del

cubrimiento con respecto al z-reducido sera también cero.
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Segunda Parte:

Sean Z, y Z, dos cubrimientos descriptivos tales que, Z, es r-reducido con
respecto a Z, y la ganancia total de Z, con respecto a Z, es exactamente
cero. Para que esto sea posible, es necesario que las ganancias acumuladas
de todas las clases sean cero, implicando que no existe ninguna diferencia en
la pertenencia de los objetos a las clases en Z, y en Z,, por lo tanto, se infiere
que, tras la restriccion de las descripciones, no se generaron descripciones
idénticas en clases distintas, luego entonces r debe ser un Testor de

Zhuravleven Z,.Q

Una vez identificada la forma en que un Testor de Zhuravlev estd comparando
implicitamente dos cubrimientos, es facil comprender que es posible partir de la misma
idea que en los casos anteriores para extender la definicion y lograr una familia de testores

mas amplia que las actuales.

Definicion. Un A-Testor (At), en un cubrimiento descriptivo Z, es un
subconjunto de rasgos descriptivos tal que, la ganancia total resultante de la
comparacion entre dos cubrimientos que cumplan las condiciones de

semejanza planteadas, es exactamente A.

El concepto de A-Testor planteado es demasiado general pues no especifica cudles dos
cubrimientos deben ser comparados. Esta generalidad nos permite explotar el concepto de
diversas formas creando familias mas especificas de testores en las cuales quede bien
establecido cuales cubrimientos deben ser comparados. De estas definiciones la mas

notoria resulta ser :
Definicion. Un A-Testor por Reduccion (At) en un cubrimiento descriptivo

Z, es un A-Testor resultado de la comparacion entre dicho cubrimiento y su

cubrimiento z-reducido, para algun subconjunto = difuso.
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Al definir este tipo de testores estamos permitiendo que cualquier subconjunto de rasgos,
en un cubrimiento, pueda ser A-Testor para algun A dado. Asi se conforma una familia de
Testores para el cubrimiento que incluye a los tradicionales Testores de Zhuravlev. Al
igual que en el caso de los Super-Testores duros, resulta conveniente visualizar esta
familia en tres niveles distintos: el nivel 0 constituido por testores individuales; el nivel 1
constituido por todos los testores del mismo A y; el nivel 2 constituido por todas las

posibles familias de nivel 1 que se pueden formar con un cubrimiento dado.

Proposicion. Un Testor de Zhuravlev en un cubrimiento Z, es un A-Testor

por reduccion indice cero para el mismo cubrimiento.

Demostracion. Sea T un Testor de Zhuravlev en el cubrimiento descriptivo
Z. En virtud de la definicion original, al reducir el espacio de representacion
de Z al subconjunto 7, no resultan descripciones idénticas en clases distintas.
La reduccion en el espacio de representacion esta implicando la generacién
de el cubrimiento z-reducido y el hecho de que al comparar ambos
cubrimientos no resulten descripciones idénticas en clases distintas implica
que la distribucion estructural de Z y de 7Z es exactamente la misma, por lo
que la ganancia acumulada de todas las clases serd cero y por lo tanto, la

ganancia total también sera cero. Q

Bajo la perspectiva de las definiciones de ganancia, la comparacion entre dos cubrimientos
requiere el mismo conjunto de objetos y el mismo conjunto de clases (etiquetas), sin
embargo, no es necesario que el conjunto de rasgos descriptivos sea igual (como ocurre en
el caso de los cubrimientos r-reducidos), asi pues, siempre es posible definir conjuntos A-
Testores para dos cubrimientos cualesquiera que cumplan las condiciones de semejanza
previamente planteadas. En particular, parece atractivo buscar, dado un cubrimiento

descriptivo, el cubrimiento mas apropiado para ser comparado. El criterio usado en la
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seleccion de dicho cubrimiento proporcionara informacion valiosa sobre la importancia de
los conjuntos testores obtenidos mediante la comparacion. Entre los cubrimientos que
resultan mas interesantes para realizar comparaciones, se encuentran el maximal y el

minimal de una cierta familia de cubrimientos.

Comparar un cubrimiento contra el maximal de su familia, es averiguar qué tan “cerca” se
encuentra de la mejor distribucion posible de sus objetos en el conjunto de clases. Aun
cuando la simple comparacion de las cohesiones correspondientes puede proporcionar esa
informacién de manera global, la obtencion de las ganancias asociadas a las clases
desgloza los datos y muestra un panorama de la forma en que “cambia” cada clase e
incluso cada objeto de un cubrimiento a otro. No parece existir ninguna relacién entre la
diferencia de cohesiones y la forma en que se presentaran las ganancias correspondientes.
Tomando en cuenta ésto, parece razonable, dado un cubrimiento z-reducido, compararlo

con el cubrimiento maximal o minimal en la familia de su cubrimiento original.

Sea Z = (O,‘R,(),Q,n) un cubrimiento descriptivo en una familia completa CD.cuyos
cubrimientos maximal y minimal son respectivamente Z"y Z'. Sea 7Z el cubrimiento z-

reducido de Z dado un subconjunto difusor < R .

Definicion. Un A-Testor por Cohesion (At) en un cubrimiento descriptivo Z,
es un A-Testor resultado de la comparacion entre el cubrimiento maximal en

la familia completa que contiene a Z, y el cubrimiento z-reducido.

Parece razonable que, ante una reduccion en el espacio de representacion, sea deseable
utilizar aquel subconjunto de rasgos que conserve la maxima cohesion posible en el
cubrimiento 0, equivalentemente, el que produzca un cubrimiento lo mas parecido
estructuralmente a un cubrimiento maximal en la familia. Dado que el cubrimiento
maximal Z* en la familia ®* no forzosamente es unico, se pueden obtener diferentes

conjuntos de A-Testores por cohesion que correspondan a la comparacion con cada uno
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de los cubrimientos maximales en la familia. Evidentemente seran de mayor interés
aquellos que logren una A menor, puesto que seran éstos los subconjuntos de rasgos que
logran generar cubrimientos estructuralmente mas parecidos a algin cubrimiento de

cohesion maxima en la familia.

3.4. Tipicidad.

Tal como lo establece la definicion del g-testor (ver iniciso 3.1), todas las definiciones
clasicas de Testor Tipico se hacen considerando alguna relacion de orden sobre la familia
de posibles Testores y seleccionando aquellos subconjuntos que sean optimales con
respecto a ella. En la mayoria de los casos tal relacion es la inclusion & (dura o difusa).
Esto obedece a que aquellos subconjuntos de rasgos descriptivos que sean minimales con
respecto a la inclusion resultan muy atractivos en la solucion de problemas pues reducen
costos econdmicos y computacionales. Sin embargo, después de haber replanteado el
panorama de los Testores, parece evidente que la relacion de inclusion no es el unico
criterio que resulta atractivo optimizar. En particular, la cohesiéon producida por un
subconjunto de rasgos, al realizar reducciones en el espacio de representaciéon de un
cubrimiento descriptivo, es otro criterio igual o mas atractivo, tanto desde el punto de
vista tedrico como del practico, de la misma manera, otros criterios pueden resultar

importantes en situaciones particulares.

Por lo tanto, nuestra definicion de tipicidad estara orientada a formalizar un concepto de
tipicidad donde sea factible optimizar mas de un criterio a la vez, asi como a establecer
algunas combinaciones especialmente utiles de criterios. Para formalizar el concepto
recurriremos, una vez mas, a la facilidad conceptual que nos ofrece la opcion de separar en
varios niveles de complejidad las exigencias planteadas, esta idea nos lleva a la

formulacion de una nueva definicion de tipicidad:
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Definicion. Un Testor (de cualquier tipo) Tipico de n-ésimo Orden con
respecto a un cubrimiento descriptivo Z, es un Testor (del tipo en cuestion)
en el cubrimiento tal que, optimiza, en orden jerarquico, n criterios o

relaciones de orden.

Asi, un Super-Testor indice N Tipico de Primer Orden es aquel que optimiza sélo un
criterio u ordenamiento, éste puede ser, por ejemplo, la relacion de inclusion o bien, la
relevancia relativa de los rasgos componentes, etc., pero un Super-Testor indice N de

Segundo Orden debera optimizar dos criterios a la vez.

En el caso de los A-Testores resultan importantes dos criterios: la inclusion y la cohesion.
Un A-Testor por Reduccion Tipico de Primer Orden puede ser maximal en cuanto a la
cohesion del cubrimiento 7-reducido que produce y un A-Testor por Cohesion Tipico de

Segundo Orden puede maximizar la magnitud A y minimizar la inclusion al mismo tiempo.

Muy importante resulta el hecho de que, como un cubrimiento z-reducido no comparte el
mismo conjunto de rasgos descriptivos que su cubrimiento origen, entonces no pertenece
a la misma familia, asi que, dado un cubrimiento descriptivo, es posible crear una familia

de cubrimientos formada por todas las z-reducciones posibles para dicho cubrimiento
(ZM' —1 en el caso de subconjuntos duros, 90 en el caso de subconjuntos difusos).
Dentro de esta nueva familia de z-reducciones, ya sea dura o difusa, se puede establecer la
misma relacion de orden <y (orden con respecto a la cohesion) y es posible distinguir

algunos cubrimientos como maximales. Por otra parte, en virtud del algoritmo de
reduccion, la cohesion de un cubrimiento z-reducido siempre sera menor o igual que la de
su cubrimiento original. En este sentido trataremos de buscar aquellos suconjuntos ©

tales que logren la méxima cohesién posible

De forma general, un Testor Tipico de cualquier orden, se expresa indicando tanto el

orden que representa como el conjunto de criterios u érdenes que optimiza:
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n
T apy,.
en este caso se trata de el subconjunto de rasgos r que constituye un Testor Tipico de

Orden n y que optimiza los criterios a, 3, y, etc.

Proposicion. Los Testores Tipicos de Zhuravlev son Super Testores indice 0
Tipicos de Primer Orden y también 0-Testores por Reduccion Tipicos de
Primer Orden.

Demostracion. Basandose en las proposiciones demostradas anteriormente
se tiene claro que un Testor de Zhuravlev es un Super-Testor indice 0 y
también un 0-Testor por Reduccion. En ambos casos la relacion de orden

parcial que se optimiza es la inclusion dura.

Por ultimo examinense las siguientes definiciones a manera de ejemplos sobre tipos

interesantes de Testores Tipicos.

Definicion. Un A-Testor por Reduccion Tipico de Primer Orden (At ,) con
respecto a la inclusion, en un cubrimiento descriptivo Z, es un A-Testor por
reduccion tal que, es minimal con respecto a < (inclusion dura o difusa) en

la familia de z-reducciones de Z.

Definicion. Un A-Testor por Reduccion Tipico de Segundo Orden (A% )
con respecto a la cohesion y la inclusion, en un cubrimiento descriptivo Z, es
un A-Testor por reduccion tipico de primer orden tal que, es maximal con
respecto a <y en la familia de z-reducciones de Z y, es minimal con

respecto a la inclusion (dura o difusa).
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Definicion. Un A-Testor por Cohesion Tipico de Tercer Orden (AT ,) con
respecto a la ganancia, la cohesién y la inclusion, en un cubrimiento
descriptivo Z, es un A-Testor por cohesion tal que, su A es maxima entre las
posibles A‘s resultado de la comparacion contra todos los cubrimientos
maximales en la familia completa que contiene a Z, es maximal con respecto
a la cohesion de las z-reducciones de Z y, es minimal con respecto a la

inclusion dura o difusa.
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in importar cuan largo o fructifero haya sido el resultado de una
investigacion, es siempre necesario hacer una pausa, no para regocijarse
en los logros obtenidos, sino para crear conciencia de las rendijas y
grietas que se abrieron en el camino. Sélo el intelecto humano es capaz de convertir esas
rendijas en puertas y luego aventurarse en la conquista de los caminos y veredas que se

encuentran tras de ella.

El estudio realizado sobre la naturaleza légica de los testores y su contextualizacion en el
campo del Reconocimiento de Patrones, han sido orientados, en todo momento, por el
afin de generalizar y englobar la mayor cantidad posible de conocimiento, descubriendo
en el camino, nuevos enigmas, a la vez que logrando un nivel de abstraccion superior y,
por lo tanto, un mas alto nivel de conocimiento. Las extensiones y generalizaciones
logradas en este trabajo resultan logros muy modestos al ser comparados con las
posibilidades de estudio e investigacion que se han abierto y se plantean ante nosotros. En
este ultimo capitulo evaluaremos las bondades y deficiencias de las definiciones planteadas
¢ intentaremos resaltar las zonas que llaman a estudios mas profundos desde las nuevas

perspectivas.

4.1. El Modelo Conceptual.

Aunque, aparentemente, la definicién de cubrimiento y de los diversos problemas que
ataca el Reconocimiento de Patrones resulta ser un mero pretexto de contextualizacion, el
modelo conceptual planteado presenta diversas bondades. En realidad, el proceso mental,
durante la investigacion, se da en el sentido opuesto, es gracias al modelo general que es
posible abordar el estudio de los testores como una consecuencia de las propiedades de los

cubrimientos.
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Varios son los cambios hechos sobre los conceptos clésicos, el cubrimiento, que es el
elemento central en este trabajo, es un concepto que no responde de forma exacta, ni a la
definicion matemaitica clasica de cubrimiento (Teoria de conjuntos), ni a la difinicion
geométrica (Geometria Diferencial), ni a los modelos de aprendizaje manejados
actualmente en problemas de clasificacion supervisada, siendo la modificacion mas

notoria, la inclusion de los rasgos descriptivos y la relacion misma de descripcion.

Durante las primeras etapas de estudio, se llegd a desarrollar la idea de que en toda
muestra de aprendizaje (cubrimiento) debia existir un Clasificador Implicito que, en ese
momento, se modelé como un conjunto de predicados l6gicos descriptivos de cada una de
las clases. La forma de tal clasificador impicito se planteé6 como ® = {d),,..,,CDk }‘con
®; como el Predicado Descriptivo caracteristico de la clase i. Cada predicado descriptivo
tenia la estructura: ®;: d; A ... A ¢,, siendo @, un Predicado Parcial que

caracterizaba los valores tomados por el rasgo x; en los objetos de la clase C.

Al disponer de una caracterizacion logica por rasgo de cada una de las clases, el proceso
de reduccion en el espacio de representacion de la muestra se realizaria substituyendo el
maximo valor de verdad en aquellos predicados parciales que caracterizaran a los rasgos
que serian reducidos y después evaluando cada predicado descriptivo en todos los objetos
o descripciones de objetos en la muestra. El resultado esperado era que la evaluacion
logica de tales predicados (grado de verdad), correspondiera con el grado de pertenencia

del los objetos a cada una de las clases.

Sin embargo, dicho modelo no fructificé pues planteaba problemas de modelacion difusa
que terminaban por restringir mas que por generalizar. El replanteamiento de una relacion
de pertenencia como parte del cubrimiento y como el verdadero elemento clasificador
(explicito en esta ocasion), permitio abordar los problemas desde una perspectiva
totalmente diferente y mostro de forma clara que el algoritmo de reduccion para espacios

de representacion constituia la base formal de los testores vistos como un “fenémeno™ que
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ocurria en los cubrimientos. El modelo de caracterizacion de clases, muy al estilo de los
algoritmos de Clasificacion Conceptual presentan algunas bondades para la modelacion de
problemas mas concretos. Lejos de abandonarlo la pretension es la de poder retomarlo en

otro contexto y aprovechar sus caracteristicas de abstraccion.

El hecho de formalizar el concepto de cubrimiento mediante una estructura que incluye
conjuntos y relaciones sobre dichos conjuntos, proporciona el encapsulamiento ideal parra
recorrer y acortar la distancia entre el Reconocimiento de Patrones y la Teoria de Sistemas
Formales. En particular, la inclusion de los rasgos descriptivos como parte de la
estructura del cubrimiento, soluciono varios de los problemas de consistencia en el modelo
conceptual. En un momento dado, se requeria que las definiciones de problemas de
clasificacion supervisada y no supervisada, fueran deducibles a partir de una definicion
mas general de problema de clasificacion. Aun cuando se podia haber solucionado el
problema incluyendo el conjunto de rasgos y la relacion descriptiva en la definicion de los
problemas, resulté mucho mas rico incluirlos en el cubrimiento mismo, de esa manera no
s6lo se pudieron modelar los diferentes tipos de cubrimientos, sino que, se pudo modelar
el problema de clasificacién parcialmente supervisado que originalmente no se tenia

contemplado.

En general, el modelo conceptual al que se llegd, constituye una opcion totalmente nueva
y diferente para enmarcar la teoria de Reconocimiento de Patrones y en particular la
Teoria de Testores. Permitio incorporar en la formalizacion, las sutilezas propias del area
y las experiencias adquiridas (en gran parte un modelo cognoscitivo empirico), sin alejarse

de la estabilidad y consistencia ofrecida por los sistemas formales.

4.2. Los Testores.

Siendo los Testores el objetivo concreto de esta investigacion, es natural que los logros

mas relevantes hayan sido conseguidos justamente en esta drea. Tratindose del campo de
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las extensiones y generalizaciones, es ficil encontrarse en un callejon sin salida, desde el
cual se puede observar que, ain contando con una amplia gama de enfoques e
investigaciones, realizadas por especialistas con diferentes formaciones, el modelo (o los
modelos) comunmente usados para un tipo de problemas especifico, se “agota”
conceptualmente y ya no resulta util para continuar los procesos de abstraccion. Es
entonces cuando se vuelve indispensable voltear la vista hacia nuevos modelos que posean
la flexibilidad necesaria para desbordar la capacidad tedrica y practica actual y nos

coloquen ante la posibilidad de establecer nuevas fronteras.

El ajuste mas novedoso en la vision de los Testores planteada en esta investigacion, es el
de concebir al Testor como el responsable de producir, sobre un cubrimiento, el fenomeno
de cambio en la pertenencia de los objetos a las clases. La comparacion entre dos
cubrimientos descriptivos que satisfacen condiciones de comparabilidad, como el modo de
descubrir los subconjuntos de rasgos que tienen mayor influencia discriminante, abri6 las
puertas para lograr la generalizacion mas importante: el A-Testor. Poder redefinir el
Testor de Zhuravlev en términos de comparacion entre cubrimientos, conservando intacto
el concepto original pero “descubriendo” en él motivaciones sutiles u ocultas, fue, sin

lugar a dudas, el giro conceptual mas importante de este trabajo.

Durante el estudio del modelo de caracterizacion de clases, ya se tenia clara esta idea de
comparar cubrimientos para evaluar el poder discriminante de un subconjunto de rasgos,
pero se consideraba que una reduccion en el espacio de representacion de un cubrimiento
podia producir una modificacion estructural que incluso cambiara el numero de clases y/o
las intersecciones entre éstas.  Esta falta de acotamiento en las condiciones de la
reduccion, exigia la determinacion de algoritmos precisos para determinar el
comportamiento de un cubrimiento a través de una serie de transformaciones y. peor aun,
no mostraba sefiales de que, ain cuando tal algoritmo se encontrara, tuviera las
caracteristicas deseables de unicidad, distinguibilidad y reversibilidad. Nuevamente, fue
gracias al algoritmo de reduccion que se hizo posible formalizar el indice de un Testor

como la medida de cambio producida en un cubrimiento al ser transformado en otro,
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equivalentemente, el indice A en un A-Testor, representa la diferencia en la distribucién de

objetos, que presentan dos cubrimientos descriptivos comparables.

Una vez establecido este formalismo, se podia aspirar a generalizar. Los conceptos
subyacentes a las definiciones de los &-Testores [12], los u-Testores (Testores en cierto
grado) []. y los Conjuntos irreducibles de rasgos [7], proporcionaron la idea original de
tolerar diferencias entre cubrimientos diferentes de cero, y seguir considerando al
subconjunto de rasgos como un candidato a testor “en algin grado”. Posteriormente, la
eleccion de qué cubrimientos comparar motivo la generalidad de los A-Testores, incluso a

limites no explorados por la teoria pero muy atractivos para futuros estudios.

En el camino de lograr la formalizacion de la cohesion, surge como primer elemento el
concepto del error de caracterizacion de un objeto y posteriormente de un subconjunto de
rasgos. Este concepto, en si mismo resultaba suficiente para explicar al Testor de
Zhuravlev, y de forma evidente, sugeria una extension no contemplada previamente. La
aparicion del Super-Testor constituyo realmente una “puerta lateral” con el suficiente
atractivo para no dejarla pasar sin incluirla en esta investigacion. Lejos de parecer
redundante, se trata de una aproximacion al problema de los Testores que, si se estudia y
desarrolla mas, ligindola de forma mas contundente con el concepto de cohesion (u otros
conceptos semejantes como la Tipicidad y Contraste), puede proveer de un campo amplio

para la realizacion de investigaciones y desarrollos practicos.

4.3. La Tipicidad.

La cohesién, representa una extension del modelo conceptual, en el sentido de admitir la
necesidad de exigir, a los conjuntos Testores, condiciones més fuertes que simplemente
“no causar errores de caracterizacion”. Estableciendo las caracteristicas mas deseables en
cualquier cubrimiento, se vuelve evidente que, para muchas situaciones practicas, un

mayor conocimiento de las condiciones de las categorias en los cubrimientos, permite
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ajustar los algoritmos de clasificacion e incluso ponderar de forma distinta los resultados
de los algoritmos de célculo de relevancias. De esta forma. exigir en un Testor que
propicie reducciones con la cohesion mas alta posible, se vuelve no solo admisible sino

necesario.

Asi pues, las dos condiciones requeridas a un subconjunto de rasgos, para considerarlo
como un Testor Tipico son generalmente: 1) ser un Testor y, 2) ser minimal con respecto
a la inclusion preservando sus caracteristicas de discriminacion. El hecho de establecer
nuevos tipos de Testores Tipicos que aiiadieran una condicion mas a la lista (optimalidad
con respecto a la cohesion), no resultaba lo suficientemente abstracto para justificar una
buena extension, de forma tal que, definiendo el concepto de tipicidad de forma
paramétrica y permitiendo cualquier nivel deseado de exigencias (mediante los Ordenes de
los Testores Tipicos), se logré establecer una base teérica mucho mas amplia y flexible

que los conceptos expresados por el g-Testor Tipico.
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