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Resumen 

Una matriz es intercalada si no tiene colores repetidos a lo largo de cada 
rengl6n o columna y si tiene dos o cuatro colores en cada una de sus sub­
matrices 2 x 2. En el presente trabajo estudiamos Ia conjetura de Yuzvinsky 
(CY) acerca del numero minimo de colores que se necesitan para colorear 
una matriz intercalada. 

El problema de matrices intercaladas tiene aplicaciones en diversas areas 
de las matematicas y ciencias de Ia computaci6n, como se muestra en Ia 
secci6n 1. 

En Ia secci6n 2 presentamos dos pruebas distintas para el caso diadico de 
Ia CY, Ia primera dada por Yuzvinsky y Ia segunda por Eliahou y Kervaire. 

En Ia secci6n 3 demostramos que el conj~nto de matricesno intercala­
das es una variedad algebraica y reformularemos Ia CY en terminos de esta 
caracterizaci6n. 

En Ia secci6n 4 mostramos algunos resultados sobre matrices intercaladas 
diadicas y no diadicas. 

En Ia secci6n 5 estudiamos las particiones de los colores en ciertas matrices 
intercaladas. 

En Ia secci6n 6 demostramos que Ia CY es cierta para matrices de orden 
5 x s y establecemos que se necesita para probar que Ia CY es cierta para 
matrices con orden menor a 32 x 32. 

Finalmente, en Ia secci6n 7 presentamos diversos algoritmos que se han 
usado para generar matrices intercaladas y para verificar algunas de sus 
propiedades. 



Abstract 

A matrix is intercalate if it hasn ' t repeated colors along each row or column 
and if it has two or four colors in each of its 2 x 2 submatrices. In this work 
we study Yuzvinsky's Conjecture (YC) about the minimal number of colors 
needed to fill an intercalate matrix. 

The intercalate matrix problem has applications in mathematics and com­
puter sciences, as shown in section 1. 

In section 2 we present two different proofs for the dyadic case of YC, the 
first given by Yuzvinsky and the second by Eliahou and Kervaire . 

In section 3 we show that the set of intercalate matrices is an algebraic 
variety and we reformulate YC in terms of this characterization. 

In section 4 we show some results oo. iyadic and non dyadic intercalate 
matrices. 

In section 5 we study the color partitions in a special case of intercalate 
matrices. 

In section 6 we verify that YC is true for matrices with order 5 x s and we 
establish what do we need to prove that YC is true for matrices with order 
smaller than 32 x 32. 

Finally, in section 7 we present several algorithms used to generate inter­
calate matrices and to test some of their properties. 



1 Introduccion 

En esta seccion presentaremos algunos de los conceptos fundamentales so­
bre matrices intercaladas. asi como algunos de los result ados mas conocidos 
relacionados con ellas. Finalmente. presentaremos algunas ap licaciones que 
involucran a las matrices intercaladas. En lo sucesivo , nos referiremos a las 
posiciones de una matriz por coordenadas y a sus ent radas por co/ores. 

Una matriz es pseudolat ina sino t iene colores repetidos a lo largo de cada 
renglon o columna. Si ademas tiene dos o cuatro colores en cada una de sus 
submatrices 2 x 2 entonces se dice que es intercalada. Cna matriz intercalada 
es de tipo (r. s . n) si tiene r renglones. s columnas y n colores dist intos. 

Ejemplo 1.1 Una matriz intercalada de tipo (3,3,4) : 

( 
1 2 3) 
3 4 1 
2 1 4 

Una submatriz 2 x 2 es una intercalaci6n si tiene dos colores, en otro caso 
se llama cointercalaci6n. 

Dos matrices intercaladas son isot6picas si se puede llegar de una a la otra 
usando permutaciones de renglones y columnas y, de ser necesario, renom­
brando sus colores. 

Dados r y s, es de nuestro interes encontrar la minima n tal que existe 
una matriz intercalada de tipo (r , s, n) . Denotaremos por .\'(r, s) a ese valor 
minimo de n. Se dice que tales matrices tienen coloraciones minimas o que 
son 6ptimas. 

Ejemplo 1.2 La matriz del ejemplo anterior y La siguiente tienen coloracio-
nes minimas: 

(
1 2345 ) 
4 5 6 1 2 

Una conjetura de Yuzyinsky [Yuz] que ha permanecido abierta por mas 
de una decada es la siguiente: 

Conjetura 1.1 Toda matriz intercalada de tipo (r, s , n ) satisface que n :0:: 
r o s , donde r o s es La fun ci6n de Pfister. 



Se puede calcular r o s recursiYamente como sigue: 

{ 

so r 
r 

r o s = 2'- 1 + r o (s - 2'- 1 ) 

2' 

si r> s 
si s = 1 
si r ::; 2'- 1 < s 
si 2'- 1 < r. s ::; 2' 

Yuz,·insky demostro [Yuz] que esta conjetura es cierta en el caso donde 
se supone ad icionalmente que las matrices intercaladas son submatrices de 
Ia tab la de Cayley del grupo diadico. Para una caracterizacion de este tipo 
de matrices ,·er [CG:\ll ] . 

. -\tin cuando el caso diadico de este problema esta completamente resuelto. 
es interesante notar que poco se sabe sobre el caso general, de hecho. hasta 
ahora solo se han resuelto completamente los rangos r , s ::; 16 y r ::; -5. 
[Yiu2. CEG:\lZ] Es de gran inten?s obtener una solucion completa para el 
rango r , s ::; 32. sobre todo por Ia fuerte relacion que tiene este problema con 
el problema de producto de sumas (PPS). [Sh] 

El PPS sobre los enteros es el siguiente: dados tres numeros naturales 
r. s. n decidir si acaso existe una formula del tipo 

donde x, (para 1 ::; i ::; r) y y1 (para 1 ::; j ::; s) son indeterminadas y cada 
=k (para l ::; k ::; n) es una forma bilineal en x y y con coeficientes enteros. 
Cuando tal formula existe. se dice que Ia tripleta (r, s , n) es admisible. 

Es bien sabido que Ia tripleta (r , s . n) es admisible si y solo si existe una 
mat riz intercalada de tipo (r, s , n) que se puede signar consistentemente. es 
decir. si se pueden otorgar signos + 1 o -1 a cada una de las coordenadas de Ia 
matriz intercalada de modo que en cualquier submatriz 2 x 2 con exactamente 
dos colores el producto de sus signos sea -1 , y arbitrario en otro caso. 

Ejemplo 1.3 A partir de La siguiente matriz intercalada signada de tipo 
(-LI.-!) 

Yt Y2 YJ Y4 xr + 2 +3 H) X2 +2 -1 --! +3 
XJ +3 + I -1 -2 
X4 + -1 - 3 + 2 -1 



se deduce que Ia tripleta (-L -I. --1 ) es admisible ya que se puede obtener Ia 
formula 

Zt +ItYt- X2Y2 - .r3y3 - X<Y< 

Z2 +ItY2 + X2Y 1 - XJ .!J<.,.. -"<Y3 

ZJ +It.!JJ + X2.!J< + .EJ.!Jl - X<.!J2 

Z4 +ItY<- X2Y3 + X3Y2 + X4Y 1 

donde Ia variable x, corresponde con el rengl6n i . y1 con Ia columna j y zk 

con el color k (1::; i . j, k::; --1). 

Es clara que el numero de colores en una matriz intercalada signable es 
mayor o igua l al numero de colores en una matriz intercalada del mismo 
arden con coloracion minima. Es mas, tambien se sabe que las matrices 
intercaladas signables cumplen con la conj etura de YuzYinsky. [CEG).!Z) 

Reformulacion en teoria de gnificas 

Considere la grafica bipartita completa K,_, y una asignacion de colores en 
el conjunto {1, ... , n} a sus aristas tal que: 

1. Cada par de aristas incidentes en un vertice tienen color distinto. 

2. Todo ciclo de longitud cuatro tiene dos o cuatro colores. 

Es clara ver que tal coloracion existe si y solo si existe una matriz in­
tercalada de tipo (r , s , n ). En efecto, asocie cada uno de los r renglones y s 
columnas de la matriz con un \·ertice , de modo que las aristas de Kr.s queden 
en correspondencia con las coordenadas de la matriz. Las tres propiedades 
de intercalacion garantizan que la coloracion de la grafica satisface las dos 
condiciones anteriores. 

Ademas, tambien se puede introducir la condicion de signabilidad: A cad a 
arista se le otorga un signo + o - de modo que en todo ciclo de longitud 
cuatro con exactamente dos colores exista una cantidad impar de signos -. 

Aplicacion a conocimiento comtin 

El conocimiento comun se refiere a! hecho de que varias entidades (personas, 
procesadores , etc.) conozcan la misma informacion (secretes , datos, etc.). 



En ciertas situaciones (como las subastas y las elecciones) es importante 
que las entidades adquieran ese conocimiento de una forma justa. es decir. si 
en cierto instante una entidad A adquiere una unidad de informacion cono­
cida por otra entidad B. entonces en ese mismo instante B adquiere una 
unidad de informacion conocida por .-l. 

Supongamos que tenemos s procesadores ( P 1, .•. , P, ) y r datos descono-
cidos (D 1 , . • D,). Estos datos senin transmitidos a los procesadores cum-
pliendo las siguientes reglas: 

1. Cada uno de los r datos debe transmitirse en alguna unidad de tiempo 
( 1. 2 .... ) a todos los procesadores. 

2. '\ingtin dato se puede transmitir en la misma unidad de tiempo a dos 
procesadores distintos. 

3. En la misma unidad de tiempo nose pueden transmitir dos o mas datos 
al mismo procesador. 

-t Si en la unidad de tiempo T1 se transmiten los datos Da y Db a los 
procesadores P, y Pi respectivamente y en la unidad de tiempo T2 
(posterior a T1) se transmite el dato Db al procesador P; entonces en 
esa misma unidad de tiempo se transmite el dato Da al procesador Pi. 
(Esta regia se refiere ala adquisicion justa de informacion .) 

Es clara que la matriz con columnas ? 1, .. , P,, renglones D 1 , .. , D, y 
colores 1. .... n es una matriz intercalada de tipo (r, s, n). ;,Cual es la minima 
cantidad n de unidades de tiempo necesarias para que todos los procesadores 
reciban todos los datos? 

Aplicaci6n a diseiio de experimentos 

Suponga que se dispone de r laboratorios (£ 1 , .. _, L,) y de s dias (1, .. - , s) 
para llevar a cabo una serie den experimentos (E1, .. _,En)- Las condiciones 
de experimentacion exigen lo siguiente: 

1. Cada laboratorio realiza s experimentos distintos , uno cada dia. 

2. El mismo dia nose puede realizar el mismo experimento en dos o mas 
laboratories distintos. 



3. Si el laboratorio L 4 realiza el experimento Ea el mismo dia que el 

laboratorio La realiza el experimento Eb y. otro dia . el laboratorio LA 

realiza el experimento Eb, entonces el laborator io La debe realizar el 

mismo dia el experimento E •. 

Se puede ,·er que la matriz con renglones Lt , .... L , columnas l. . . , s y 

colores Et , .. . , En es una matriz intercalada de tipo (r . s. n). ;_Sera posible 

llevar a cabo los n experimentos sujetos a las condiciones descritas? 

Aplicacion a comunicacion de computadoras 

Considere una red de r computadoras (Ct . .... Cr) conectadas de modo que 

cualquiera de elias puede transmitir mensajes a todas las de mas (en broadcast, 

es decir . todo mensaje t ransmitido lo reciben todas las computadoras). El 

mecanismo de comunicaci6n es tal que: 

l. Toda computadora debe transmitir un mensaje en cada una de s uni­

dades de tiempo (1, ... , s) . 

2. Todos los mensajes transmitidos en la misma unidad de tiempo son 

distintos. 

3. :\'inguna computadora t ransmi te el mismo mensaje dos o mas veces. 

Cada computadora puede decidir entre transmitir un mensaje nuevo o 

retransmitir un mensaje que haya recibido previamente. En el segundo caso, 

el sistema esta configurado de modo que ocurra lo siguiente: suponga que en 

la unidad de tiempo t2 la computadora B esta retransmitiendo el mensaje 

a , el cual fue transmitido (o retransmitido) previamente por la computadora 

A en la unidad de tiempo It (con tt < t 2 ) entonces, la computadora A 

esta obligada a retransmitir en la unidad de tiempo t 2 el mensaje que fue 

transmitido por Ben el instance tt. 
En el sistema descrito. ;.cual es el numero minimo n de mensajes distintos 

(.'v!t , ... . .\In) que podemos garant izar se transmitiran en las s unidades de 

tiempo? 
Se puede ver que la matriz con renglones Ct , . . . , Cr. columnas 1, ... , s y 

col ores Jft, ... , .\In es una matriz intercalada de tipo (r, s, n). 



2 Conjetura de Yuzvinsky ( caso diadico) 

En esta secci6n presentamos dos pruebas de Ia conjetu ra de Yuzvinsk~· para 
el caso donde las mat rices intercaladas son submat rices de Ia tabla de Cayley 
de l grupo d iad ico. 

La primera prueba fue dada par Yuzvinsky [Yuz]. La prueba es compli­
cada y en Ia , ·ersi6n publicada no estan demost rados a lgunos detalles. En 
es ta seccion damos pruebas elementales para todos elias . 

La segunda prueba se debe a Eliahou y Kervaire [EK2]. Esta prueba tiene 
un enfoque dist into y hace usa de las propiedades mult iplicat ivas del campo 
Fq con q = 2m en Iugar de las aditi ,·as del grupo D . 

2.1 Prueba de Yuzvinsky 

La prueba de Ia conj etura de Yuzvinsky esta basada principalmente en los 
lemas 2.10 a 2. 12. Para demostra r estos ultimos se requieren a lgunos resul­
tados intermedios (lemas 2.2 , 2.3, 2..!. 2.8 y 2.9) para los que se dan pruebas 
elementales . Para fac ilita r Ia lectura. se han incluido las demostrac iones de 
algunos resultados sencillos (lemas 2. L 2.5, 2.6 y 2. / ). 

Definicion 2 .1 Sean A , B. C conjuntos fini tos y <p : A x B-+ C. La funcion 
,; satisface La condici6n de intercalaci6n si: 

1. para toda a E A La funci6n <p lax a es inyectiva, 

2. para toda b E B La funci6n <p 1.-lxb es inyectiva, 

3 .,; (a, b) = ;; (c. d) => ;p (a , d) = ;p (c , b). 

Definicion 2.2 Denotaremos por D al grupo diadico , es decir, al grupo 
abeliano libre con un conjunto numerable de generadores de arden dos. De­
notaremos por EB a La operaci6n de este grupo. 

Conside ra remos que los elementos de D son los enteros no negativos (na­
tu ra les) y que a EBb es Ia suma diadica, es decir , el natural que se obtiene a l 
sumar mod 2 las com ponentes de las representaciones binarias de a y b. 

Los siguientes lemas son elementales : 



Lema 2.1 Sean .-1.. B , C subconjuntos finitos de D tales que .-1. EB B C C. 
Entonces Ia fun ci6n .,; : .-1. x B --+ C definida par Ia formula ,::(a, b) = a EB b 
con a E .·L b E B satisface Ia condici6n de intercalaci6n. 

Demostracion. Sean a. b. c. d "' D, entonces: 

1. a EB b = aEBc=>b = c 

a EBb aEBc => 
a EB (a 9 b) a EB (a e c) => 
(a EB a ) EBb (a EB a ) 9 c => 

OEBb O$c => 
b c. 

2. a EB b= c EBb => a = c se prueba de manera simi lar. 

3. a EBb = c EB d => a E±l d = c EB b 

a EBb 
(aEBb)EB(b EB d) 
(aEB(bEBb))EBd 

(aEBO) EBd 
aEBd 

cEBd => 
(c EB d) EB (dEB b) => 
(cEB(dEBd))EBb => 
(cEBO)EPb => 
c EBb . 

0 

D efinicion 2.3 La trip/eta (m, n, p) de enteros no negativos se dice pura si 
mn = 0 o si m , n :::; p y se cum pie Ia condici6n 

(~) = 0 (mod 2) 

para p - m < k < n. 

Lema 2 .2 Si (m , n , p) es pura entonces (n,m , p) es pura. 

Demostracion . Basta ver el caso mn -10. (m, n , p) es pura si y solo si 
m . n:::; p y 

(~) = 0 (mod 2) 



para p - m < k < n si y solo si m. n :::; p y 

(~) = 0 (mod 2) 

para p - I!< p - !.: < m si \'solo si m. n :'0 p y (hac ienda j = p - k) 

G) = C ~ J = (~) = 0 (mod 2) 

para p- n < j < m si y solo si (n. m. p) es pura. 0 

Lema 2.3 Si (m. n, p) es pum y u :::; m. v :::; n , w 2: p entonces (u , v, w) es 
pura. 

Demostracion. Haremos Ia prueba en dos partes. primero probaremos 
que con las condic iones del lema ( u. v. p) es pur a y luego que ( u , v . w) es pura. 
Para Ia primer parte basta ver que si p - u < k < v entonces p - m < k < n 
por lo que 

(~) = 0 (mod 2) 

asi que (u, v . p) es pur a . Para Ia segunda parte bast a pro bar que si (m, n , p) 
es pura entonces (m , n , p + 1) es pura y el resul tado se sigue par induccion 
en p. En efecto, to memos k tal que (p + 1) - m < k < n entonces claramente 
se cumple que p - rn < k < n y p - m < k - 1 < n por lo que 

y entonces (m, n, p + 1) tambien es pura. 0 

Lema 2 .4 (m,n , p) es pura si y solo si (2m, 2n, 2p) es pura. 

Demostracion. Consideremos las ident idades 

( 
2p ) = 2 ) ( p) ( p ) 

2j + 1 ~ i j - i 

10 



( ~) Sea k t al que 2p - 2m < k < 2n . Es claro que si k es impar entonces 
e:) es par. ademas. cuando k es par entonces se cumple que 

C:) = c~2) 
2 

(mod 2) = o (mod 2) 

ya que (m , n . p) es pura ,. p - m < k/ 2 < n. por lo tanto (2m. 2n. 2p) es pura . 
( ¢ ) Sea!.: ta l que p - m < k < n . \"otemos aha ra que 

(n 2 

= G~) (mod 2) = o (mod 2) 

ya que 2p - 2m < 2k < 2n. Esto implica que 

(~) = 0 (mod 2) 

y por lo tanto ( m, n, p) es pur a 0 

D efinicion 2.4 Sean un natural. Denotaremos con l(n) al entero t tal que 
2' ::; n < 21+ 1

. Para toda t 2 l(n) denotaremos por n 1n 1_ 1 .•• n 1no a Ia 
expansion binaria de n, es decir: 

t 

n = :L: n;2' 
l=O 

con n; E {0, 1} para 0 ::; i ::; t. Si m, n son naturales entonces diremos para 
toda i 2 0 que m; y n; son bi ts comunes de m y n. 

D efinicion 2.5 Diremos que los naturales m y n son complementa rios si no 
tienen bits comunes iguales a 1 ( es decir, si m; = 1 ~ n; = 0 o, equivalente­
mente , si m+n = mEBn) , si ademcis existe unnatural t tal que m+n = 2' - 1 
diremos que m y n son suplementa rios . Diremos que m es una suma parcial 
de n si m y n - m son complementarios (es decir, si m; = 1 ~ n; = 1), 
denotaremos esto por m <J n. 

11 



D e fi nicion 2.6 Para todo natural n < 21+ 1 el peso II n il den estti dado por 

I 

ll nii = L::: n,. 
t=O 

Lem a 2.5 Para cualesquiem naturales a y b se cumple La des igualdad 

llall + llbll 2: ila + bll 
con igualdad si y solo si a y b son complementarios . 

D e m ostrac i6 n. Sea c = a + b. Lo que se desea probar es que 
n n n+l 

L a,+ L b; 2: L::: c, . 
t = O 1=0 t= O 

Hagamos Ia prueba por induccicin en rt. Para n = 0 es cierto. lo que se puede 
,·er de Ia sigu ieme tabla: 

co ao + bo c, +co 

0 ~ I ~ 
0 0 
1 1 

0 0 0 

.-\hora supongamos que para n ~ k se cumple Ia desigualdad. Entonces. 
para n = k + 1 tenemos que: 

k+l k+l k k k+2 

L a; + L b; 2: ak+t + bk+t + c' + L c; 2: Ck+2 + Ck+ l + L C; = L c, 
t=O i = O t=O t=O i =O 

donde c' es el acarreo de Ia suma de los primeros k bits de a y by Ia segunda 
desigualdad se puede wr que es cierta de Ia siguiente tabla: 

0 0 0 0 0 
0 

12 



Entonces la desigualdad es cierta tambien para n = k + 1. De la prueba es 
facil ,·er que la igualdad se cumple si y solo si a y b son complementarios. 0 

Lema 2.6 El maximo entero k tal que 2klm! esta dado por 

l(m) 

k=I:[?.J =m-llmll-
i=l 

Demostraci6n. La cantidad de numeros::; my divisibles por 2 es [m/2], 
por-i es [m/4], . ... por 2; es [m/ 2i], etc. Ahara. supongamos que 1 ::; j ::; m 
es divisib le por 2; entonces j es uno de los numeros divisibles por 2, 4 .... , 2' 
por lo que j se canto exactamente i veces en la suma anterior , por lo tanto, 
esa suma coincide con el entero k. Sean= l(m) , entonces: 

t [?.] = ttmi+J21 
i=l i=l j=O 

n i- 1 n 

LLm;21 = 2::m;(2i -1) 
i=O j =O i=O 

n n 

2::m;2i- I:m; =m-llmll· 
i:;;;;O i=O 

Como k depende de m, la denotaremos por k(m) . 

Lema 2. 7 Sean r ::; s , entonces 

(;) = 1 (mod 2) 

si y solo sir es suma parcial de s. 

Demostraci6n. Hagamos s = r + t. Sabemos que 

(;) = 1 (mod 2) <* k(s) = k(r) + k(s- r) 
<* k(r + t) = k(r) + k(t) 
<* r + t - llr + til = r - llrll + t - lit II 
<* llr +til = llrll + II til 

0 

igualdad que se cumple si y solo si r y t son complementarios si y solo si r 
es suma parcial de s. 0 

13 



Lema 2.8 Si (m. n. p) es pura y t es un entero positivo tal quem, n , p :::; 21 

entonces (m. 21 - p , 21 - n) es pura. 

Demostracion. Sean s = 2' - n y z = n - 1. Supongamos por el 
contrario que p < 2' y que existe un entero r tal que p - n < r < m y 

(;) = 1 (mod 2). 

Por el lema anterior, esto quiere decir que s, = 0 => r ; = 0. Ahora notemos 
que s y z son suplementarios y por lo tanto z, = 1 <=} s; = 0 de donde 
z , = 1 => r ; = 0 . . -\hora considere al natural w = z + r, es claro que r es 
suma parcial de w de donde 

(~) = 1 (mod 2) 

pero por ellema 2.3 esto implica que r + n - 1 = w < p y entonces r :::; p- n 
lo cual es una contradicci6n. 0 

Lema 2.9 Si (m , n , p) y (m , u,v) son puras entonces (m , n + u,p + v) es 
pura. 

Demostracion. Considere Ia identidad 

Sabemos que para toda k tal que p - n < k < m se cumple que 

(~) = 0 (mod 2) 

y que para toda k tal que v - u < k < m se cumple que 

(n = o (mod 2) 

entonces los prim eros k- u + u y los ultimos k- p + n terminos de Ia anterior 
suma son pares y como en Ia suma hay k + 1 terminos, esta sera par si 
(k - v + u) + (k- p + n ) ~ k + 1, o sea cuando (p + v) - (n + u) < k < m 
que equivale a decir que (m, n + u , p + v) es pura. 0 
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Lema 2.10 Si (m. n , p) es pura y k , t son enteros positivos tales que 2'- 1 < 
m ::; 2' , n = k2' + u y p = k2' + v donde 0 ::; u , v < 2' entonces ( m , u , v ) es 
pura. 

Demostracion. Es suficiente considerar el caso cuando u > 0. Primero 
probemos que m ::; v. Si m > v , ya que v es una suma parcial de p y 
v > p- n = v - u , entonces tendriamos una contradicci6n a que (m , n , p) sea 
pura. Supongamos ahora que existe un entero x tal que v -u = p-n < x < m 
y (~) = 1 (mod 2). De esto es claro que (~) = 1 (mod 2), sin embargo esto 
contradice otra vez que (m , n,p) sea pura. 0 

Definicion 2. 7 Sean n , r dos naturales tales que r ::; l(n) entonces 

n(r) = L n;2', 
i=O 

ii(r) = n- n(r). Sis< r entonces n(r,s) = ii(s)- ii(r). Finalmente , si 
.4. C {s, s + 1, ... , r- 1} y para toda i EAse cumple que n; = 1 entonces 

n(r, s , A) = L n;2'. 
iE{s, ... ,r-1} \A 

Definicion 2.8 Sean 0 < x < n dos naturales, entonces 

U(n , x) = min{y E Nly > x , y <l n} 

D(n, x) = max{y E Nly < x, y <l n}. 

Lema 2.11 Sean a, b, c, d numeros naturales tales que r ::; l(a), a, = 1, 
b <J a(r), c + d < a(r) +b. Entonces U(a , c)+ U(a, d) ::; 2' +b. 

Demostracion. Por inducci6n en llbll· Supongamos que llbll = 0, es 
decir b = 0 y c + d < a(r). Seas el mayor natural tal que c(s) 2: a(s) y sean 

.6. {ils+1:S i<r,a; =1 , c;=O}, 

c5 {ils::; i < r,a; = 1,c; = 1}. 
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Entonces C(a , c) = a(r.s + l..::S..) + 2' , d < a(r)- c ~ a(r , s,J) y U(a,d) ~ 
a(r, s , 6). Por lo tanto 

U(a , c) + U(a , d) ~ a(r.s + 1,.::S..) + 2' +a(r, s , J) = a(r,s) +2' ~ 2'. 

Ahora supongamos que llbll > 0 y que el lema es verdadero para todos los 
naturales con peso menor que llbll. Sean C = U(a, c) y D = U(a, d) y 
supongamos por el contrario que C + D > 2' + b. Entonces tenemos tres 
casos: 

l. C (o D) es igual a 2' y por lo tanto D >b. Entonces c 2': D(a, C) = a" 
d 2': D(a, D) 2': b de donde c + d 2': a(r) +b. 

2. C (o D) es mayor a 2'. Ya que a, = 1 tenemos que c 2': D(a, C) 2': 
2'. Sean d = c- 2' y s = l(b) y notemos que U(a, c') = C- 2' y 
U(a, c') + U(a, d) > 2' + b(s). Como llb(s)ll < llbll, por la hip6tesis de 
inducci6n c( 1) + d 2': a(s) + b(s) y finalmente c + d 2': 2' + a(s) + b(s) = 
2'- 2' +a(s ) +b 2': a(r) +b. 

3. C y D son menores a 2'. Sea t = max{iiC; = D; = 1}. Ya que 
C + D > 2' se cumple que C(t) + D(t) = 2'. Si C(t) (o D(t)) = 0 
entonces c 2': D(a, C) = C(t) - 21 + a(t), d 2': D(a, D) 2': D(t) + b 
y c + d 2': 2' - 2' + a(t) + b 2': a(r) +b. Si C(t)D(t) f. 0 entonces 
hagamos c' = c - C(t) y d' = d- D(t) y notemos que U(a, c') = C(t) , 
U(a , d') = D(t) y U(a, c') + U(a, d') > b = 2' + b(s). Usando inducci6n 
obtenemos nuevamente que c(1) + d(l) 2': a(s) + b(s). A partir de esto 
continuamos como en el caso anterior. 

En los tres casos obtenemos una contradicci6n. 0 

Lema 2.12 Si (m,n,p), (u,v,p), (m,v , w) , (u,n,w) sonpuras entonces (m+ 
u,n+v , p+w) es pura. 

Demostraci6n. Sin perdida de generalidad podemos suponer quem :::; u 
y que n ~ v. Considere los siguientes casos: 

l. p ~ w . Como (u, v,p) es pura, por ellema 2.4 tenemos que (2u, 2v , 2p) 
es pura y por ellema 2.3 se tiene que (m + u, n + v, p + w) es pura. 
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2. m = u. Sea q = min(p. w) entonces (m, v. q) es pura. por el lema 2.-l 

(2m, 2v , 2q) es pura y por el lema 2.3 (m + u. n + u. p + w) es pura. 

3. n = v. ldentico al caso anter ior. 

Entonces el unico caso que falta probar es cuando p > w , m < u y n < u. 

Sean a = m + u, b = n + v, c = p + w y suponga que existe x tal que 

c - b < x < a y x <J c. \ 'e remos que esto nos lleva a una contradicci6n. Sean 

l = l(x ) y r , s dos na turales tales que r <J p, s <J w y r + s = x . Separemos en 

dos casos: 

l. p(l) + w(l) < 2'- En este caso p( l ) - w( l ) + p(l ) - w( l ) = p - w ::; 

p- u = (c - w) - (b- n) = (c - b) - (w - n) < c - b < x < 21+ 1 de 

donde p(l) - w(l) < 21+ 1 - p(l) + w( l) < 21+ 1 + p(l) + w(l) < 21+ 1 + 21
, 

de donde p(l) - w( l ) = 21 y p - w = 21 + p(l) - w(l). 

Supongamos primero que p1 = r1 = 1 y w- n 2:: w(l). En este caso 

p - u = (c - b) - (w - n) < x - w( l) = r + s - w(l) 2:: r y w - v = 

(p- v) - (p- w) < (x - w(l)) - (21 + p(l ) - w(l)) = x- 21 - p(l) = 

x( l) - p(l) = r( l) + s( l) - p(l) 2:: s( l) = s. Ya que m + u > x = r + s, 

entonces se debe cumplir alguna de u > r 6 m > s , contradiciendo Ia 

pureza de ( u, v , p) 6 ( m , v, w), respectivamente . 

. -\hora supongamos que w1 = s1 = 1 o que w - n < w( l) . Como 

(w - v)+(w - n) = (c -b)-(p - w) < x - (p -w) = x( l ) + w(l) -p(l) 2:: 
w( l ) + s( l) entonces se cumplen las condiciones del lema 2.11 para 

(a , b, c, d, r) = (w, s(l), w- v , w - n, l). Usando ese lema y que (m, v, w) 

y (u , n , w) son puras llegamos a quem+ u::; 21 + s( l) ::; 21 + x(l) = x 

contradiciendo Ia elecci6n de x. 

2. p(l) + w( l) 2:: 21• En este caso p1 = w1. Como p(l) + w(l) > x y 

p- w < x entonces p(l) + w(l) > p- w = p(l) + p(l) - w(l) - w(l) 

de donde p(l ) - w( l) < 2w(l) ::; 21+I Esto implica que p(l) = w(l) y 

que p- w = p(l)- w( l ). Sea k = max{ i E N li < l , p; = w; = 1} y 

pongamos las condiciones adicionales p(l , k) <J r y w(l, k) <J s sabre r , s. 

Considere primero el caso k < l- 1, entonces w( l) < 21
-

1 y u > x/ 2 2:: 
21- 1 > w(l) . Como (u, n. w) es pura se cumple que w- n 2:: w(l) y por 

lo tanto w - v < x - w(l) ::; r y w - n < x - p( l ) ::; s y Ia prueba 

termina como en Ia primera parte del caso anterior. 
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.-\hora suponga que k = l - 1. Si m :::; 2k entonces u > x - 2k ?: 
ma.x{r, s} y ya que es cierta alguna de p- u < r 6 w- n < s, esto 
contradice la pureza de (u,v , p) 6 (u,n,w) , respectivamente. Por lo 
tanto m > 2k y como (m, v, w) es pura se cumple que w- n?: 2k. 

Hagamos inducci6n en llxlf . Si llxll = 1 (es decir, six = 21) entonces 
(p- v) + (w - n) < 21, w- v < 2k y tenemos una contradicci6n. 
Ahora suponga que llx ll > 1 y que el enunciado es verdadero para 
todos los ntimeros de peso menor. Sean m' = m- 2k , p' = p- 2k, u' = 
u-2k , w' = w -2k, x' = x-21

• Es facil verificar que (m' , n , p'), (u', v,p') , 
(m'. v , w') y (u', n , w') son puras. Por otro !ado x' <1 c' = p' + w', 
d-b < x' <a' = m' + u' y llx'l l < llxll- Por la hip6tesis de inducci6n 
tenemos una contradicci6n. 

Esto termina la prueba. 0 

En este momento estamos listos para demostrar la conjetura de Yuzvinsky 
en el caso diadico. 

Teorema 2.1 Las siguientes dos condiciones son equivalentes: 

1. (m,n , p) espura, 

2. existen subconjuntos finitos A, B , C c V de cardinalidades m, n, p tales 
que A E9 B C C. 

Demostracion. 
( ~) Por inducci6n en p. Para p = 1 el enunciado es obvio. Supongamos 

que el enunciado es verdadero para todas las tern as ( m', n', p') con p' < p 
y sean A , B , C C V tales que A E9 B C C. Podemos suponer que 0 E 
A.B,C. Denotemos por {d1, d2, . .. } al conjunto de generadores de V y 
por Vk al subgrupo de V generado por {d1 , d2 , ... , dk}. Finalmente, sea 
q = min{kiA, B , C c Vk}. Ahora sean 

At = An Vq-1 , B1 = B n Vq-1 , Ct = C n Vq-1 
A2 = A \ At B2 = B \ Bt C2 = C \ Ct 

y denotemos a las cardinalidades de A; , B; , C; (i = 1, 2) por m;, n;, p;, respec­
tivamente. Como Vq- l es un subgrupo de indice 2 en Vq tenemos que 

.4. 1 E9 Bt c Ct , A2 E9 B2 c Ct 
At E9 B2 c C2 , A2 E9 Bt c C2 
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Como 0 E C y PI , P2 < p, por Ia hipotesis de induccion sabemos que 
(mJ , nJ , pJ) , (mz , nz,pJ), (m 1 , nz , pz}, (mz, n1,p2 ) son puras. Por ellema 2.12 
tambien (m, n , p) es pura. 

( =*') Por induccion en m. Si m = 1 el enunciado es obvio. Supongamos 
quem> 1 y que para toda (m' , n' , p') con m' < m (con m', n' , p' ::; 2'} existen 
conjuntos A' , B'. C' de cardinalidades m' , n' , p' en V tales que A' EBB' c C'. 
Sea (m, n , p) pura y tel entero tal que 2'- 1 < m::; 2'. 

1. Supongamos que n , p < 2' y sean a = 2'- p,b = m,c = 2'- n. 
Por el lema 2.8 se tiene que (a. b, c) es pura y como a ::; 2'- 1 < m 
existen subconjuntos A" , B" , C" de cardinalidades a, b, c en V, tales 
que A" EB B" c C" . Entonces, los conjuntos A= B" , B = V, \ C" , C = 
D, \ A" satisfacen el enunciado y estan en D,. 

2. Ahora suponga que existen enteros no negativos k , l tales que n = 
k2' + n' , p = 12' + p' con 0 ::; n' , p' < 2'. Suponga que l > k y 
sean A , B' subconjuntos de D, de cardinalidades m, n' y a 1 , ... , ak+I 
elementos de D, donde 2'- 1 < k + 1 ::; 2'. Representemos Dt+s como 
Ia suma directa D, EB D, y pongamos 

k 

B = (B' EB ak+I) U(D, EB a;) 

La cardinalidad deB es n. Identificando aD, con el subgrupo D,EBO de 
Dt+s obtenemos el conjunto C' = A EB B de tamaiio menor a (k+1)2' en 
Dt+s· Si u es el entero tal que 2u-I < l+ 1 ::; 2u sip' > 0 y 2"- 1 < l ::; 2u 
si p' = 0 y C es un conjunto de cardinalidad p tal que C' C C C Dt+u 
entonces obtenemos los conjuntos A. B , C que necesitabamos. 

3. Finalmente, seal = k. Por el lema 2.11 se sabe que (m,n',p') es 
pura y, como se probo en el primer caso, existen conjuntos A, B' , C' 
de cardinalidades m, n', p' en D, tales que A EB B' C C'. La prueba 
continua como en el caso anterior. D 
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2.2 Prueba de Eliahou y Kervaire 

Sea F un campo y f un polinomio no nulo de una variable con coeficientes 
en F. El siguiente hecho es bien conocido: 

Lema 2.13 Si A c F , IAI = r y f(a) = 0 para toda a E A , entonces 
grado(f) 2: r. 

En 1992 :\1. Alon y :\1. Tarsi generalizaron este resultado [AT], y posterior­
mente S. Eliahou y M. Kervaire [EK1] hicieron reformulaciones equivalentes 
de la generalizaci6n. La forma dada por Eliahou y Kervaire es: 

Teorema 2.2 Sean f un polinomio en el anillo F[xt. . .. , Xn ) y At. . .. , An 
subconjuntos de F tales que lAd= r 1, . . . , I Ani= Tn y f(A, X· · · x An) = 0, 
entonces top (f) estd en el ideal (x~' , .. . , x~·) , donde top (f) es Ia componente 
homogenea de f de grado maximo. 

Demostraci6n. Por inducci6n en n. Para n = 1 se reduce al teorema 
anterior. Sea n > 1 y suponga que el resultado es cierto para n - 1. Sea 
f E F[x1, .. , xn) · Podemos clasificar los monomios de top(!) en dos grupos: 

• v,, . . , v1 E (x~·) C (x~', .. . , x~") . 

Como los segundos ya est an en ( x~' , . . , x~") , basta ver que { u 1, . . . , uk} C 

( x~' , . . . , x~'::i ), para lo cual podemos suponer que l = 0. Consideremos 

g(xn) = IJ (xn -a) = x~" - h(xn) 
aEAn 

donde grado(h) < Tn, entonces podemos reemplazar cada aparici6n en f de 
x~· con h(xn) y esto no afecta el hecho de que f(A, x · · · x An) = 0. Ahora, 
el nuevo top (f) = { u 1, ... , uk} rt (x~·). 

Ahora escribamos f como un polinomio en Xn 

con d < Tn. 

20 



Sea a E .-1. 1 x · · · x A._ 1 y escribamos 

J.(xn) = fo(a ) + / 1(a)x. + · · · + /d(a)x~ E F [x.]. 

Es clara que J.(A.) = 0 de donde J.(xn) es identicamente cera. pues 
tiene a! menos r. raices. Entonces, /;(a) = 0 para 1 ::; i ::; d de donde 
j,(.-!1 x · · · x An-d = 0 y finalmente top(!;) E (x;• , . . , x~"...-i) para toda i. 
Entonces 

top {f) = top(top{fo) + top{fl)x. + · · · + top(fd)x~) E (x;•, . . , x~"_-i) . 

(Este teorema es conocido como el lema de Alan-Tarsi .) 0 

Ahara podemos dar una segunda prueba de Ia Conjetura de Yuzvinsky en 
el caso diadico. Recordemos que Ia funcion de Pfister ros esta definida como 
el minima natural n tal que (x + y)" esta en el ideal generado par (xr, y') en 
el anillo de polinomios F2[x, y]. 

El siguiente teorema se demuestra en [EK2]: 

Teorema 2.3 Sea V un espacio vectorial sobre F2 . Sean A , B C V subcon­
juntos de cardinalidades r, s respectivamente. Entonces lA $ Bl :0:: r o s. 

Demostracion. Podemos suponer que V es el campo F9 con q = 2m 
para algun entero positivo m . Sea C = .4 $ B . Sea 

f(x , y) =IT (x + y - c) 
cEC 

en el anillo de polinomios F9 [x , y] (recordemos que+ y - coinciden con$). 
Evidentemente, f(A x B )= 0. 

Notemos que top(!)= (x + y) ICJ. Par ellema de Alan-Tarsi , esto implica 
que (x + y) ICI E (xr, y') en F9 [x , y]. Entonces tambien se cum pie que (x + 
y) ICI E (xr , y') en F2[x, y], ya que todos los coeficientes de (x + y)ICI estan en 
F2. Par lo tanto, ICI :;::: r o s, par Ia definicion de r o s. 0 
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3 Matrices intercaladas y variedades 

Sea F un campo finito. Cn conjunto es una variedad algebraica en F" si es el 
conjunto de ceros de algun polinomio en el anillo F [x 1 , •..• xn]· ~lostraremos 
que el conjunto de las matrices no intercaladas de tipo (r. s, n) es una variedad 
algebraica exhibiendo un polinomio Prs tal que Prs(A) = 0 si y solo si A no 
es intercalada. 

Sea X;j una variable correspondiente a Ia coordenada (i, j) de Ia matriz A 
de orden r x s. Sea q = pm una potencia de un primo p (q 2: rs) y considere 
los siguientes polinomios en Fq , ei campo con q elementos. 

R;(X) 

Q~(X) 

II (Xij - X;k) 

lSJ <kSs 

II (Xij - Xkj) 

l::Si<kSr 

donde H(x) = 1- z4>(q) 

El teorema de Euler asegura que H(x- y) = 1 si y solo si x = y. Es 
decir , c5(x, y) = H(x- y) es Ia funcion caracteristica sobre Fq. 

Ahora considere el polinomio 

r ! l<i<k<r 

Prs(X) =II R ; II cj -II- Q~ 
i=l j=l tSJ<l:S" 

Teorema 3.1 Sea A una matriz de orden r x s con co/ores en Fq, entonces 
Pr.(A) = 0 si y solo si A no es interca/ada. 

Demostracion. Suponga que en A se cum pie que a;i = a;k para algunas 
i,j, k entonces R;(A) = 0 y por lo tanto Prs(A) = 0. Suponga que en A se 
cum pie que a ;J = aki para algunas i, j, k entonces Cj(A) = 0 y por lo tanto 
Pr.(A) = 0. La ultima forma en que A puede ser no intercalada es cuando 
Ia submatriz 2 x 2 formada con las columnas i, k y los renglones j, l tenga 3 
colores como sigue: 
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(los otros casos quedan cubiertos por los dos anteriores). Entonces Q~(.-1.) = 

H (a - a) H (c - b)+ (a - a)(c - b)= 0 y por lo tanto P,,(A.) = 0. 

Si A fuera intercalada entonces R ;( .-1. ) f. 0, C1 (.-J. ) f. 0 para toda i,j. 

:\.demas , toda submatriz 2 x 2 tiene alguna de las formas: 

0 

En el primero de los casos tenemos: 

Q~1 (.-1. ) = H (a- d) H (c - b)+ (a - d)(c- b)= (a- d)(c- b) f. 0 

y en el segundo caso: 

Q~ (A.) = H (a - a) H (b - b) + (a- a)(b - b) = 1 f. 0. 

Por lo tanto Prs(A) f. 0. 0 

:'olote que el grado de Prs(A) es 

El siguiente lema es una observaci6n propuesta en [Sar]. Lo usaremos 

para disminuir el grado de P.,. 

Lema 3.1 Para toda u, v se cumple que H (u)H(v) + uv = 0 si y solo si 

H (u) + H (v) = 1. 

Demostraci6n. Recordemos que H (O) = 1 y que H(x) = 0 para x f. 0. 

(<= )Sin perdida de generalidad, H (u) = 1 y H (v) = 0 de donde u = 0 y 

H (u) H (v) + uv = 1 · 0 + 0 · v = 0. 
(=> ) Si acaso H (u) = H (v) = 1 entonces u = v = 0 y 

H (u) H (v) + uv = 1 · 1 + 0 · 0 = 1 
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que es imposible. Por lo tanto algu na de elias. digamos H (u) , es igual a 0. 
De aqui u u = 0. v = 0 y H (v ) = 1. Finalmente H (u ) + H (v ) = 0 + 1 = 1. 0 

Sea 
0:/t(X) = H (x,1 - xkll + H \Xii - Xkj) - 1 

entonces es claro que 0~~ ( .\) = 0 si y solo si Q;!t(X) = 0. 

Lema 3.2 La submatriz 2 x 2 de /a matriz pseudolatina A formada por las 
co/umnas i , k y los renglones j, l tiene una cantidad de co/ores distintos de· 
terminada par e/ valor de 0:/t(A) de fa siguiente manera: 

0:/t(..J.) 
1 

0 
.J 

co/ores 
2 
3 
4 

Demostracion. Sean h = 0:/t (A) y a, b, c, d los col ores de Ia su bmatriz 
mencionada. 

• Si a, b, c, d son todas dist intas entonces h = H (a - c) + H (b - d) - 1 = 
0+0-1=-1. 

• Si a = c y b = d entonces h = H (a - a)+ H (b - b) - 1 = 1 + 1- 1 = 1. 

• Finalmente, si a = c pero b i= d tenemos que h = H (a - a)+ H (b-
~ -1=1+0-1= ~ 0 

.-\hora considere el polinomio 

r s l<i<k<r 

Nrs(X) = IT R ; IT Cj -IT- 0~ 
t= l ;=1 1$;j<l$;s 

Teorema 3 .2 Sea ..J. una m atriz de arden r x s con co/ores en Fq, entonces 

N,( A ) = 0 si y solo si A noes intercalada. Es mcis, f1: ~~~7~; 0~ es (- 1)1 

si A es interca/ada y tiene t submatrices 2 x 2 con cuatro co/ores. 

Demostracion. Inmediata de los lemas anteriores. 0 
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:\ote que el grado deN,. es 

~rs ( 2r + 2s --! + (q- 1)(r - 1)(s - 1)) ~ ~ r3 s3 . -1 q 

.-\hora podemos reformular la conjetura de Yuzvinsky. Sea 

B" = B X ... X B 
rs \'eces 

Conjetura 3.1 Sea Fq un campo finito de cardinalidad q 2:: r o s - 1 y sea 
B <; Fq tal que IB I = r o s - 1, entonces ;V,.(X) = 0 para toda X E Brs. 

En particular. si la card inalidad del campo es q = r o s - 1. entonces 
B = Fq y N,.( .\ ) es identicamente cero. 
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4 Matrices intercaladas diadicas y no diadi­
cas 

Recordemos que una matriz intercalada es diadica si v solo si es una submat riz 
de Ia tabla de Cayley de l grupo diadico. En esta secc,ion mostraremos algunas 
condiciones que nos garantizan que una matriz intercalada de tipo (r. s. n) 
es diadica. 

Posteriormente mostraremos algunas propiedades de las matrices inter­
caladas no diadicas de arden 4 x s. 

4.1 Matrices intercaladas diadicas 

El siguiente resultado se puede encontrar en [Yiul ]: 

Lema 4.1 Sea A una matriz intercalada de tipo (n, n , n) entonces n es una 
potencia de 2. 

Demostracion. Sean P, Q dos matrices intercaladas de tipos (a. b. c) y 
(u , v , w). Considere Ia matriz M = P 0 Q definida por /II;J = (Pi'J' • Q;"J") 
don de i = i'u + i" , j = j'v + j" y 0 :5 i" < u, 0 :5 j" < v. Es facil ver que M 
es intercalada y se le llama el producto tensorial de P y Q. 

Recordemos que V 1 es Ia unica matriz intercalada de tipo (2, 2, 2) , es mas, 
Vk = V1 0 · · · ® V 1 (k veces) son matrices intercaladas de tipo (2\ 2k, 2k). 
\'eamos que son las unicas de ese tipo. 

En una matriz intercalada de tipo (r, s , n) llamaremos a un color completo 
si aparece min(r, s) veces. Si r = s entonces ese color aparece en todos los 
renglones y columnas (diagonalmente completo). Ademas, porIa propiedad 
de intercalacion , Ia matriz es simetrica. ~o es dificil ver que si una matriz 
JI de tipo (r , r , n) tiene dos colores diagonalmente completos entonces .U es 
equivalente a! producto tensorial M'®V 1 donde M' es de tipo (r', r', n'), r = 
2r'. n = 2n'. Si tenemos una matriz .\I de tipo (n, n , n) todos sus colores son 
diagonalmente completos . . -\plicando repetidamente Ia observacion anterior 
concluimos que n = 2k para alguna k ?: 0. 0 

A continuacion demostraremos algunos resultados similares: 

Lema 4.2 Sea A una matriz intercalada de tipo (n - 1, n, n) entonces n es 
una potencia de 2. 
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Demostracion. La frecuencia promedio de apar icion de los n colores es 
f = n(n - 1)/ n = n - 1. Si algun color apareciera menos den- 1 veces. 
entonces algun otro debeni aparecer al menos n Yeces (principia de casillas) 
que es imposible pues solo hay n - 1 renglones. Entonces todos los colores 
aparecen exactamente n - 1 ,·eces y cada uno de elias no aparece en alguna 
columna. .-\gregue un renglon a A y en cada coordenada de ese renglon 
ponga el color que no aparece en cada columna. Esta nueva matriz B es de 
t ipo (n , n , n). Suponga que B no es intercalada. entonces considere las dos 
columnas .\ y Y donde se Yiola la intercalacion. Sean x y y los colores que 
aparecen en el ultimo renglon de B en las columnas X y Y respectivamente . 
. -\hora x aparece en la columna }' de A y y aparece en la columna X de A 
pero no aparecen en el mismo renglon. Sea c el color que est<i en la columna 
.\ en el mismo renglon que x en la columna Y. Como c # y entonces c esta 
en la columna Y de .-1. y par lo tanto debe formar intercalacion con x (pues 
.-1. es intercalada) pero esto es imposible pues sabemos que x no esta en X. 
Par lo tanto B es intercalada y par ellema 4.1 n = 2' para algun t. 0 

Lema 4.3 Sea A una matriz intercalada de tipo (n - 1, n - 1, n) entonces n 
es una potencia de 2. 

Demostracion. La frecuencia promedio de aparicion de los n colores 
es f = (n - 1)2 /n > n - 2. par Ia tanto existe al menos un color a con 
frecuencia n - 1, el cual podemos suponer que se encuentra en la diagonal 
principal de A. Como hay n colores. en cada renglon falta exactamente un 
color y ese color no es a. Sea B la matriz que se obt iene de A al aumentarle 
una columna y colocar en cada coordenada de esa columna el color que falta 
en el renglon. Demostraremos que B es intercalada. Supongamos que no lo 
es, entonces debe ocurrir alguno de los siguientes casas: 

1. a lgun color r se repite en la ultima columna deB , o 

2. existe alguna submatriz 2 x 2 con tres colores. 

En el primer caso, podemos suponer que r esta al menos en los ultimos dos 
renglones de B , t iene frecuencia :'0: n - 3 en A y entonces existe otro color 
b con frecuencia n - 1. .-\hora. los ultimos dos renglones de A forman una 
submat riz de tipo (2, n - 1. n - 1) de donde n es impar y esa submatriz es 
de Ia forma 

a 
1 0 3 b a 
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L"sando que A es intercalada ~-que b forma (n - 1)/2 intercalaciones con 
a. nuestra matriz A debe ser de Ia forma 

a b .r 
b a 

a b 
b a 

0 1 2 -3 
1 0 3 2 

a b u v 
a v u 

u v a b 
b a 

.-\hora, r aparece en a lgun rengl6n de .-1. y podemos suponer que aparece 
en Ia posicion marcada con una x en Ia matriz anterior. Esto obliga a que 
ahora .-1. se vea como 

a b r u 
a u r 

r u a 
u r b a 

0 1 2 3 
1 0 3 2 

a b 
a v u 

u v a 
v u b a 

donde el color u no esta en {0, 1, 2. 3, a, b, r}, pero esta matriz ya noes inter­
calada (mire las casillas con color 3 de los renglones superior e inferior y las 
submatrices 2 x 2 que las contienen ). Por lo tanto , el color r nose repite en 
Ia ultima columna de B . 

Un analisis similar a! del lema -t2 demuestra que el segundo caso tam poco 
es posible, por lo tanto B es intercalada de tipo (n - 1, n, n) y por el lema 
-t2 se tiene que n es potencia de 2. 0 

Evidentemente las matrices de tipo (n , n , n) son diadicas. Hemos visto 
que las unicas matrices de tipos (n -1 , n, n) y (n -1 , n -1 , n) son submatrices 
de las primeras. por lo tanto tambien son diadicas. 

Tambien podemos deducir los siguientes resultados: 
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Corolario 4 .1 Si ninguna de n y n - 1 son potencias de 2 entonces 

.V(n . n) 2: .V(n- 1. n - 1) 2: n + 1. 

Corolario 4.2 Sean a . b naturales tales que 2<-t < 2' - 2 :5 a. b :5 2' , 
entonces .\'(a. b) = 2'. 

Corolario 4.3 Sea a tal que 2<-t < 2'- 2 :5 a :5 2' , entonces para toda b 
tal que 2' - a+ 1 :5 b :5 2' se cumple que .V(a, b) = 2'. 

Sea R un subconjunto de 1) y sea G(R) el subgrupo de 1) generado por 
R. Denotemos por E(R) al subconjunto de G(R) de aquellos elementos que 
son suma de un nt.imero par de elementos de R. Denotemos por (R) a Ia 
matriz diadica que tiene como generadores a R en las columnas y a E (R ) en 
los renglones. 

Cna matriz intercalada A esta incluida por columnas en ot ra matriz in­
tercalada B si A es isot6pica por columnas (es decir. no se permite hacer 
permutaciones de renglones) a una submatriz de B. Una matriz intercalada 
es conexa si para cualquier particion de sus columnas en dos conjuntos X 
y Y existe al menos un color que se encuentra en ambos conjuntos. Una 
componente conexa de A es una submatriz conexa formada con columnas de 
A tal que no se le puede agregar ninguna otra columna de A y seguir siendo 
conexa. Cna matriz intercalada es homogenea si existe un subconjunto R de 
TJ tal que cada componente conexa de.\! esta incluida por columnas en (R). 

En [CG:-- !1 ] se demuestra que: 

Teorema 4.1 Sea :II una matriz intercalada. Entonces M es diddica si y 
solo si es homogenea. 

Csaremos este criteria para demostrar que toda matriz intercalada de 
a rden r x s con r :5 3 es diadica. 

Teorema 4 .2 Si .-1. es una matriz intercalada de arden r x s con r ::; 3 
entonces A es diddica. 

Demostraci6n. Sea r = 3, y a uno de los colores de A. Este color define 
una componente conexa de A que es isot<ipica por columnas a una submatriz 
de 
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Ia cual esui incluida en D. Por lo tanto . ..1. es homogenea y se sigue que es 
diadica. Como cualquier matriz intercalada de orden 1 x s 6 2 x s se puede 
extender a una matriz intercalada de orden 3 x s (agregando renglones con 
colores nue,·os ), hemos terminado. 0 

Gna busqueda por computadora mostro que: 

Teorema 4.3 Si .-1. es una matriz intercalada de tipo (r , s , r o s) con r . .s :::; 8 
entonces .-1. es diadica . 

...\.mbos resultados son los mejores posibles debido a Ia existencia de una 
matriz intercalada no diadica de tipo ( 4, 9 , 4 o 9) .. -\demas. si { r , s} = { 5. 9} 
6 {5 , 16} y Ia matriz .-1. de orden r x s es optima entonces .-1. es diadica. 

4.2 Matrices intercaladas no diadicas 

l'na cointercalaci6n es una submatriz de orden 2 x 2 con cuatro colores 
distintos. Denotemos por lXI a Ia cardinalidad del conjunto X y por t·( B) 
a! conjunto de colores distintos en Ia matriz B. Sea~ el operador diferencia 
simetrica. En [CG:\11] podemos encontrar el siguiente teorema que caracte­
riza las matrices intercaladas diadicas: 

Teorema 4.4 Sea .\! una matriz intercalada. Entonces 1H es diadica o, 
en caso contrario , existe una familia C de cointercalaciones de AI tal que 
l ~cecu(C)I = 2 . 

. -\ continuacion. demostraremos algunos resultados para matrices inter­
caladas no diadicas de orden 4 x 4. 

Lema 4.4 Existen exactamente tres matrices intercaladas no diadicas de 
tipo ( 4, 4, n) (salvo isotopia). Ademas n = 10 en todos los casas. 

Demostracion. Es facil ver que las unicas matrices con las propiedades 
requeridas son: 
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En .\!1 podemos tamar C = { {0 , 2. -1 , 6}. {0, 2. -1. 9}} con~= {6 , 9}, en :\!2 

podemos tamar a C = {{0, 2.-1 , 6} , {0 , 2, 6, 9}} con~= {4.9} , yen .\!3 
podemos tamar a C = { {0 , 2. 5. 6} , {0, 5. 6. 9}} con ~ = {2. 9}. 

Las tres matrices tienen exactamente 10 colores distintos y ninguno de 
ellos tiene frecuencia :;: 3. D 

Lema 4.5 Toda matriz intercalada no diadica de arden -1 x s contiene a 
alguna de .\!1 . • \f.1 , .\h como submatriz. 

Demostracion. Sea.-! una matriz intercalada no diadica de arden 4 x s. 
Considere un color 0 en .-! de frecuencia maxima f. Si f = 4 entonces 0 
genera una submatriz de .-! de alguna de las siguientes formas: 

siendo ambas diadicas y con Ia propiedad de que ninguno de los colores que 
aparecen en ellas puede aparecer en ninguna otra columna de A. 

Si f = 3 el color 0 genera las siguientes submatrices: 

(

0123) (012-167) 1032 103576 
.-!3 = 2 3 0 1 .-!4 = 2 3 0 6 4 5 

4561 5-17132 

(.-t contiene como submatriz al menos a las primeras tres columnas de elias) 
siendo ambas diadicas y con Ia propiedad de que ninguno de los colores de 
una submatriz maximal de las anteriores (que sea submatriz de A) puede 
aparecer en ninguna otra columna de .-!. 

En cualquiera de los anteriores dos casas podemos eliminar una o dos 
columnas que contienen al color 0 preservando Ia propiedad de que Ia matriz 
asi obtenida es no diadica. Par lo tanto, podemos suponer que ningun color 
de .-! tiene frecuencia > 2. 

Todo color con frecuencia 2 esta apareado con otro de frecuencia 2 en 
una intercalacion. Esta pareja de 2 colores ocupa entonces 4 coordenadas 
en .-t. Como A tiene 4s coordenadas. existe un multiplo de 4 de colores con 
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frec uencia 1. Podemos suponer que no existe ninguna columna con cuat ro 
colores de frecuencia 1, pues al eliminarla de A sigue siendo no d iad ica. 
Cla ramente todos los colores de frec uencia 1 aparecen a pares en las columnas 
de A. Sean a, b, c, d cuatro colores de frec uencia 1 en .-1.. entonces pueden estar 
colocados como sigue: 

B =( ~~ l ( ~~ ) ( ~~ ) I 2 c 32 = 1 d 33 = 0 1 

3 d 2 3 2 3 

donde 0 , 1. 2, 3 son colores de frecuencia 2 (no necesariamente d istintos). Si 
A contiene a! menos 8 colores de frecuencia 1, entonces contiene a B3 pues 
a l menos dos columnas de A contendran a sus colores de frecuencia 1 en dos 
renglones comunes. Si A solo tiene 4 colores de frecuencia 1 y no cont iene 
a B3 como submatriz, entonces es imposible que A contenga a B 2 como 
submatri z. de donde .-1. contiene a B 1 y es de la forma: 

( 

a 2 3 6 
b 3 2 7 
0 1 -J. 5 
1 0 5 -J. 

n - 3 :~~ n~ 1l 
n - 2 n - 3 d 

En cualquiera de los casas A contiene a i\ [ 1 , i\I2 o .\h. 0 

Lema 4.6 Ninguna matriz intercalada simetrica contiene a 1\!1, ,\[2 6 M3 
como submatriz. 

Demostracion. Sea A una matriz intercalada simetrica y suponga que 
contiene a ,\[, (i = 1, 2, 3) como submatriz, entonces tambien contiene a lviF 
como submat riz. Considere los renglones y columnas ocupados por i\1;, lviF 
y la submat riz B de A formada precisamente por esos renglones y columnas. 
Demostrarem os que B no puede ser intercalada y, por lo tanto, tampoco A. 

Podemos permutar los renglones y columnas de B de modo que M ; ocupe 
la submatriz de a rden 4 x 4 en la esquina inferior izquierda y que lvi F ocupe 
la submatri z de a rden 4 x 4 en la esquina superior derecha. La matriz C 
obtenida no necesariamente es simetrica. Es posible que i\1; se intersecte 
con JI,T en un color de frecuencia 1 o 2, o que no se intersecten. Veamos Ia 
prueba para el ul t imo caso. 
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Caso 1. C cont iene a .\/1 • 

C = - - at -

2 - a2 

3 2 -
6 
8 - - a4 -

Si a1 = a . entonces obtenemos que a·1 = a. a3 = a y a 4 = a. de donde los 
colores I y 8 deberian ser iguales. contradiccion. 

Caso 2. C contiene a ,1/2 . 

C = 

- - Ct -

Si b1 = b. c1 = c, entonces obtenemos que b2 = b, b3 = b, c2 = c, .CJ = c, de 
donde los colores -! y 9 deberian ser iguales. contradiccion. 

Caso 3. C contiene a 11!3 . 

C = 

Si d 1 = d. e1 = e, entonces obtenemos que e2 = e. e3 = e, d2 = d, d3 = d, de 
donde los colores 2 y 9 deberia n ser iguales. cont radiccion. 

La prueba es similar en los casas donde .Hi se intersecta con .If[ en un 
color de frecuencia 1 o 2. 0 
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5 Particiones de matrices intercaladas 

En esta seccion int roduciremos el concepto de particion de una matriz inter­
calada y calcu laremos las part iciones asociadas a las submatrices princ ipales 
de Ia tabla de Cayley del gru po D . 

Definicion 5 .1 Una particion IT del entero P es una lista de Ia forma 

de enteros tal que: 

1. n; = ni si y solo si i = j 

2. k; > 0 para toda i 

AI numero m se le llama Ia longitud de Ia partici6n y a las n; se les llama 
sumandos. Dos particiones IT 1 , IT 2 del mismo entero P son consideradas 
iguales si difieren en el arden de sus sumandos. Par convenci6n llamaremos 
t a Ia partici6n de P = 0 (vacia). 

D efinicion 5 .2 Sea .-1. una matriz intercalada de tipo (r, s , n), entonces Ia 
partici6n IT (A ) asociada con .-1. es Ia partici6n IT de r s tal que exist en exac· 
tamente k; co/ores que aparecen, cada uno, exactamente n; veces en las coor­
denadas de .-1. . En el caso de que .-1. sea una submatriz principal de Ia tabla 
del grupo D , su partici6n asociada tambien se dena tara par IT (r, s). 

Ejemplo 5.2 IT (3 , 6) = 12 · 22 
· 34

. 

Definicion 5 .3 Una partici6n IT de rs se dice realizable si existe una matriz 
intercalada .-1. de tipo (r, s , n) tal que IT= IT (.-1. ) . 

. -\ho ra procederemos a calcula r IT (r, s). 

Lema 5 . 1 Sir s; 2k entonces IT (r, 2k) = r 2'. 
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Demostraci6n. Sabemos que N(2k, 2k) = 2k por lo tanto, todos los 
colores son diagonalmente completos, lo que implica que cada uno aparece 
exactamente una vez en cada columna. Si nos fijamos solo en los primeros r 
renglones tendremos que cada uno de los 2k colores aparece r veces. 0 

Lema 5.2 Sir::; 2k < s < 2k+l , entonces I1(r, s) = I1(r, s- 2k) · r 2•. 

--- 2k_+_l __ 

Demostraci6n. La matriz de orden r x s se puede dividir en dos subma­
trices , una de orden r x 2k y la otra de arden r x (s- 2k) , las cuales no tienen 
colores comunes. Por lo tanto, la particion asociada a la matriz original es la 
concatenacion de las particiones asociadas a estas dos submatrices, las cuales 
son, respectivamente, r2• y I1(r, s- 2k). 0 
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Definicion 5.4 Si l1 es Ia partici6n 

y n es un entero , entonces l1 0 n se define como Ia partici6n 

(n, + n)k' . . (nm + n)km . nn-(k,+···+km) 

para n 2: k 1 + · · · + km . 

Lema 5.3 Si 2k < r. s < 2k+I entonces 

--- 2k_+_l --

1111 
,.i~-' r 

Demostraci6n. Podemos dividir la matriz de orden r x s en cuatro 
submatrices: A de 2k x 2k , B de 2k x (s - 2k). C de (r - 2k) x 2k y D de 
(r - 2k) x (s - 2k) . Es claro que By C cont ienen a los mismos colores , y que 
los colores de D son un subconjunto de los colores de A. De hecho, podemos 
unir a C con la transpuesta de B y obtenemos una matriz con partici6n 
l1(r + s - 2k+I , 2k) = (r + s - 2k+I )2•. Para el termino derecho, basta ver que 
si TI (D ) = n~' ·. · n~m, entonces los colo res de D aparecenin otras 2k veces 
en A. Los colores de A que no estan en D apareceran exactamente 2k veces 
en toda la matriz . Esto es precisamente la definicion de TI (D ) 0 2k. 0 

Teorema 5 .1 TI (r, s) es tci dado por: 

{ 

f r =0 6s =0 

TI (r, s) = TI (r, s - 2k ) · r 2• r ~ 2k ~ s ~ 2k+l 

(r + s - 2k+ I )2• · (TI(r- 2\ s - 2k) 0 2k) 2k < r, s < 2k+l 
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Demostracion. Inmt>diato de los tres lemas anteriores. 0 

En terminos de particiones podemos reformular la conjetura de Yuzvinsky 
como sigue: 

Conjetura 5.1 Sea .-l una matriz intercalada de tipo (r, s, n) tal que 

entonces n = k 1 + · · · + km ::0:: r o s. 

En el apendice C se puede encontrar una tabla de particiones realizables 
en matrices int ercaladas 6ptimas. 
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6 La conjetura en el rango 32 x 32 

Como se mencion6 a nteriormente. se sabe que Ia conjet ura de Yuz,·insky es 
cierta euando r ::; 3 y cuando r. s ::; l G. En est a secci6n present amos una 
prueba del primer hecho y ta m bien un es tudio de las condiciones que se deben 
de cumplir pa ra que Ia conjerura sea cierta cuando r. s ::; 32. 

6.1 Signabilidad 

El siguiente resultado es bien conocido (,·e r por ejemplo [CEG:\IZ]): 

Teorema 6 .1 Sea .-\ una matriz interca/ada s1gnab/e de tipo (r , s. n), en­
tonces n :::: r o s. 

Demostracion. Baja Ia hip6tesis, Ia matriz .-\ determina una formula 

(Como en el ejemplo 1.3) Ahara. por un teorema de Hopf y Stiefel [H, St] se 
tiene que n :::: r o s. 0 

Llamemos interca/acion a una submatriz 2 x 2 con dos colores. La matriz 
de incidencia de .-\ es Ia matriz .4 que tiene como renglones a sus coorde­
nadas , como columnas a sus intercalaciones , y como colores .4c1 = l si Ia 
intercalaci6n I ocupa Ia coordenada C y .4c1 = 0 en otro caso. 

Sea 1 el ,·ector con todas sus entradas iguales a l. En [CG:\!2 . Yuz] 
podemos encontrar que: 

Lema 6.1 .-\ es signable si y solo si e/ sistema de ecuaciones x.4 = 1 tiene 
solucion sabre F2 . 

Lema 6.2 Uno y solo uno de los siguientes sistemas de ecuaciones tiene 
so/ucion sabre F2 : (1) x.4 = 1 o (2) Aw = 0, 11L' = l. 

En [CG:\l-1] se demuestra que las matrices intercaladas con cinco renglones 
o menos son signables: 

Teorema 6.2 Toda matriz in terca/ada de tipo (r , s, n) con r ::; 5 es signable. 

38 



Demostracion. Sea w una soluci6n al sistema de ecuac iones (:2) del 
lema ant erior. Supongamos que w tiene a ; intercalaciones en Ia colum na i de 
.-L .-\1 menor de los a, lo llamamos el tipo columna de w. Definimos el tipo 
columna de .-1. como el minima de los tipo columna de los w que contiene. 

Diremos que una matriz intercalada es conexa si para toda partici6n de sus 
columnas en dos conjuntos no vacios X , 1' existe un color c que se encuentra 
tanto en .\ como en 1'. Diremos que una matriz intercalada es completa si 
cada uno de sus renglones es una permutaci6n de todos los demas. 

Supongamos. para una contradicci6n, que existe una mat riz intercalada 
.-1. no signable con cinco renglones. Podemos suponer que .-1. tiene el menor 
numero de columnas posible y, de entre aquellas matrices no signables con 
dicho numero de columnas. podemos ademas suponer que .-1. tiene el menor 
tipo columna posible. En particular. .-1. tiene al menos cuatro casillas en cada 
columna. a! menos cuatro intercalaciones en la primera columna yes conexa. 

Supongamos que .-1. alcanza su tipo columna en w y que w alcanza su tipo 
columna en Ia primera columna. 

1. .-1. no puede contener una submatriz principal 4 x 3 de V. Si A tuviera 
tal submatriz, entonces .-1. tendria una submatriz principal 5 x 8 de V. 
Pero siendo esta ultima completa, conexa y signable, .-l. no seria conexa, 
lo cual es una contradicci6n . 

a c d e f g -
b a d f e - g 
c d a g - e f 
d c b a - g f e 
e f g - a b c d 

2. Si a lguna casilla de las ocupadas por w en Ia primera columna perte­
nece a 4 intercalaciones, entonces existe en .-1. una submatriz principal 
3 x 4 de V que usa Ia primera columna. Luego, mediante una operacion 
elemental podemos reducir el tipo columna de w, y por lo tanto el de 
A , Io cual es una contradiccicin. Por lo tanto cada casilla de .-1. en Ia 
primera columna pertenece a lo mas a dos intercalaciones de w y por 
lo tanto . .-1. es de tipo columna 4 6 5. 

3. Supongamos que A es de tipo columna 5. En particular w usa las cinco 
casillas de Ia primera columna. Entonces A contiene necesariamente 
una subestructura de la forma: 
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a b c 
b a d 

a 
d 

c d 

Esta matriz se puede llenar en forma t'mica como sigue: 

a b c f 
b a z d 
c z a l e m 
dfnbm e 
e o g k c 

Esta matriz se extiende a su vez , tambien de forma unica, a: 

a b c f g h d e l n 0 k m 
a l d k f 0 c b e n h 

c i a l e m n g d j f 0 - h 
d f n b m e a h c k i - 0 g 
e 0 g k c d h a j b - f n 

-

k 

La cual es una matriz completa, conexa y signable. Esto contradice 
que A es conexa. 

-1. Supongamos que A es de tipo columna -1. Entonces w tiene exacta­
mente cuatro intercalaciones y ocupa exactamente cuatro casillas de Ia 
primera columna de A. :\ecesariamente A tiene una subestructura: 

a b c 
b a d 

a 
d b c 

Esta matriz se puede llenar en forma unica como sigue: 

a b c e f 
b a g d h 
c g a h d 
d e f b c 
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(a) Si en el quinto rengl6n de es ta submatriz aparece uno de los colores 
de la misma. entonces se obtiene la unica matriz intercalada .j x .j 

con frecuencias {2. 3. 3. 3, 3, 3, ·L 4}, la cual se extiende de forma 
unica a una 5 x 8 completa. conexa y signable. Contradiccion. 

(b) Alguno de los colores eo g de la segunda columna pertenece a w. 
sin perdida de generalidad supongamos que es g. Entonces g debe 
aparecer en una nueva columna. Si 

abc e fh 
b a d h f 
cgahde 
defbcg 

entonces se obtiene una matriz 4 x 6 con 12 intercalaciones cuya 
diferencia simetrica es cero, de ellas cuatro estan en la primera 
columna. Esto contradice la minimalidad de A. Por lo tanto g 
esta tambien en un nuevo renglon 

a b e f -
b a d h -
c g a h d -
d e I b c -

g 

Esto en particular dice que el color g solo puede aparecer tres 
veces en A , por lo que las intercalaciones que lo contienen deben 
pertenecer a w. Esta submatriz solo puede completarse de la forma 

a b c e I i 
a g d h j 

c g a h d k 
d e f b c I 
m k n 0 g 

AI menos uno de los colores i, I pertenece a w, y por lo tanto 
debe aparecer al menos otras dos veces en A. Esta submatriz 
puede extenderse agregando una columna con a! menos uno de los 
colores i, I apareciendo en alguno de los renglones 2,3 o 5. La nueva 
submatriz se extiende de forma unica a una completa, conexa y 
signable 5 x 16, lo cual es una contradiccion. 
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Esto termina Ia prueba del teorema. 0 

Corolario 6.1 Sea A una matriz intercalada de tipo (r, s , n) con r ::; 5, 
entonces n :0:: r o s. 

6.2 El rango 32 x 32 

El siguiente resultado es bien conocido y nos muestra una forma alternativa 
de construir Ia tabla de Cayley de D: 

Lema 6.3 Sea N una matriz r x s tal que a;j es el menor natural que no 
aparece en el conjunto { a;0 , . . . , a;,j _ d U { aoj, .. . , a;_ 1,j}, entonces N es Ia 
;;woriz principal r x s de V. 

Demostracion. Mostraremos por induccion en i que a;j = i EB j. Para 
i = 0 es claro que aoj = j = 0 EB j. Supongamos que ai'j = i' EB j para toda 
i' < i y que aij' = i EB j' para toda j' < j. Por el lema 2.1 sabemos que 
l = i EB j ~ { a;o, . .. , ai,J-d U {aoj, ... , a ; - 1,j} = { i EB 0, ... i EB (j- 1)} U {0 EB 
j , ... , (i- 1) EB j} . 

Falta ver que toda n < l se encuentra en ese conjunto. Sea k tal que i,j < 
2k y considere las expansiones binarias de i, j, l , n . Sea m el mayor natural 
tal que nm # lm . Como n < l es facil ver que nm = 0 y que lm = 1. Esto 
implica que im EB Jm = 1, es decir, uno de {im,Jm} es 1 y el otro 0. Suponga 
sin perdida de generalidad que im = 0 y ]m = 1 y considere el numero j' < j 
que tiene como expansion binaria Jk , .. . , Jm+ 1 , 0, im-1 EB nm-1 , . .. , io EB no. 
Entr:nces, a;J' = i EB i' = n y terminamos. 'J 

En lo que sigue necesitaremos el siguiente: 

Lema 6.4 Para toda r, s se cumple que r + s- 1 :0:: r o s. 

Demostracion. Supongamos que r, s :S 2'. Haremos Ia prueba por 
induccion en t. Para t = 0 es cierto. Suponga que Ia desigualdad es cierta 
para todos los r, s ::; 2'. Ahara considere r, s ::; 2'+ 1. Sir, s ::; 2' ya acabamos. 
Sir::; 2' < s::; 2'+ 1 sea z = s-2'. Entonces res= 2'+roz::; 2'+r+z-1 = 
r + s - 1. Finalmente, si 2' < r, s ::; 2'+ 1 entonces r o s = 2'+1 < r + s , de 
donde r o s ::; r + s - 1. 0 
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.-\hora supongamos que Ia conj etura de Yuzvinsky es falsa. Sea A de 
tipo (r. s . n) un contraejemplo con r + s minimo a Ia conj et ura. es decir. con 
n < rosy sea ,V Ia matriz principal de r x s de 1J de tipo (r. s. r o s). Sea 
c =ro s -1. 

Supongamos que el color c se encuentra en Ia submatriz principal de p x q 
de .V con p < r o q < s. Entonces, por Ia minimalidad de A se tiene que 
esta submatriz es optima de tipo (p, q, c + 1), pero entonces Ia submatriz 
principal de p x q de A con m :s; n colores tiene al menos c + 1 colores, es 
decir c + 1 S m S n < c + 1, lo cual es una contradiccion. de donde el color 
c solo aparece en Ia esquina inferior derecha de N. 

Como c tiene frecuencia 1. no hay intercalaciones en N que lo contengan, 
y se tiene que todos los colores de los tiltimos renglon y columna son todos 
distintos: por lo que hay al menos (r- 1) + ( s -1) + 1 = r + s -1 colores y esto 
junto con el segundo lema dice que r o s = r + s- 1 y entonces n S r + s - 2 . 

. -\hora. se puede ver facilmente que el color c - 1 tiene que aparecer en Ia 
submatriz principal r x (s- 1) o (r - 1) x s deN de modo que r o (s- 1) = 
r + s- 2 o (r- 1) o s = r + s- 2. Cualquiera que sea el caso, esa submatriz 
es optima de donde cualquier matriz r x s tiene al menos r + s - 2 colores, 
de donde finalmente obtenemos que n = r + s- 2. Tambien el color a, tiene 
frecuencia a! menos 2 (pues en otro caso habria 2: r + s- 1 colores en A). 

Como .-l. tiene n < r o s entonces A no es diadica de donde (r, s, n) no 
es pura por lo que existe k con n - r < k < s tal que G) = 1. Entonces 
s- 2 < k < s y finalmente k = s- 1. De aqui seve que (r- 1) EB (s- 1) = 
(r - 1) + (s- 1). 

Si queremos extender Ia conjetura de Yuzvinsky hasta r, s S 32. basta 
demostrar que no existen matrices intercaladas de ninguno de los 37 tipos: 

• (17, s , 15+s)para6Ss:S:16, 

• (18,2s+1,17+2s)para3Ss:S:7, 

• (19 , 6, 23), (19, 9, 26) , (19, 10, 27), (19, 13, 30), (19, 1-!. 31), 

• (20, 9, 27), (20, 13, 31), 

• (21, s, 19 + s) para 9 S s S 12, 

• (22 , 9, 29), (22, 11 , 31) , (23 , 9, 30) , (23, 10, 31), (24, 9, 31) , 
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• (25. 8. 23 + 8) para 6::; 8 ::; 8 . 

• (26. 7, 31). (27. 6. 31) 

pues son los tinicos ,·alores de r, s ::; 32 tales que r o s = r + s - 1 y que no 
est<in cubiertos por los cases ya resueltos. 

\'otemos que en 25 de estes cases se tiene que ros -1 es prime o potencia 
de un prime y nos podemos auxiliar de la reformulaci6n de la secci6n 3. 
(Conj etura 3. 1) 

Cabe mencionar que si a lguna de esas matrices existiera, entonces tendria 
que ser no cliadica. 
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7 Algoritmos 

Presentare el pseudocodigo de los algoritmos mas importantes ernp leados 
durante el desarro llo de es te trabajo. Los programas que implantan es tos 
a lgoritrnos est<in escritos en .-\\'S I C y han sido compilados sin modihcaciones 
en los siguientes ambient es : 

• PC Pentium. :\ IS-D OS. Turbo C++. 

• PC Pentium , Linux. Gnu C Compi ler. 

• HP 9000. HP-liX. C Compiler. 

• Dec .-\ lpha , OSF / 1. C Compiler. 

Los programas completes se pueden encont rar en el d isco que acompaiia 
a es tP documento. En esta seccion A sera una matriz inte rcalada de tipo 
(r. s . n ) con 1 :; r . s :; 16 y 1 :; n :; 256, excepto donde se indique algo 
d ist into. Los colores de .-l estan en el conjunto {0, .... n - 1} . 

Representaci6n de conjuntos 

En .-\:\'SI C no existe un tipo conjunto, sin embargo, se pueden implantar de 
fo rma muy eficiente conjuntos de cardinalidad maxima dada usando opera­
ciones de bits sobre enteros (char, int , long). 

Como ejemplo, supongamos que deseamos conj untos de cardinalidad ma­
xima 32. entonces podemos usar una variable de tipo long (que tiene al 
menos 3:2 bits en A\'SI C ) y usar cada uno de sus bits para representa r a 
cada elemento del conjunto: 1 si esta presente y 0 si no esta. 

Si a y b son variables de tipo long entonces a I b representa a la union 
de a y b, a & b a Ia interseccion, a - b a la diferencia simetrica y - a a l 
complemento de a. 

Para determinar si un elemento existe o no podemos usar un vector con­
stante long bit [32] tal que bit [i] = 2' para 0 :; i < 32. De este modo, a 
& bit [i] es verdadero si y solo si i E a. Con la misma idea podemos agregar 
(a I= bit [i] ) o eliminar (a &= - bit [i] ) un elemento de a. 

De a hora en adelante supondremos que tenemos una implantacion de 
operaciones de conjuntos de cardinalidad maxima 256 (usando variables de 
tipo long SET [8] ) asi como de la funcion card(a) que regresa la cantidad de 
elementos del conjunto a. 

45 



Decidir si A es intercalada 

Sea n fl., = {.-1,1 11 :::; j :::; s } para 1 :::; i :::; ,. y C1 = {.-l,1j1 :::; i :::; r} para 

1 :S: j :S: s. Emonces: 

1. Si para alguna i se cumple que card( R,) < s entonces .-l no es interca­

lada. 

2. Si para alguna j se cumple que ca rd(C1 ) < r entonces .-l no es inter­

calada. 

3. Si para algunas i < k y j < I se cumple que { .-1,1, .-l.-" .-l,1, .-lki } tiene 

cardinalidad 3 entonces .-l no es intercalada . 

.J. En cualquier otro caso .-l es intercalada. 

Calcular r o s 

\ "ease la defin icion recursiva que se encuentra en la seccion 1. 

Generar matrices intercaladas 

Sean .-l y B dos matrices intercaladas de tipos (r, s , n) y (r, s. m) respec­

ti\·amente. Diremos que .-l -< B si, cuando leemos los colores de .-l y B 

por renglones (de izquierda a derecha y de arriba a abajo) , el primer color 

.-lii f. 8 ,1 cumple que .-l;1 < 8 ;1. Este es el arden lexicografico para matrices 

intercaladas. 
Como ha:-• una cantidad finita de matrices intercaladas r x s (con colores 

en {0 , 1. . . .. rs- 1}) podemos ordenarlas .41 -< · · ·-< Az . En este caso A 1 

resulta ser la matriz N del lema 9.1. ~o es pract ico listar estas Z matrices 

pues cada una de ellas tiene una gran cant idad de matrices isotopicas que 

tambien serian listadas. Lo ideal seria listar solo matrices intercaladas no 

isotopicas 8 1 -< · · · -< B x donde 8 1 = .-l 1 y si B; = A1 entonces no existe 

ninguna matriz Ak isotopica a A1 conk < j . Esta tarea tampoco es practica 

pues implica almacenar la lista B para decidir si cada matriz .4; generada es 

isotopica a alguna generada previamente. 
Entonces, debemos conformarnos con un listado intermedio (es decir , 

uno donde e\·itemos tanto como se pueda generar matrices isotopicas y en 

donde no se tenga que almacenar la lista completa). Una posible solucion 
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es ta basada en Ia siguiente obsen·ac i6n: toda matr iz intercalada .-\ ti ene 
una iso t6pica B tal que. cuando leemos los colores de B por renglones (de 
izquierda a derecha y de arri ba a abajo). encontramos los colores nue,·os en 
el a rden 0, 1, .. .. n - 1 sin br incarse ninguno. Esto implica en particular que 
el primer rengl6n deB es 0. 1, .... s - 1. Es mas. podemos encontrar a B de 
modo que los colores de su primer columna esten en arden creciente de arriba 
a abajo. Si llamamos C 1 -< · · · -< Cy a Ia lista de matrices intercaladas que 
cumplen con es ta propiedad. entonces es faci l convencerse de que.\ :::; } · :::; Z 
lY de que en general X < Y < Z). Tambien es cierto que C 1 = .-\ 1 y C1' es 
Ia matriz: 

s + 1 s - 1 ) 
2s ~ 1 

TS - 1 (r -1 )s + 1 

Es muy sencillo implementar un algoritmo de retroceso no recursive para 
generar Ia lista C de matrices intercaladas: 

1. Sean i = 0, j = 0, m = 0 ( i es el rengl6n, j Ia columna y m el maximo 
color que se puede usar en Ia coordenada (i , j)). 

2. :\lientras i < r, j < s. m < rs. 

3. Para cada color 0 :::; c :::; m prueba si C;1 = c no viola las condiciones de 
intercalaci6n (adicionalmente , si i > O, j = 0 verifica que C;- 1,0 <c). 

-!. Si Ia viola, retrocede una coordenada (si es necesario , disminuye m) . 

5. Si no Ia viola, avanza una coordenada (si c = m incrementa m). 

6. Si i = r - 1, j = s - 1 despliega Ia matriz generada y retrocede una 
coordenada (en caso necesario, disminuye m). 

Generar matrices intercaladas optimas 

Se usa el algoritmo anterior, pero se evita el uso de algun color c 2:: r o s. 
Esto se hace modificando el segundo paso del algoritmo anterior para que 
diga m < r o s. 

47 



Calcular Ia particion de _-t 

Considere a! ,·ec to r int fre e [256] in icia lizado con ceros. Para toda 1 ~ 

i ~ r. l ~ j ~ s incrementa en uno el ,·a lor actual de f rec[ A,1 ] 

En es te momenta fre e [i] cont iene Ia frecuencia del color i. Si ordenamos 

decreciememente a fre e obtenemos Ia part icion de .-1. . Si Ia queremos ex­

presar con Ia notacion empleada aqu i. debemos encontrar Ia cantidad (k,) de 

sumandos iguales (es decir. colores con Ia misma frecuencia). Cna busqueda 

lineal puede efectuar es te trabajo. 

Decidir si _-t es diadica 

Recordemos que A es diad ica si es isotopica a una submat riz de Ia tabla del 

grupo D . En [CG:\ ll ] se prueba que el siguiente algoritmo para decid ir si 

una mat ri z intercalada es diadica es correc to: 

1. Construya el sistema de ecuaciones Ax = 0 donde xi es una Yariable que 

corresponde con el color i y los coeficientes de A estan determinados 

por cada una de las ecuac iones de Ia forma Xi EB x 1 EB Xk EB Xt = 0 para 

toda submatriz 2 x 2 de A con cuatro colores dist intos (i , j , !.:.1). 

2. Busque un subconjunto de estas ecuaciones tales que impliquen Ia 

ecuac ion Xi EB xi = 0 para algunas i # j (es decir , si Ia combinacion 

lineal de algunos renglones de A es un renglon con exactamente dos 

coeficientes d ist intos de 0). Para ello proceda como sigue: 

(a) Diagonalice Ia matriz A . Si se encuentra un renglon con dos coe­

ficie ntes d istintos de 0, terminamos. 

(b) Para todo renglon R de A considere a todos los renglones P que 

se encuent ran arri ba de R. Si existe algun P tal que P EB R tiene 

dos coefi cientes distintos de 0, terminamos. 

3 . .-1. es diad ica si y solo si no existe tal subconjunto de ecuaciones. 

Calcular el rango de A 

El paso 2(a) del a lgoritmo anterior calcula el rango de A , siendo este igual 

al numero de renglones distintos de cero de Ia matriz d iagonal resulta nte. 
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Resultados 

El proposito de es ta seccio n es recapitular los resultados obtenidos durante 
el desa rrollo de este t rabajo. 

En la seccion l se desc ribieron a lgunas ap licaciones de las matrices inter­
caladas en las areas de conocimiento comun. comunicacion de comput adoras 
y d iseno de experimentos. 

En la seccion 3 se probo que el conjunto de las matrices no inte rcaladas 
es una ,-ar iedad algebra ica const ruyendo un polinomio que tiene como raices 
a ese conjun to (Teoremas .3. 1 y 3.2). Se reformulo la conj et ura de Yuz,·insky 
usando es ta caracterizacion de las matrices intercaladas. 

En la seccion -l se mosuaron: 

• resultados s imila res a los obtenidos par Yiu para matrices intercaladas 
de t ipo (n . n . n) (Lemas 4.2 y 4.3) 

• condiciones que aseguran que una matriz intercalada es diadica (Teo­
remas 4.2 y 4.3) . y 

• propiedades de las matrices intercaladas no diadicas de a rden -l x -l 
(Lemas 4.4 , -1.5 y -1.6). 

En la seccion 5 se calcula ron las particiones asociadas a submatrices prin­
cipa les de la tabla de Cayley de V (Teorema 5.1). Ademas , se reformulo la 
conjetura de Yuzvinsky en terminos de las particiones . 

En la seccion 6 se es tablecieron las condiciones necesarias para demostrar 
que la conj etura de YuzYinsky es cierta en el rango 32 x 32 . 

En los a pendices se mostraron todos los resultados obtenidos con los pro­
gramas desar rollados. 
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Results 

The purpose of this sec tion is to reca pitu late the results obtained during the 
de \·elopment of this work. 

In sec tion 1 \\·e described some applicat ions of intercalate matrices in 
common knmdedge, computer communication and experiment design. 

In sec tion 3 we prm·ed that the se t of non interca la te ma trices is an 
a lgebraic \·ari ety constructing a polynomial whose roots are prec isely this se t 
(Theorems 3. 1 and 3.2). \\'e reformu lated Yuzvinsky's conj ecture using this 
charac terization of intercala te matrices. 

In sec tion -1 we showed : 

• results simila r to those obtained by Yiu for intercalate matrices of type 
(n , rz. n) (Lemmas -1.2 and -1 .3), 

• conditions that ensure that an intercalate matrix is dyadic (Theorems 
-1. 2 and -1.3), and 

• properties of the non dyad ic intercalate matrices of rank 4 x 4 (Lemmas 
-1.-1 , -1.5 a nd -1.6). 

In sec tion 5 we calculated the partitions associated to principal subma­
trices of the Cayley 's table of V (Theorem 5. 1). In addition , we reformulated 
Yuz\·insky 's Conjecture in terms of partitions. 

In sec tion 6 we established the necessary conditions to show that Yuzvin­
sky·s conjec ture is true in the range 32 x 32. 

In the a ppendices we showed a ll the results obtained with the programs 
developed. 
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A Tabla de r o s 

La funcion de Pfister r o s se puede ca lcula r recursiYamente como sigue: 

{m si r> s 
T si s = 1 r o s = 

si r :::; 21- 1 < s 21- 1 + r o (s- 21- 1 ) 

2' si 21- 1 < r. s :::; 21 

Los Yalores de r o s para r, s :::; 16 son: 

10 11 12 13 14 15 16 

8 9 10 11 12 13 1~ 15 16 
8 10 10 12 12 14 14 16 16 

~ 7 8 11 12 12 12 15 16 16 16 
~ 8 8 12 12 12 12 16 16 16 16 
6 8 8 13 H 15 16 16 16 16 16 
6 8 8 14 H 16 16 16 16 16 16 

7 8 8 8 8 15 16 16 16 16 16 16 16 
8 8 8 8 8 16 16 16 16 16 16 16 16 
9 10 11 12 13 1~ 15 16 16 16 16 16 16 16 16 16 

10 10 10 12 12 14 14 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 
11 11 12 12 12 15 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 
12 12 12 12 12 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 
13 13 H 15 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 
1 ~ 1~ H 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 
15 15 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 
16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 
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B Cota superior a la cantidad de matrices 
intercaladas 

Las cant idades mostradas fueron obtenidas con una busqueda por computa­
dora y algunos casos especia les para r S 3. 

Optimas y sub6ptimas 

1 

11 
32 
98 

13 314 
21 1036 
3-l 3584 
55 12804 

Optimas 

50 
29 

7 12 
8 2 
9 201 

290 
1742 -!1312 

11823 625501 
83881 

113 
55 179 
15 57 137 
1 8 20 20 

1241 948 
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C Particiones de matrices intercaladas 6pti­
mas 

Las particiones mostradas fueron obtenidas con una busqueda por computa­
dora. Cada part ici6n puede es tar asoc iada con varias matrices intercaladas 
uel misrno tipo. 

r t.~ 

I 

1 
1 

: ~ 1-:;, . -1 13 -3 1 

1 1 1 ' •' 1 ·< 21.J5.-t:! 
1' 1:!·:2" t3.J4 24 - 34 

2 -l - .tl. ,j l 
1'·23. :)3 . 41 

'26-J:l J' J2.46 -r' . s4 16 26 
12 . 21 . 3 4 24 · 44 

.34 .. f.!. 52 -16.62 
22 ·J" ·-t2 

1 2 1 ·3" 3 ·1 -!"· .) 5 ·6 6 . , 
4 6 7' 8' 
3 

14 - 48 16.68 
19 11 -28 13 38 2:l . J8 - 42 15 -58 26.56. 62 

2" ·34-44 
1'·23 - J3.45 

26. J6 2 ·4 
10 1'0 2'0 

12 . 22. 38 38·4" 12 .2-1 ·58 26-68 
22 . J4. 46 

11 1" 1:!210 23J9 34 48 3 5 
133458 
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D Rango de la matriz A asociada a A 

En esta tabla solo se muestra el rango de A para cuando .-1 es op t ima. '\o hay 
matrices intcrcaladas optimas no diadicas para r , s :::; 8. '\ote que en general 
el rango de A es menor en las matrices diadicas que en las no diadicas. :\o 
tenemos una prueba de esto. 

Caso diadico 
[ l 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

10 0 
11 0 10 11 
12 0 7 11 11 
13 0 9 10,11 11 11 

14 1 0 
10 10.11 11 11 

15 0 10 10.11 11 11 
16 0 10 10 11 11 

Caso no diadico 
7 8 

9 10,11 
10 10 10,11 
11 11 12,13 
12 12 12,13 
13 11 12 12,13 
14 11 12 12,13 
15 11 12 12,13 
16 11 12.13 
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E Tabla de r o s - rango(A, 8 ) 

La siguiente tabla se incluye con el proposito de mostrar una posible relacion 
entre ros ,. el rangu( .A,) cuando A es una matriz intercalada con coloracion 
minima. 

ro.s I :2 3 3 6 I 8 

10 10 
11 11 
12 12 5 
13 13 5,6 
14 1-! 5,6 
15 15 5,6 
16 16 6 
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