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Resumen

Una matriz es intercalada si no tiene colores repetidos a lo largo de cada
renglén o columna y si tiene dos o cuatro colores en cada una de sus sub-
matrices 2 x 2. En el presente trabajo estudiamos la conjetura de Yuzvinsky
(CY) acerca del nimero minimo de colores que se necesitan para colorear
una matriz intercalada.

El problema de matrices intercaladas tiene aplicaciones en diversas areas
de las matemadticas y ciencias de la computacién, como se muestra en la
seccion 1.

En la seccién 2 presentamos dos pruebas distintas para el caso diddico de
la CY, la primera dada por Yuzvinsky y la segunda por Eliahou y Kervaire.

En la seccién 3 demostramos que el conjunto de matrices no intercala-
das es una variedad algebraica y reformularemos la CY en términos de esta
caracterizacion.

En la seccién 4 mostramos algunos resultados sobre matrices intercaladas
diddicas y no diddicas.

En la seccién 5 estudiamos las particiones de los colores en ciertas matrices
intercaladas.

En la seccién 6 demostramos que la CY es cierta para matrices de orden
5 X s y establecemos qué se necesita para probar que la CY es cierta para
matrices con orden menor a 32 x 32.

Finalmente, en la seccién 7 presentamos diversos algoritmos que se han
usado para generar matrices intercaladas y para verificar algunas de sus
propiedades.



Abstract

A matrix is intercalate if it hasn’t repeated colors along each row or column
and if it has two or four colors in each of its 2 x 2 submatrices. In this work
we study Yuzvinsky’s Conjecture (YC) about the minimal number of colors
needed to fill an intercalate matrix.

The intercalate matrix problem has applications in mathematics and com-
puter sciences, as shown in section 1.

In section 2 we present two different proofs for the dyadic case of YC, the
first given by Yuzvinsky and the second by Eliahou and Kervaire.

In section 3 we show that the set of intercalate matrices is an algebraic
variety and we reformulate YC in terms of this characterization.

In section 4 we show some resuits on dyadic and non dyadic intercalate
matrices.

In section 5 we study the color partitions in a special case of intercalate
matrices.

In section 6 we verify that YC is true for matrices with order 5 x s and we
establish what do we need to prove that YC is true for matrices with order
smaller than 32 x 32.

Finally, in section 7 we present several algorithms used to generate inter-
calate matrices and to test some of their properties.



1 Introduccién

En esta seccion presentaremos algunos de los conceptos fundamentales so-
bre matrices intercaladas. asi como algunos de los resultados mas conocidos
relacionados con ellas. Finalmente, presentaremos algunas aplicaciones que
involucran a las matrices intercaladas. En lo sucesivo, nos referiremos a las
posiciones de una matriz por coordenadas y a sus entradas por colores.

Una matriz es pseudolatina si no tiene colores repetidos a lo largo de cada
renglén o columna. Si ademas tiene dos o cuatro colores en cada una de sus
submatrices 2 x 2 entonces se dice que es intercalada. Una matriz intercalada
es de tipo (r, s.n) si tiene r renglones, s columnas y n colores distintos.

Ejemplo 1.1 Una matriz intercalada de tipo (3,3,4):

123
3 41
2 1 4

Una submatriz 2 x 2 es una intercalacidn si tiene dos colores, en otro caso
se llama cointercalacion.

Dos matrices intercaladas son isotdpicas si se puede llegar de una a la otra
usando permutaciones de renglones y columnas y, de ser necesario, renom-
brando sus colores.

Dados r y s, es de nuestro interés encontrar la minima n tal que existe
una matriz intercalada de tipo (r, s, n). Denotaremos por .N'(r, s) a ese valor
minimo de n. Se dice que tales matrices tienen coloraciones minimas o que
son dptimas.

Ejemplo 1.2 La matriz del ejemplo anterior y la siguiente tienen coloracio-
nes minimas:
123 435
( 45612 )
Una conjetura de Yuzvinsky [Yuz] que ha permanecido abierta por mds
de una década es la siguiente:

Conjetura 1.1 Toda matriz intercalada de tipo (r,s,n) satisface que n >
ros, donderos esla funcion de Pfister.



Se puede calcular r o s recursivamente como sigue:

sor sir>s

e r s?szl
2l pro(s—=2Y sir< 2l <s
2t si2ttl < s <2t

Yuzvinsky demostrd [Yuz] que esta conjetura es cierta en el caso donde
se supone adicionalmente que las matrices intercaladas son submatrices de
la tabla de Cayley del grupo diddico. Para una caracterizacién de este tipo
de matrices ver [CG)I1].

Atn cuando el caso diddico de este problema estd completamente resuelto.
es interesante notar que poco se sabe sobre el caso general. de hecho. hasta
ahora sélo se han resuelto completamente los rangos r,s < 16 v r < 5.
Yiu2. CEGMZ] Es de gran interés obtener una soluciéon completa para el
rango r, s < 32, sobre todo por la fuerte relacién que tiene este problema con
el problema de producto de sumas (PPS). [Sh]

El PPS sobre los enteros es el siguiente: dados tres nimeros naturales
r.s.n decidir si acaso existe una férmula del tipo

@+ D) =k 2

donde z; (para 1 <i <) yy; (paral < j < s) son indeterminadas y cada
2 (para 1 < k < n) es una forma bilineal en r y y con coeficientes enteros.
Cuando tal férmula existe. se dice que la tripleta (r, s, n) es admisible.

Es bien sabido que la tripleta (r, s, n) es admisible si y sélo si existe una
matriz intercalada de tipo (7, s.n) que se puede signar consistentemente. es
decir. si se pueden otorgar signos +1 o —1 a cada una de las coordenadas de la
matriz intercalada de modo que en cualquier submatriz 2 x 2 con exactamente
dos colores el producto de sus signos sea —1, y arbitrario en otro caso.

Ejemplo 1.3 A partir de la siguiente matriz intercalada signada de tipo
(4.4.4)
BiooYy2 Ys Ys
o [+1 +2 +3 +4
| +2 -1 -4 +3
3| +3 +4 -1 =2
Ty \+4 -3 +2 -1



se deduce que la tripleta (4.4.4) es admisible ya que se puede obtener la
formula

L = Ny T Loy — I3Ys — Lals
2 = +Iiy2+ Iay — I3y T T4y
3 = FIYs + Toys + I3y — T4y
24 = HIys T Toys + I3y + Tuyn

donde la variable z, corresponde con el renglon i. y, con la columna j y zx
con el color k (1 < i,j,k <4).

Es claro que el nimero de colores en una matriz intercalada signable es
mayor o igual al numero de colores en una matriz intercalada del mismo
orden con coloracién minima. Es mds. también se sabe que las matrices
intercaladas signables cumplen con la conjetura de Yuzvinsky. [CEGMZ]

Reformulacidén en teoria de gréficas

Considere la gréfica bipartita completa K, y una asignacién de colores en
el conjunto {1,...,n} a sus aristas tal que:

1. Cada par de aristas incidentes en un vértice tienen color distinto.
2. Todo ciclo de longitud cuatro tiene dos o cuatro colores.

Es claro ver que tal coloracién existe si y sélo si existe una matriz in-
tercalada de tipo (r,s,n). En efecto, asocie cada uno de los r renglones y s
columnas de la matriz con un vértice, de modo que las aristas de K- ; queden
en correspondencia con las coordenadas de la matriz. Las tres propiedades
de intercalacién garantizan que la coloracién de la gréfica satisface las dos
condiciones anteriores.

Ademds, también se puede introducir la condicién de signabilidad: A cada
arista se le otorga un signo + o — de modo que en todo ciclo de longitud
cuatro con exactamente dos colores exista una cantidad impar de signos —.

Aplicacién a conocimiento comin

El conocimiento comin se refiere al hecho de que varias entidades (personas,
procesadores, etc.) conozcan la misma informacién (secretos, datos, etc.).

o



En ciertas situaciones (como las subastas y las elecciones) es importante
que las entidades adquieran ese conocimiento de una forma justa, es decir. si
en cierto instante una entidad .4 adquiere una unidad de informacién cono-
cida por otra entidad B. entonces en ese mismo instante B adquiere una
unidad de informacién conocida por A.

Supongamos que tenemos s procesadores (Py,..., Ps) v r datos descono-
cidos (Dy,....D,). Estos datos seran transmitidos a los procesadores cum-
pliendo las siguientes reglas:

1. Cada uno de los r datos debe transmitirse en alguna unidad de tiempo
(1.2....) a todos los procesadores.

2. Ningun dato se puede transmitir en la misma unidad de tiempo a dos
procesadores distintos.

3. En la misma unidad de tiempo no se pueden transmitir dos o mas datos
al mismo procesador.

1. Si en la unidad de tiempo T; se transmiten los datos D, y D, a los
procesadores P, y P; respectivamente y en la unidad de tiempo T3
(posterior a T;) se transmite el dato D, al procesador P; entonces en
esa misma unidad de tiempo se transmite el dato D, al procesador P;.
(Esta regla se refiere a la adquisicién justa de informacién.)

Es claro que la matriz con columnas Py, ..., P, renglones Dy,...,D; y
colores 1.....n es una matriz intercalada de tipo (r, s, n). ;Cuél es la minima
cantidad n de unidades de tiempo necesarias para que todos los procesadores
reciban todos los datos?

Aplicacién a diseno de experimentos

Suponga que se dispone de r laboratorios (Ly,...,L,) v de s dias (1,...,s)
para llevar a cabo una serie de n experimentos (E\, ..., E,). Las condiciones
de experimentacién exigen lo siguiente:

1. Cada laboratorio realiza s experimentos distintos, uno cada dia.

2. El mismo dia no se puede realizar el mismo experimento en dos o mds
laboratorios distintos.



3. Si el laboratorio L, realiza el experimento E, el mismo dia que el
laboratorio Lg realiza el experimento Ej y. otro dia. el laboratorio L 4
realiza el experimento Ej, entonces el laboratorio Lp debe realizar el
mismo dia el experimento E,.

Se puede ver que la matriz con renglones Ly, .... L., columnas 1...., sy
colores E,....E, es una matriz intercalada de tipo (r.s.n). ;Sera posible
llevar a cabo los n experimentos sujetos a las condiciones descritas?

Aplicacién a comunicacién de computadoras

Considere una red de r computadoras (C)..... C,) conectadas de modo que
cualquiera de ellas puede transmitir mensajes a todas las demds (en broadcast,
es decir. todo mensaje transmitido lo reciben todas las computadoras). El
mecanismo de comunicacién es tal que:

1. Toda computadora debe transmitir un mensaje en cada una de s uni-
dades de tiempo (1....,s).

2. Todos los mensajes transmitidos en la misma unidad de tiempo son
distintos.

3. Ninguna computadora transmite el mismo mensaje dos o mds veces.

Cada computadora puede decidir entre transmitir un mensaje nuevo o
retransmitir un mensaje que haya recibido previamente. En el segundo caso,
el sistema esta configurado de modo que ocurra lo siguiente: suponga que en
la unidad de tiempo ¢, la computadora B estd retransmitiendo el mensaje
a, el cual fué transmitido (o retransmitido) previamente por la computadora
4 en la unidad de tiempo #; (con t, < t,) entonces, la computadora A
estd obligada a retransmitir en la unidad de tiempo t; el mensaje que fué
transmitido por B en el instante ¢;.

En el sistema descrito. ;cuél es el niimero minimo n de mensajes distintos

(M, . ... My,) que podemos garantizar se transmitirdn en las s unidades de
tiempo?
Se puede ver que la matriz con renglones Ci, ... ,Cr, columnas 1,...,8y

colores Ay, ..., ] )M, es una matriz intercalada de tipo (7, s,n).

=~



2 Conjetura de Yuzvinsky (caso diddico)

En esta seccién presentamos dos pruebas de la conjetura de Yuzvinsky para
el caso donde las matrices intercaladas son submatrices de la tabla de Cayley
del grupo diddico.

La primera prueba fué dada por Yuzvinsky [Yuz]. La prueba es compli-
cada y en la versién publicada no estan demostrados algunos detalles. En
esta seccién damos pruebas elementales para todos ellos.

La segunda prueba se debe a Eliahou y Kervaire [EK2]. Esta prueba tiene
un enfoque distinto v hace uso de las propiedades multiplicativas del campo
F, con g = 2™ en lugar de las aditivas del grupo D.

2.1 Prueba de Yuzvinsky

La prueba de la conjetura de Yuzvinsky estd basada principalmente en los
lemas 2.10 a 2.12. Para demostrar estos ultimos se requieren algunos resul-
tados intermedios (lemas 2.2, 2.3, 2.4. 2.8 y 2.9) para los que se dan pruebas
elementales. Para facilitar la lectura. se han incluido las demostraciones de
algunos resultados sencillos (lemas 2.1, 2.5. 2.6 y 2.7).

Definicién 2.1 Sean A, B.C conjuntos finitos y ¢ : Ax B — C. La funcién
2 satisface la condicion de intercalacion si:

1. para toda a € A la funcidn ¢ |oxp es inyectiva,
2. para toda b € B la funcidn ¢ |ixp es inyectiva,
3. pla,b) = ¢(e.d) = pla,d) = p(c,b).

Definicién 2.2 Denotaremos por D al grupo diddico, es decir, al grupo
abeliano libre con un conjunto numerable de generadores de orden dos. De-
notaremos por & a la operacion de este grupo.

Consideraremos que los elementos de D son los enteros no negativos (na-
turales) y que a & b es la suma diddica, es decir, el natural que se obtiene al
sumar mod 2 las componentes de las representaciones binarias de a y b.

Los siguientes lemas son elementales:



Lema 2.1 Sean A.B,C subconjuntos finitos de D tales que A& B C C.
Entonces la funcion ;: A x B — C definida por la formula ;(a,b) =a® b
con a € A, b € B satisface la condicion de intercalacion.

Demostracién. Sean a.b.c.d - D, entonces:

l.adb=adc=b=c

a®b = adc =
a®(adb) = ad(adc) =
(a@a)®db = (a®a)&c =
08b = 08¢ =

b = c

2. a®b=c®b= a=cse prueba de manera similar.
3.a®b=c®d=>a®d=cDb

a®b = codd
(adb)e(bed) = (cwd)S(dab)
(a®(b@bd)®d = (cB(dBd) Db
(a@0)®d = (cp0)Db
a®d = c&b.

ey

a

Definicién 2.3 La tripleta (m.n,p) de enteros no negativos se dice pura si
mn =0 o st m,n < p y se cumple la condicidn

(Z) =0 (mod2)

parap—m < k <n.
Lema 2.2 Si (m,n.p) es pura entonces (n,m,p) es pura.

Demostracién. Basta ver el caso mn # 0. (m,n,p) es pura si y solo si

mn<py
P\ = 2
(k) =0 (mod 2)



parap—m<k<nsiysélosimn<py

(‘;) =0 (mod 2)

parap—n <p—k <msiysolosi m.n<py (haciendo j = p —k)

(f) = (,Jfk) = (‘Z) =0 (mod 2)

para p —n < j < msiy sélo si (n.m.p) es pura. a

Lema 2.3 Si (m.n.p) espuray u < m.v < n.w > p entonces (u,v,w) es
pura.

Demostracién. Haremos la prueba en dos partes. primero probaremos
que con las condiciones del lema (u. v, p) es pura y luego que (u, v.w) es pura.
Para la primer parte basta ver quesip—u < k < ventoncesp—m <k <n

por lo que
(i) =0 (mod 2)

asi que (u,v.p) es pura. Para la segunda parte basta probar que si (m, n,p)
es pura entonces (m,n,p + 1) es pura y el resultado se sigue por induccién
en p. En efecto, tomemos k tal que (p+1) —m < k < n entonces claramente
se cumple que p—m <k <nyp-—m<k—1<n porloque

(1)) 7)) s morman

v entonces (m,n,p + 1) también es pura. a

[}

Lema 2.4 (m,n,p) es pura si y solo si (2m,2n,2p) es pura.

Demostracién. Consideremos las identidades

(ara) =25 (29



() =£062)-0)

(=) Sea k tal que 2p—2m < k < 2n. Es claro que si & es impar entonces
2 .
(%) es par. ademds. cuando k es par entonces se cumple que

(2:) = (k?z)2 (mod 2) =0 (mod 2)

va que (m, n.p) es puray p—m < k/2 < n, por lo tanto (2m. 2n. 2p) es pura.
(<=) Sea k tal que p — m < k < n. Notemos ahora que

(Z) = (z)f) (mod 2) =0 (mod 2)

ya que 2p — 2m < 2k < 2n. Esto implica que

(i) =0 (mod 2)

y por lo tanto (m, n,p) es pura a

Definicién 2.4 Sea n un natural. Denotaremos con l(n) al entero t tal que
2t < n < 2%*'. Para toda t > l(n) denotaremos por nyny—;...nng a la

ezpansion binaria de n, es decir:

t
n= E n;2*
1=0

con n; € {0,1} para 0 < i < t. Sim,n son naturales entonces diremos para
toda i > 0 que m; y n; son bits comunes de m y n.

Definicién 2.5 Diremos que los naturales m y n son complementarios si no
tienen bits comunes iguales a 1 (es decir, sim; =1 = n; = 0 o, equivalente-
mente, sim+n = m&n). si ademds eziste un natural t tal que m+n =2'—1
diremos que m y n son suplementarios. Diremos que m es una suma parcial
den si m yn—m son complementarios (es decir, sim; = 1 = n; = 1),
denotaremos esto por m < n.

11



Definicién 2.6 Para todo natural n < 2'*! el peso ||n|| de n estd dado por
t

[[nf| = z n.

=0
Lema 2.5 Para cualesquiera naturales a y b se cumple la desigualdad
lall + {i8ll = [la + b]|
con igualdad si y solo si a y b son complementarios.

Demostracién. Sea ¢ = a + b. Lo que se desea probar es que
n n n+l
Za, +Zb‘ > Zc,.
1=0 =0 1=0
Hagamos la prueba por induccién en n. Para n = 0 es cierto. lo que se puede
ver de la siguiente tabla:

ap_bo|ci colao+by|ci+co
0 0]0 0 0 | o0
g 1[0 1 1 1
1 0(0 1 A i
1 1|1 0 2 1
Ahora supongamos que para n < k se cumple la desigualdad. Entonces,

para n = k + 1 tenemos que:
E+l k41 & k+2

k
Sa+d > gt r > Gt GatY 6= o
=0 1=0 1=0 1=0 =0

donde ¢’ es el acarreo de la suma de los primeros k bits de a y b y la segunda
desigualdad se puede ver que es cierta de la siguiente tabla:

. )
biat | Ckra Chat | Gkar F bkar + € Chin + Cean

Qg4
0 0 0] 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 1
0 1 0] 0 il 1 1
0 1 1 1 0 2 1
1 0 0| 0 i 1 i
1 0 1 1 0 2 1
1 1 0 i 0 2 1
1 1 4 1 1 3 2

12



Entonces la desigualdad es cierta también para n = k£ + 1. De la prueba es
facil ver que la igualdad se cumple si y sélo si a y b son complementarios. O
Lema 2.6 El mdzimo entero k tal que 2¥|m! estd dado por

m

k=3 [Z] =m- lImll.
=1
Demostracién. La cantidad de nimeros < m y divisibles por 2 es [m/2],

por 4 es [m/4], .. .. por 2 es [m/2'], etc. Ahora. supongamos que 1 < j<m
es divisible por 2! entonces j es uno de los nimeros divisibles por 2,4....,2*
por lo que j se contd exactamente i veces en la suma anterior, por lo tanto,
esa suma coincide con el entero k. Sea n = [(m), entonces:

- S-S

i=1 i=1 j=0
n i-1 n

=Y > my= Z mi(28 — 1)
i=0 ;=0 =0
n n

= Zm,? - Zm, =m— ||m|.
=0 i=0

Como k depende de m, la denotaremos por k(m).

Lema 2.7 Seanr < s, entonces

(:) =1 (mod 2)

st y sélo st r es suma parcial de s.
Demostracién. Hagamos s = r + t. Sabemos que

() =1(mod2) ¢ k(s)=k(r)+k(s—r1)
& k(r+t)=k(r) +k(t)
o r+t—|r+t]|=r—|rll+t-Itl
< i+l =IlIrll + el
igualdad que se cumple si y sélo si r y ¢ son complementarios si y sélo si 7
es suma parcial de s. (m]

13



Lema 2.8 Si (m.n.p) es pura y t es un entero positivo tal que m,n,p < 2
entonces (m, 2 — p,2" — n) es pura.

Demostracién. Sean s = 2 —ny z = n — 1. Supongamos por el
contrario que p < 2' y que existe un enteror talquep—n<r<my

(i) =1 (mod 2).

Por el lema anterior, esto quiere decir que s; = 0 = r; = 0. Ahora notemos
que s y z son suplementarios y por lo tanto z; = 1 < s; = 0 de donde
z; =1 = r, = 0. Ahora considere al natural w = z + r, es claro que r es

suma parcial de w de donde
(w) =1 (mod?2)
#

pero por el lema 2.3 esto implicaque r+n—1=w < pyentoncest <p—n
lo cual es una contradiccion. a

Lema 2.9 Si (m,n,p) y (m,u,v) son puras entonces (m,n + u,p + v) es
pura.

Demostracién. Considere la identidad
p+d) _ (P\ (¢ P\( 4 P\ (e
Cr)=0)) +<1)<k—1)+ *(k)(t))'
Sabemos que para toda k tal que p — n < k < m se cumple que

(Z) =0 (mod?2)

v que para toda k tal que v — u < k < m se cumple que

(q) =0 (mod 2)
k

entonces los primeros k — v+ u y los ultimos k — p+n términos de la anterior
suma son pares y como en la suma hay k + 1 términos, ésta serd par si
(k—v+u)+(k—p+n)>k+1 oseacuando (p+v)—(n+u)<k<m
que equivale a decir que (m,n + u,p+ v) es pura. o

14



Lema 2.10 Si (m.n,p) es pura y k.t son enteros positivos tales que 2'~' <
m< 2, n=k2"+u yp=k2'+v donde 0 < u,v < 2! entonces (m,u,v) es
pura.

Demostracién. Es suficiente considerar el caso cuando u > 0. Primero
probemos que m < v. Si m > v, ya que v es una suma parcial de p y
v > p—n = v—u, entonces tendriamos una contradiccion a que (m, n, p) sea
pura. Supongamos ahora que existe un entero z talque v—u = p—n <z <m
y (¢) = 1(mod2). De esto es claro que (?) = 1 (mod 2), sin embargo esto
contradice otra vez que (m,n,p) sea pura. a

Definicién 2.7 Sean n,r dos naturales tales que r < I(n) entonces

r—1
n(r) = z w2},
=0

a(r) = n —n(r). Sis < r entonces n(r,s) = Aa(s) — A(r). Finalmente, si

AC{s,s+1,...,r =1} y para toda i € A se cumple que n; = 1 entonces
n(r,s, A) = Z n2'.
i€{s,ar—11\A

Definicién 2.8 Sean 0 < z < n dos naturales, entonces

U(n,z) =min{y € N|ly > z,y <n}
Yy
D(n,z) = max{y € Nly < z,y <n}.
Lema 2.11 Sean a,b,c,d numeros naturales tales que v < l(a), a, = 1,

b<a(r), c+d<a(r) +b. Entonces U(a,c)+ U(a,d) < 2" +b.

Demostracién. Por induccién en [|b]|. Supongamos que [[b]| = 0, es
decir b= 0y c+d < a(r). Sea s el mayor natural tal que c(s) > a(s) y sean

A = {ils+1<i<ra=1¢=0}
§ = {ils<i<ra=1¢=1}
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Entonces U'(a,¢) = a(r.s + 1.A) + 2°,d < a(r) — ¢ < a(r,5.8) y U(a,d) <
a(r, s, d). Por lo tanto

Ula,c) +U(a,d) < a(r.s + 1,A) + 2° + a(r,s,8) = a(r,s) +2° < 2".

Ahora supongamos que [|b]| > 0 y que el lema es verdadero para todos los
naturales con peso menor que |b||. Sean C = U(a,c) y D = Ula,d) y
supongamos por el contrario que C + D > 2" + b. Entonces tenemos tres
casos:

1. C (o D) esigual a 2" y por lo tanto D > b. Entonces ¢ > D(a,C) = a,,
d > D(a, D) > b de donde ¢ +d > a(r) + b.

2. C (o D) es mayor a 2". Ya que a, = 1 tenemos que ¢ > D(a,C) >
2". Sean ¢ = c¢— 2"y s = [(b) y notemos que U(a,c') = C - 2" y
U(a,c) + Ul(a,d) > 2° + b(s). Como ||b(s)|| < ||b]|, por la hipétesis de
induccién ¢(1) +d > a(s) + b(s) y finalmente c+d > 2" +a(s) +b(s) =
2" —2°+a(s)+b>a(r)+b.

3. C y D son menores a 2". Sea t = max{i|C; = D; = 1}. Ya que
C + D > 2" se cumple que C(t) + D(t) = 2". Si C(t) (o D(t)) = 0
entonces ¢ > D(a,C) = C(t) — 2t + a(t), d > D(a,D) > D(t) + b
ye+d>2" -2 +a(t)+b > a(r) +b. Si C(t)D(t) # 0 entonces
hagamos ¢/ = c— C(t) y d' = d — D(t) y notemos que U(a,c) = C(t),
U(a,d) = D(t) y U(a, ') + U(a,d') > b= 2° +b(s). Usando induccién
obtenemos nuevamente que c(1) + d(1) > a(s) + b(s). A partir de esto
continuamos como en el caso anterior.

En los tres casos obtenemos una contradiccién. a

Lema 2.12 Si(m,n,p), (u,v,p), (m,v,w), (v, n, w) son puras entonces (m+
u,n+v,p+w) es pura.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que m < u
y que n < v. Considere los siguientes casos:

1. p < w. Como (u,v,p) es pura, por el lema 2.4 tenemos que (2u, 2v, 2p)
es pura y por el lema 2.3 se tiene que (m + u,n + v,p + w) es pura.
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2

3.

m = u. Sea ¢ = min(p,w) entonces (m,v,q) es pura, por el lema 2.4
(2m, 2v,2q) es pura y por el lema 2.3 (m + u.n + v.p + w) es pura.

n = v. Idéntico al caso anterior.

Entonces el tnico caso que falta probar es cuandop > w, m <uyn <v.
Sean a = m+u, b =n+v, ¢ =p+ w y suponga que existe r tal que
c—b<z<ayz<c Veremos que esto nos lleva a una contradiccion. Sean
| =I(x) y r.s dos naturales tales que r <p, s<Qw y r +s = . Separemos en
dos casos:

1.

&)

p(l) + w(l) < 2'. En este caso p(l) — @(l) + p(l) —w(l) =p—w <
p—v=(c—w)—(b—n)=(c—b —(w-n)<c—b<z <2 de
donde p(l) — w(l) < 2! = p(1) + w(l) < 21 +p() +w(l) <27+ 2,
de donde p(l) — w(l) =2' y p— w = 2"+ p(l) — w(l).

Supongamos primero que p; = 7y = 1 y w —n > w(l). En este caso
p—v=(c-b-(w-n)<z-wl)=r+s-—wl)2ryw-v=
(P-v) = (p—w) < (z—wl)) - (@ +p@) —w®)) =z -2 = p() =
z(l) =p(l) =r() +s(l) —p(l) 2 s(l) =s. Yaquem+u>T=7+5s,
entonces se debe cumplir alguna de u > r 6 m > s, contradiciendo la
pureza de (u,v,p) 6 (m,v,w), respectivamente.

Ahora supongamos que w; = §; = 1 0 que w — n < w(l). Como
(w=v)+(w—n) = (c=b)—(p—w) < z—(p—w) = () +w(l) —p()) 2
w(l) + s(l) entonces se cumplen las condiciones del lema 2.11 para
(a,b,¢,d,r) = (w,s(l),w—v,w—n,l). Usando ese lema y que (m,v,w)
v (u,n,w) son puras llegamos a que m + u < dis)<2+z() =2
contradiciendo la eleccién de z.

. p(l) + w(l) > 2. En este caso py = w;. Como p(l) +w(l) > zy

p—w < z entonces p(l) + w(l) > p—w = p(l) +p(l) - w(l) — w(l)
de donde p(l) — w(l) < 2w(l) < 21, Esto implica que p(l) = w(l) y
que p—w = p(l) — w(l). Sea k = max{i € N|i < [,pi = w; = 1}y
pongamos las condiciones adicionales p(l, k) <y w(l, k) < s sobrer,s.
Considere primero el caso k < [ — 1, entonces w(l) < 2-lyu>z/2>
20=1 > w(l). Como (u,n, w) es pura se cumple que w —n > w(l) y por
lotanto w —v < x —w(l) < ryw—n < z—p() < sy laprueba
termina como en la primera parte del caso anterior.
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Ahora suponga que k = [ — 1. Si m < 2% entonces u > r — 28 >
max{r,s} y va que es cierta algunade p—v < r 6 w—n < s, esto
contradice la pureza de (u,v,p) 6 (u,n,w). respectivamente. Por lo
tanto m > 2% y como (m, v.w) es pura se cumple que w — n > 2.
Hagamos induccién en ||z||. Si ||z|| = 1 (es decir, si z = 2') entonces
(p—v)+(w-n) <2, w—v < 2% y tenemos una contradiccién.
Ahora suponga que ||z|| > 1 y que el enunciado es verdadero para
todos los nimeros de peso menor. Sean m' =m — 2%, p' =p — 25 v’ =
u—2% w' = w—2% 7' = £—2'. Es fcil verificar que (m', n,p'), (¢',v,p),
(m'.v,w') y (¥/,n,w') son puras. Por otro lado z' < ¢ = p’ + v/,
d—b<a' <a=m+uy|| < |zl Por la hipétesis de induccién
tenemos una contradiccion.

Esto termina la prueba. =

En este momento estamos listos para demostrar la conjetura de Yuzvinsky
en el caso diddico.

Teorema 2.1 Las siguientes dos condiciones son equivalentes:
1. (m,n,p) es pura,

2. existen subconjuntos finitos A, B,C C D de cardinalidades m,n,p tales
que A®@BCC.

Demostracién.

(<«=) Por induccién en p. Para p =1 el enunciado es obvio. Supongamos
que el enunciado es verdadero para todas las ternas (m/,n’,p') con p' < p
y sean A,B,C C D tales que A® B C C. Podemos suponer que 0 €
A,B,C. Denotemos por {di,d,...} al conjunto de generadores de D y
por Dy al subgrupo de D generado por {dy,ds,...,dx}. Finalmente, sea
¢ = min{k|A, B,C C Di}. Ahora sean

A4 =AND,, , Bi=BND,, , C,=CND,,
Ay=A\A1 , By;=B\B, , G=C\C

v denotemos a las cardinalidades de A;, B;, C; (i = 1,2) por m;, n;, p;, respec-
tivamente. Como D,_; es un subgrupo de indice 2 en D, tenemos que

A418BCcC , AA®B, CC
A®B,CCy, , A0 B, CC,
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Como 0 € C y p1,p2 < p, por la hipétesis de induccién sabemos que
(my,ny, p1), (M2, n2. p1), (my, n2, p2), (M2, ny, p2) son puras. Por el lema 2.12
también (m,n, p) es pura.

(=) Por induccién en m. Si m =1 el enunciado es obvio. Supongamos
que m > 1y que para toda (m', n’, p') con m’ < m (con m/, n’,p’ < 2°) existen
conjuntos A’, B'.C’ de cardinalidades m’, n, p’ en D tales que A'® B’ c C".
Sea (m,n.p) pura y t el entero tal que 2¢™! < m < 2.

1. Supongamos que n,p < 2' y sean a = 2! — p,b = m,c = 2 — n.
Por el lema 2.8 se tiene que (a.b,c) es pura y como a < 27! < m
existen subconjuntos A", B”,C" de cardinalidades a,b,c en D, tales
que A" @ B” C C". Entonces, los conjuntos A = B",B =D, \C",C =
D, \ A" satisfacen el enunciado y estdn en D;.

2. Ahora suponga que existen enteros no negativos k.l tales que n =
k2t +n',p = 128+ p' con 0 < n'.p' < 2% Suponga que | > k y
sean A, B’ subconjuntos de D, de cardinalidades m,n’ y ai,...,ak+1
elementos de D, donde 2°~! < k + 1 < 2°. Representemos D;, como
la suma directa D, ® D, y pongamos

k
B = (B' & ag+1) U(Dz D a;)

=1

La cardinalidad de B es n. Identificando a D, con el subgrupo D, &0 de
Ds.s obtenemos el conjunto C' = A® B de tamafio menor a (k+1)2° en
Dyys. Siues el entero tal que 24~} < [+1 < 2¥sip’ >0y 2* << 2*
si p =0y C es un conjunto de cardinalidad p tal que C' C C C Dyyy
entonces obtenemos los conjuntos A. B, C' que necesitabamos.

3. Finalmente, sea [ = k. Por el lema 2.11 se sabe que (m,n’,p') es
pura y, como se probé en el primer caso, existen conjuntos A, B’,C’
de cardinalidades m,n’,p’ en D, tales que A @® B’ C C'. La prueba
continua como en el caso anterior. a
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2.2 Prueba de Eliahou y Kervaire

Sea F un campo y f un polinomio no nulo de una variable con coeficientes
en F. El siguiente hecho es bien conocido:

Lema 2.13 Si A C F, |A| = r y f(a) = 0 para toda a € A, entonces
grado(f) > r.

En 1992 N. Alon y M. Tarsi generalizaron este resultado [AT], y posterior-
mente S. Eliahou y M. Kervaire [EK1] hicieron reformulaciones equivalentes
de la generalizacién. La forma dada por Eliahou y Kervaire es:

Teorema 2.2 Sean f un polinomio en el anillo F(zy,...,zn] y A1,...,An
subconjuntos de F tales que |A| =711,...,|Anl =70 y f(A1 X+ X Ap) =0,
entonces top(f) estd en el ideal (z',...,z7), donde top(f) es la componente

homogenea de f de grado mdzimo.

Demostracién. Por induccién en n. Para n = 1 se reduce al teorema
anterior. Sea n > 1y suponga que el resultado es cierto para n — 1. Sea
f € Flz1,...,2,). Podemos clasificar los monomios de top(f) en dos grupos:

o up,...,uk & (z70), Y
® Vg, € (200) C (204000 TR).

Como los segundos va estan en (z}!, . .., z}r), basta ver que {uy, ..., ux} C
(z7',...,2;"7), para lo cual podemos suponer que ! = 0. Consideremos

9(za) = [] (za — @) = 2} = h(zn)
a€An

donde grado(h) < 7,, entonces podemos reemplazar cada aparicién en f de
z7* con h(z,) y esto no afecta el hecho de que f(A; x --- x 4,) = 0. Ahora,
el nuevo top(f) = {uy,...,uk} & (zp*).

Ahora escribamos f como un polinomio en z,

f=fo+ fign+--+ fazh
con d < Tp.

20



Seaa € A; X -+ X A, y escribamos
fa(@n) = fo(@) + fi(@)zn + - + fa(a)z} € Flza].

Es claro que f,(An) = 0 de donde f,(z,) es idénticamente cero, pues
tiene al menos r, raices. Entonces, fi(a) = 0 para 1 < i < d de donde

fildy x -+ x A,_y) = 0 y finalmente top(f;) € (z7},...,z,"7') para toda 1.
Entonces

top(f) = top(top(fo) + top(f1)zn + -+ + top(fa)zh) € (27, 2).
(Este teorema es conocido como el lema de Alon-Tarsi.) a

Ahora podemos dar una segunda prueba de la Conjetura de Yuzvinsky en
el caso diddico. Recordemos que la funcién de Pfister ros estd definida como
el minimo natural n tal que (z + y)" estd en el ideal generado por (z7,y°) en
el anillo de polinomios F3[z,y].

El siguiente teorema se demuestra en [EK2J:

Teorema 2.3 Sea V' un espacio vectorial sobre F,. Sean A,B C V subcon-
juntos de cardinalidades r, s respecti te. Entonces |A® B| >ros.

Demostracién. Podemos suponer que V es el campo Fy con ¢ = 2™
para alglin entero positivo m. Sea C = A @ B. Sea

fay=Tla+y-0

ceC

en el anillo de polinomios Fy[z,y] (recordemos que + y — coinciden con &).
Evidentemente, f(A x B) =0.

Notemos que top(f) = (z +y)!C. Por el lema de Alon-Tarsi, esto implica
que (z + )/l € (z7,3°) en Fy[z,y). Entonces también se cumple que (z +
)l € (7, y*) en Fy[z,y], ya que todos los coeficientes de (z +y)!! estan en
F,. Por lo tanto, |C| > r o s, por la definicién de r o s. a
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3 Matrices intercaladas y variedades

Sea F' un campo finito. Un conjunto es una variedad algebraicaen F™ si es el
conjunto de ceros de algin polinomio en el anillo F(zy,....z,]. Mostraremos
que el conjunto de las matrices no intercaladas de tipo (r. s, n) es una variedad
algebraica exhibiendo un polinomio P;, tal que P,s(A) = 0 si y sélo si A no
es intercalada.

Sea z;; una variable correspondiente a la coordenada (i, j) de la matriz A
de orden 7 x 5. Sea ¢ = p™ una potencia de un primo p (g > 7s) y considere
los siguientes polinomios en Fy, el campo con g elementos.

Ri(X) = [ (@j—zw)
1<j<k<s
GxX) = I @s-=z)
1<i<k<r
QU(X) = H(zy — zu) H(za — 2h5) + (245 — zit) (Tit — Tij)

donde H(z) = 1 — z%@.

El teorema de Euler asegura que H(z —y) = 1si y sélosi z = y. Es
decir, §(z,y) = H(z — y) es la funcién caracteristica sobre Fy.

Ahora considere el polinomio

s 1<i<k<r

Pa(X)=[[®I]c I <&

i=1  j=1  1<j<i<s

Teorema 3.1 Sea A una matriz de orden r X s con colores en Fy, entonces
Prs(A) =0 si y solo si A no es intercalada.

Demostracién. Suponga que en A se cumple que a;; = a; para algunas
i, j, k entonces R;(A) = 0 y por lo tanto P,s(A) = 0. Suponga que en A se
cumple que a;; = ax; para algunas i, j, k entonces C;(4) = 0 y por lo tanto
P,s(A) = 0. La dltima forma en que A puede ser no intercalada es cuando
la submatriz 2 x 2 formada con las columnas 7, k y los renglones j,! tenga 3
colores como sigue:

k
b
a

<
o 8f~.



(los otros casos quedan cubiertos por los dos anteriores). Entonces Q) (A4) =
H(a—a)H(c—b) + (a—a)(c—b) =0y por lo tanto P,s(A) = 0.

Si A fuera intercalada entonces R;(4) # 0, C;(4) # 0 para toda i.j.
Ademds, toda submatriz 2 x 2 tiene alguna de las formas:

e

<
o9
Q. o

E

J
l

En el primero de los casos tenemos:

o8
o o

QY(4) = H(a - d)H(c—b) + (a — d)(c — b) = (a — d)(c — b) #0
v en el segundo caso:
Qi(A) = Ha—a)H(b—b) + (a—a)(b—b) = L #0.
Por lo tanto Pya(A) # 0. a
Note que el grado de () es
Lrs(r+5 =24 (g = Dl = s = 1) ~ 575

El siguiente lema es una observacién propuesta en [Sar]. Lo usaremos
para disminuir el grado de Py,.

Lema 3.1 Para toda u,v se cumple que H(u)H(v) + uwv = 0 si y sélo si
H(u)+H(v) =1.
Demostracién. Recordemos que H(0) = 1 y que H(z) =0 para = # 0.
(<) Sin pérdida de generalidad, H(u) =1y H(v) =0 de dondeu =0y
HuH@)+uw=1-04+0-v=0.
(=) Si acaso H(u) = H(v) = 1 entoncesu=v =0y
HuwH@)+uw=1-1+0-0=1
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que es imposible. Por lo tanto alguna de ellas. digamos H (u), es igual a 0.
De aqui uv =0.v =0y H(v) = 1. Finalmente H(u) + H(v) =0+1=1. O
Sea
QX)) = H(zyy — zt) + Hizy — 245) — 1
entonces es claro que O (.\X) = 0'si y sélo si QJ(X) =0.
Lema 3.2 La submatriz 2 x 2 de la matriz pseudolatina A formada por las

columnas 1,k y los renglones j,! tiene una cantidad de colores distintos de-
terminada por el valor de O})(A) de la siguiente manera:

Demostracién. Sean h = O}(A) y a,b,¢,d los colores de la submatriz
mencionada.

e Sia,b,c dson todas distintas entonces h = H(a—c) + H(b—d) —1 =
0+0-1=-1.

eSia=cyb=dentoncesh=H(a—a)+H(b-b)-1=1+1-1=1.

e Finalmente, si a = ¢ pero b # d tenemos que h = H(a —a) + H(b —
d)—-1=1+0-1=0. a

Ahora considere el polinomio

r s 1<i<k<r
N =[IR I I o4
i=1 J=1  1<5<iI<s

Teorema 3.2 Sea A una matriz de orden r x s con colores en Fy, entonces

Nis(A) = 0 si y s6lo si A no es intercalada. Es mds, [[155h5, OF es (=1)*

st A es intercalada y tiene t submatrices 2 X 2 con cuatro colores.

Demostracién. Inmediata de los lemas anteriores. o
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Note que el grado de N, es

—rs(2r+2s—4+(g=1)(r = 1)(s = 1)) ~ =r%s°.
Ahora podemos reformular la conjetura de Yuzvinsky. Sea
B*=Bx---xB
—
rs veces
Conjetura 3.1 Sea F, un campo finito de cardinalidad ¢ > ros — 1 y sea

B C F, tal que IB| =ros— 1, entonces Ny5(X) = 0 para toda X € B".

En particular. si la cardinalidad del campo es ¢ = r o s — 1. entonces
B = F, y N;5(.X) es idénticamente cero.
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4 DMatrices intercaladas diddicas y no diadi-
cas

Recordemos que una matriz intercalada es diddica si y sélo si es una submatriz
de la tabla de Cayley del grupo diddico. En esta seccién mostraremos algunas
condiciones que nos garantizan que una matriz intercalada de tipo (r.s.n)
es diddica.

Posteriormente mostraremos algunas propiedades de las matrices inter-
caladas no diadicas de orden 4 x s.

4.1 Matrices intercaladas diddicas

El siguiente resultado se puede encontrar en [Yiul]:

Lema 4.1 Sea A una matriz intercalada de tipo (n,n,n) entonces n es una
potencia de 2.

Demostracién. Sean P, Q dos matrices intercaladas de tipos (a.b.c) y
(u,v,w). Considere la matriz M = P ® Q definida por M;; = (Pyj, Qujn
donde i =#'u+i",j =jv+;"y0<i" <u,0< j”<v. Es facil ver que M
es intercalada y se le llama el producto tensorial de P v Q.

Recordemos que D es la tnica matriz intercalada de tipo (2, 2, 2), es mas,
Dy =D, ®---® D, (k veces) son matrices intercaladas de tipo (2, 2%, 2¥).
Veamos que son las tnicas de ese tipo.

En una matriz intercalada de tipo (r, s, n) llamaremos a un color completo
si aparece min(r,s) veces. Si r = s entonces ese color aparece en todos los
renglones y columnas (diagonalmente completo). Ademads, por la propiedad
de intercalacién, la matriz es simétrica. No es dificil ver que si una matriz
M de tipo (r,r,n) tiene dos colores diagonalmente completos entonces .\ es
equivalente al producto tensorial M/’ ® D, donde M’ es de tipo (r',r',n'),r =
2r'.,n = 2n'. Si tenemos una matriz ) de tipo (n,n,n) todos sus colores son
diagonalmente completos. Aplicando repetidamente la observacién anterior
concluimos que n = 2¥ para alguna k > 0. O

A continuacién demostraremos algunos resultados similares:

Lema 4.2 Sea A una matriz intercalada de tipo (n — 1,n,n) entonces n es
una potencia de 2.
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Demostracién. La frecuencia promedio de aparicién de los n colores es
f =n(n—1)/n =n—1. Si algin color apareciera menos de n — 1 veces.
entonces algin otro debera aparecer al menos n veces (principio de casillas)
que es imposible pues sélo hay n — 1 renglones. Entonces todos los colores
aparecen exactamente n — 1 veces v cada uno de ellos no aparece en alguna
columna. Agregue un renglén a A y en cada coordenada de ese renglén
ponga el color que no aparece en cada columna. Esta nueva matriz B es de
tipo (n,n,n). Suponga que B no es intercalada. entonces considere las dos
columnas .X' v Y donde se viola la intercalaciéon. Sean z v y los colores que
aparecen en el ultimo renglén de B en las columnas .Y v }" respectivamente.
Ahora r aparece en la columna Y de A y y aparece en la columna X de 4
pero no aparecen en el mismo renglén. Sea c el color que estd en la columna
X" en el mismo renglén que z en la columna Y. Como ¢ # y entonces c estd
en la columna ¥ de A y por lo tanto debe formar intercalacién con z (pues
A es intercalada) pero esto es imposible pues sabemos que z no estd en .X.
Por lo tanto B es intercalada v por el lema 4.1 n = 2¢ para algun ¢. a

Lema 4.3 Sea A una matriz intercalada de tipo (n — 1,n —1,n) entonces n
es una potencia de 2.

Demostracién. La frecuencia promedio de aparicién de los n colores
es f = (n—1)2/n > n — 2. por lo tanto existe al menos un color a con
frecuencia n — 1, el cual podemos suponer que se encuentra en la diagonal
principal de 4. Como hay n colores. en cada renglén falta exactamente un
color y ese color no es a. Sea B la matriz que se obtiene de A al aumentarle
una columna y colocar en cada coordenada de esa columna el color que falta
en el renglén. Demostraremos que B es intercalada. Supongamos que no lo
es, entonces debe ocurrir alguno de los siguientes casos:

1. algin color r se repite en la ultima columna de B, o

2. existe alguna submatriz 2 x 2 con tres colores.

En el primer caso, podemos suponer que r esta al menos en los tltimos dos
renglones de B, tiene frecuencia < n — 3 en 4 v entonces existe otro color
b con frecuencia n — 1. Ahora, los tltimos dos renglones de A forman una
submatriz de tipo (2,n — 1.n — 1) de donde n es impar y esa submatriz es

de la forma
0123 a b
103 b a

()

¥
=1



Usando que A es intercalada v que b forma (n — 1)/2 intercalaciones con
a. nuestra matriz 4 debe ser de la forma

a b 01
b a 10
a 2 3

b a 3 2

a b u v

b a v u

0123 u v oab
1032 v ou b oa

Ahora, r aparece en algin renglén de 4 y podemos suponer que aparece
en la posicién marcada con una z en la matriz anterior. Esto obliga a que
ahora .4 se vea como

a b r u 3 01
bawur 10
ruab 2 3
ur b oa 3 2

a b u v

b a v u
0123 u v oa b
1032 v u b a

donde el color u no estd en {0, 1,2,3,a,b,7}, pero esta matriz ya no es inter-
calada (mire las casillas con color 3 de los renglones superior e inferior y las
submatrices 2 x 2 que las contienen). Por lo tanto, el color r no se repite en
la dltima columna de B.

Un analisis similar al del lema 4.2 demuestra que el segundo caso tampoco
es posible, por lo tanto B es intercalada de tipo (n — 1,n,n) y por el lema
1.2 se tiene que n es potencia de 2. a

Evidentemente las matrices de tipo (n,n,n) son diddicas. Hemos visto
que las unicas matrices de tipos (n—1,n,n) y (n—1,n—1, n) son submatrices
de las primeras. por lo tanto también son diadicas.

También podemos deducir los siguientes resultados:
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Corolario 4.1 Si ninguna de n y n — 1 son potencias de 2 entonces
N(n.n) > N(n—=1l.n—=1)>2n+1.

Corolario 4.2 Sean a.b naturales tales que 2t=' < 2t —2 < a,b < 2¢,

entonces \'(a.b) = 2¢.

Corolario 4.3 Sea a tal que 2'~! < 2' — 2 < a < 2', entonces para toda b
tal que 2 —a+ 1 < b < 2' se cumple que N(a,b) = 2.

Sea R un subconjunto de D y sea G(R) el subgrupo de D generado por
R. Denotemos por E(R) al subconjunto de G(R) de aquellos elementos que
son suma de un numero par de elementos de R. Denotemos por (R) a la
matriz diddica que tiene como generadores a R en las columnas y a E(R) en
los renglones.

Una matriz intercalada A estd incluida por columnas en otra matriz in-
tercalada B si A es isotdpica por columnas (es decir. no se permite hacer
permutaciones de renglones) a una submatriz de B. Una matriz intercalada
es coneza si para cualquier particién de sus columnas en dos conjuntos X
v Y existe al menos un color que se encuentra en ambos conjuntos. Una
componente coneza de 4 es una submatriz conexa formada con columnas de
A tal que no se le puede agregar ninguna otra columna de A y seguir siendo
conexa. Una matriz intercalada es homogenea si existe un subconjunto R de
D tal que cada componente conexa de )/ estd incluida por columnas en (R).

En [CGM1] se demuestra que:

Teorema 4.1 Sea M una matriz intercalada. Entonces M es diddica si y
solo si es homogenea.

Usaremos este criterio para demostrar que toda matriz intercalada de
orden 7 x s con r < 3 es diddica.

Teorema 4.2 Si A es una matriz intercalada de orden v x s con v < 3
entonces A es diddica.

Demostracién. Sea r = 3 v a uno de los colores de A. Este color define
una componente conexa de .4 que es isotépica por columnas a una submatriz

de
d

a b c
b adc
cda b
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la cual estd incluida en D. Por lo tanto. 4 es homogenea v se sigue que es

diddica. Como cualquier matriz intercalada de orden 1 x s 6 2 x s se puede

extender a una matriz intercalada de orden 3 x s (agregando renglones con

colores nuevos), hemos terminado. o
Una biusqueda por computadora mostré que:

Teorema 4.3 Si A es una matriz intercalada de tipo (r,5,705) conr.s < 8
entonces A es diddica.

Ambos resultados son los mejores posibles debido a la existencia de una
matriz intercalada no diddica de tipo (4,9,409). Ademads. si {r,s} = {5.9}
6 {5,16} y la matriz 4 de orden r x s es 6ptima entonces A es diddica.

4.2 Matrices intercaladas no diddicas

Una cointercalacion es una submatriz de orden 2 x 2 con cuatro colores
distintos. Denotemos por |X| a la cardinalidad del conjunto X' y por v(B)
al conjunto de colores distintos en la matriz B. Sea A el operador diferencia
simétrica. En [CG\1] podemos encontrar el siguiente teorema que caracte-
riza las matrices intercaladas diddicas:

Teorema 4.4 Sea )M una matriz intercalada. Entonces M es diddica o,
en caso contrario, existe una familia C de cointercalaciones de M tal que
[Acecv(C)] = 2.

A continuacién. demostraremos algunos resultados para matrices inter-
caladas no diddicas de orden 4 x 4.

Lema 4.4 Ezisten eractamente tres matrices intercaladas no diddicas de
tipo (4,4, n) (salvo isotopia). Ademds n = 10 en todos los casos.

Demostracién. Es facil ver que las unicas matrices con las propiedades
requeridas son:

SN

M, = My = M=

Ot = = O
H— 0t O =
0 o w N
© -1 w
® = O
S OO =
ot W N
O~ W
~N oo
o~ o
0 o

© 4 oW
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En .M, podemos tomar C = {{0,2.4,6}.{0,2.4.9}} con A = {6,9}. en M,
podemos tomar a C = {{0,2.4,6},{0,2.6,9}} con N = {4.9}, v en \[3
podemos tomar a C = {{0,2.5.6},{0,5.6.9}} con A = {2.9}.

Las tres matrices tienen exactamente 10 colores distintos y ninguno de
ellos tiene frecuencia > 3. o

Lema 4.5 Toda matriz intercalada no diddica de orden 4 x s contiene a
alguna de M. My, My como submatriz.

Demostracién. Sea .4 una matriz intercalada no diddica de orden 4 x s.
Considere un color 0 en A de frecuencia méaxima f. Si f = 4 entonces 0
genera una submatriz de 4 de alguna de las siguientes formas:

3

= A=

=R EM
N e o
oW o~
o O W
[S IR JESTINN

01
10 2
2 3 1
3 2 0
siendo ambas diddicas y con la propiedad de que ninguno de los colores que

aparecen en ellas puede aparecer en ninguna otra columna de A.
Si f = 3 el color 0 genera las siguientes submatrices:

0123 012467
o] rose L-|to3s576
BTl 23001 Tl 2306 45

456 7 5 47132

(A contiene como submatriz al menos a las primeras tres columnas de ellas)
siendo ambas diddicas y con la propiedad de que ninguno de los colores de
una submatriz maximal de las anteriores (que sea submatriz de A) puede
aparecer en ninguna otra columna de A.

En cualquiera de los anteriores dos casos podemos eliminar una o dos
columnas que contienen al color 0 preservando la propiedad de que la matriz
asi obtenida es no diddica. Por lo tanto, podemos suponer que ningin color
de A tiene frecuencia > 2.

Todo color con frecuencia 2 estd apareado con otro de frecuencia 2 en
una intercalacion. Esta pareja de 2 colores ocupa entonces 4 coordenadas
en A. Como A tiene 4s coordenadas. existe un multiplo de 4 de colores con
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frecuencia 1. Podemos suponer que no existe ninguna columna con cuatro
colores de frecuencia 1, pues al eliminarla de 4 sigue siendo no diddica.
Claramente todos los colores de frecuencia 1 aparecen a pares en las columnas
de A. Sean a, b, c. d cuatro colores de frecuencia 1 en . entonces pueden estar
colocados como sigue:

B, = By = By =

SO IS
S =]
[CRSICAE
wao o
[CR-ICY
W a o

donde 0, 1,2, 3 son colores de frecuencia 2 (no necesariamente distintos). Si
- contiene al menos 8 colores de frecuencia 1, entonces contiene a B3 pues
al menos dos columnas de 4 contendrén a sus colores de frecuencia 1 en dos
renglones comunes. Si A sélo tiene 4 colores de frecuencia 1 y no contiene
a B3 como submatriz, entonces es imposible que A contenga a B, como
submatriz, de donde 4 contiene a B, y es de la forma:

a 236 7 e =1 n
b 327 6 . n n—1
01 435 n—3 n-2 e
105 4 n—-2 n-3 d
En cualquiera de los casos A contiene a M, M, 6 Mj. a

Lema 4.6 Ninguna matriz intercalada simétrica contiene a My, Mz 6 M
como submatriz.

Demostracién. Sea 4 una matriz intercalada simétrica y suponga que
contiene a M, (i = 1,2, 3) como submatriz, entonces también contiene a MT
como submatriz. Considere los renglones y columnas ocupados por M;, MT
y la submatriz B de A formada precisamente por esos renglones y columnas.
Demostraremos que B no puede ser intercalada y, por lo tanto, tampoco A.

Podemos permutar los renglones y columnas de B de modo que M; ocupe
la submatriz de orden 4 x 4 en la esquina inferior izquierda y que MT ocupe
la submatriz de orden 4 x 4 en la esquina superior derecha. La matriz C
obtenida no necesariamente es simétrica. Es posible que f; se intersecte
con AT en un color de frecuencia 1 6 2, o que no se intersecten. Veamos la
prueba para el tltimo caso.

32



Caso 1. C contiene a ).

= = = = i

a3 — — — 1

= = = =

- - a - 3

&= o1 2 3 -

1 0 3 2 -

4 5 6 7T -

5 4 8 9 -
Si a; = a. entonces obtenemos que a, = a.

Caso 2. C contiene a M.

ol w o |

© ~1 o w |

| wro—o

NWw O -

az

~1 O Tt

| © 0 &

= ay ay = a. de donde los
colores 7 vy 8 deberian ser iguales. contradiccion.

~1 O Ot

C1

© ot o

Si by = h.c; = c, entonces obtenemos que by = b, by = b, c; = ¢, c3 = ¢, de

donde los colores 4 y 9 deberian ser iguales. contradiccién.

Caso 3. C contiene a 3.

€1

1o~ o |

o ~1o+ |

0 Ot o & |

© ot |

0
1
2
3

-1 o

- o

| & © oo~

€3

Si d; = d.e, = e, entonces obtenemos que e; = e, e3 =€, dy = d, d3 = d, de

donde los colores 2 y 9 deberian ser iguales. contradiccion.

La prueba es similar en los casos donde )/; se intersecta con M en un

color de frecuencia 1 6 2.
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5 Particiones de matrices intercaladas

En esta seccién introduciremos el concepto de particién de una matriz inter-
calada y calcularemos las particiones asociadas a las submatrices principales
de la tabla de Cayley del grupo D.

Definicién 5.1 Una particion II del entero P es una lista de la forma
H:n'f‘~n§2~...-nfn"‘
de enteros tal que:
1. n;=n; siysolosii=j
2. k; > 0 para toda t
8. P=kin; +kona+ -+ + kmnpm.

Al nimero m se le llama la longitud de la particion y a las n; se les llama
sumandos. Dos particiones I1,,Il, del mismo entero P son consideradas
iguales si difieren en el orden de sus sumandos. Por convencidn llamaremos
€ a la particion de P = 0 (vacia).

Ejemplo 5.1 Las particiones de 5 son: 5',1'-41,21.3112.31 11.22,13.2! 15,

Definicién 5.2 Sea A una matriz intercalada de tipo (r,s,n), entonces la
particion I1(A) asociada con A es la particion II de rs tal que existen ezac-
tamente k; colores que aparecen, cada uno, eractamente n; veces en las coor-
denadas de A. En el caso de que A sea una submatriz principal de la tabla
del grupo D, su particion asociada también se denotard por II(r,s).

Ejemplo 5.2 I1(3,6) = 1222 3%,

Definicién 5.3 Una particion I1 de rs se dice realizable si eriste una matriz
intercalada A de tipo (r,s,n) tal que IT =TI(A).

Ahora procederemos a calcular II(r, s).

ok

Lema 5.1 Sir < 2* entonces II(r,2%) = r*".
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Demostracién. Sabemos que N(2F,2%) = 2* por lo tanto, todos los
colores son diagonalmente completos, lo que implica que cada uno aparece
exactamente una vez en cada columna. Si nos fijamos sélo en los primeros 7
renglones tendremos que cada uno de los 2 colores aparece r veces. a

Lema 5.2 Sir < 2% < s < 25+, entonces [I(r, s) = [I(r, s — 2¥) - r2*.

2k+l

S ok+1

- ‘

Demostracién. La matriz de orden 7 X s se puede dividir en dos subma-
trices, una de orden r x 2% y la otra de orden 7 x (s — 2¥), las cuales no tienen
colores comunes. Por lo tanto. la particién asociada a la matriz original es la
concatenacién de las particiones asociadas a estas dos submatrices, las cuales
son, respectivamente, r2* y II(r,s — 2¥). m]

35



Definicién 5.4 Si II es la particion
nfte.onkn
y n es un entero, entonces [1 © n se define como la particion
(ny + )% - (A + n)fm - proitethm)
paran > ky + -+ kpy.
Lema 5.3 Si2F < r, s < 2! entonces
(r,s) = (r+s — 2612 (II(r — 2%.5 — 2F) @ 2%).
ok+1

Demostracién. Podemos dividir la matriz de orden 7 X s en cuatro
submatrices: A de 2% x 2k, B de 2% x (s — 2¥), C de (r — 2F) x 2¥ y D de
(r —2*) x (s — 2¥). Es claro que B y C contienen a los mismos colores, y que
los colores de D son un subconjunto de los colores de 4. De hecho, podemos
unir a C con la transpuesta de B y obtenemos una matriz con particién
I(r+s—2k1 26) = (r+s— 2k+1)2* " Para el término derecho, basta ver que
si [I(D) = n¥' - ... nkr, entonces los colores de D aparecerdn otras 2k veces
en A. Los colores de 4 que no estdn en D apareceran exactamente 2% veces
en toda la matriz. Esto es precisamente la definicién de TI(D) @ 2*. a

Teorema 5.1 II(r, s) estd dado por:

€ r=0ds=0
(r.s) ={ T(r,s —2%)-r* &2k < g g 26
(r+s— 2502 (II(r — 2%,s = 2%) @ 2%) 2% <15 < 2!
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Demostracién. Inmediato de los tres lemas anteriores. a

En términos de particiones podemos reformular la conjetura de Yuzvinsky
como sigue:

Conjetura 5.1 Sea A una matriz intercalada de tipo (r,s,n) tal que
(A4) =nf ... nkpe

entonces n =

1+ -+kn>ro0S.

En el apéndice C se puede encontrar una tabla de particiones realizables
en matrices intercaladas éptimas.
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6 La conjetura en el rango 32 x 32

Como se mencioné anteriormente. se sabe que la conjetura de Yuzvinsky es
cierta cuando r < 5 y cuando r.s < 16. En esta seccion presentamos una
prueba del primer hecho y también un estudio de las condiciones que se deben
de cumplir para que la conjetura sea cierta cuando r.s < 32.

6.1 Signabilidad

El siguiente resultado es bien conocido (ver por ejemplo [CEGMZ]):

Teorema 6.1 Sea A una matriz intercalada signable de tipo (r.s.n), en-
toncesn > ros.

Demostracién. Bajo la hipétesis, la matriz 4 determina una férmula

@+ )G+ ) =4+

(Como en el ejemplo 1.3) Ahora. por un teorema de Hopf y Stiefel [H, St] se
tiene que n > ros. a

Llamemos intercalacidn a una submatriz 2 x 2 con dos colores. La matriz
de incidencia de A es la matriz A que tiene como renglones a sus coorde-
nadas, como columnas a sus intercalaciones, y como colores .-.lc, = 1sila
intercalacién [ ocupa la coordenada C' y Acr =0 en otro caso.

Sea I el vector con todas sus entradas iguales a 1. En [CGM2, Yuz]
podemos encontrar que:

Lema 6.1 A es signable si y solo st el sistema de ecuaciones zd =1 tiene
solucion sobre F,.

Lema 6.2 Uno y sdlo uno de los siguientes sistemas de ecuaciones tiene
solucion sobre F: (1) zA =10 (2) Aw=0,1w=1.

En [CGM4] se demuestra que las matrices intercaladas con cinco renglones
0 menos son signables:

Teorema 6.2 Toda matriz intercalada de tipo (r,s,n) conr < 5 es signable.
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Demostracién. Sea w una solucién al sistema de ecuaciones (2) del
lema anterior. Supongamos que w tiene q; intercalaciones en la columna i de
4. Al menor de los a; lo llamamos el tipo columna de w. Definimos el tipo
columna de A como el minimo de los tipo columna de los w que contiene.

Diremos que una matriz intercalada es conezasi para toda particién de sus
columnas en dos conjuntos no vacios .\, 1" existe un color ¢ que se encuentra
tanto en .\" como en Y. Diremos que una matriz intercalada es completa si
cada uno de sus renglones es una permutacién de todos los demas.

Supongamos. para una contradiccién, que existe una matriz intercalada
A no signable con cinco renglones. Podemos suponer que .4 tiene el menor
nimero de columnas posible v, de entre aquellas matrices no signables con
dicho nimero de columnas. podemos ademés suponer que A tiene el menor
tipo columna posible. En particular. A tiene al menos cuatro casillas en cada
columna. al menos cuatro intercalaciones en la primera columna v es conexa.

Supongamos que -4 alcanza su tipo columna en w y que w alcanza su tipo
columna en la primera columna.

1. A no puede contener una submatriz principal 4 x 3 de D. Si A tuviera
tal submatriz, entonces .4 tendria una submatriz principal 5 x 8 de D.
Pero siendo ésta tltima completa, conexa y signable, A no seria conexa,
lo cual es una contradiccién.

a b cld e f g -
b ad|lc f e — g
cdalb g — e f
d c bla — g f e
e f gl— a b ¢ d

2. Si alguna casilla de las ocupadas por w en la primera columna perte-
nece a 4 intercalaciones, entonces existe en A una submatriz principal
3 x4 de D que usa la primera columna. Luego, mediante una operacién
elemental podemos reducir el tipo columna de w, y por lo tanto el de
A, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto cada casilla de A en la
primera columna pertenece a lo més a dos intercalaciones de w y por
lo tanto. A es de tipo columna 4 6 5.

3. Supongamos que A es de tipo columna 5. En particular w usa las cinco
casillas de la primera columna. Entonces A contiene necesariamente
una subestructura de la forma:
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A

b a d

& a e

d b e
e c d

Esta matriz se puede llenar en forma unica como sigue:

a b c f g h

ba i d j k

c i al e m

d fnbme

e o g k ¢ d

Esta matriz se extiende a su vez, también de forma unica, a:

ab c f g hlde i n ol j k m —
ba i d j k|f oc b en g h —-—m
cial e mingbdj f o - h k
d fnbmelahl ¢c k i — o g J
e o gk ¢c dlhajmb- 1 f n I

La cual es una matriz completa, conexa y signable. Esto contradice
que A es conexa.
. Supongamos que A es de tipo columna 4. Entonces w tiene exacta-

mente cuatro intercalaciones v ocupa exactamente cuatro casillas de la
primera columna de A. Necesariamente A tiene una subestructura:

a b c

b a d

c a d
d b ¢

Esta matriz se puede llenar en forma tinica como sigue:

f
h
d
c

(SIS )
©c Q8 o
e Q o
S >aon
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(a)

(b)

Si en el quinto renglén de esta submatriz aparece uno de los colores
de la misma. entonces se obtiene la inica matriz intercalada 5 x 5
con frecuencias {2.3,3.3,3,3,4.4}, la cual se extiende de forma
Unica a una 3 x 8 completa, conexa y signable. Contradiccion.
Alguno de los colores e o g de la segunda columna pertenece a w.
sin pérdida de generalidad supongamos que es g. Entonces g debe
aparecer en una nueva columna. Si

a b c e f h
ba g d h f
c g a h d e
de f b cyg

entonces se obtiene una matriz 4 x 6 con 12 intercalaciones cuya
diferencia simétrica es cero, de ellas cuatro estdn en la primera
columna. Esto contradice la minimalidad de 4. Por lo tanto g
estd también en un nuevo renglén

a b c e f -
b a g d h -
c g a h d —
d e f b ¢ —
E e

Esto en particular dice que el color g sélo puede aparecer tres
veces en A, por lo que las intercalaciones que lo contienen deben
pertenecer a w. Esta submatriz sélo puede completarse de la forma

a b c e f i
b a g d h j
c g a h dk
d e f b c I
m k j n oo g

Al menos uno de los colores 7,/ pertenece a w, y por lo tanto
debe aparecer al menos otras dos veces en A. Esta submatriz
puede extenderse agregando una columna con al menos uno de los
colores ¢, l apareciendo en alguno de los renglones 2,3 6 5. La nueva
submatriz se extiende de forma tnica a una completa, conexa y
signable 5 x 16, lo cual es una contradiccién.
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Esto termina la prueba del teorema. o

Corolario 6.1 Sea A una matriz intercalada de tipo (r,s,n) con r < 5,
entoncesn > ros.

6.2 El rango 32 x 32

El siguiente resultado es bien conocido y nos muestra una forma alternativa
de construir la tabla de Cayley de D:

Lema 6.3 Sea N una matriz v x s tal que a;; es el menor natural que no
aparece en el conjunto {ai,...,a;;-1} U {ao,...,ai_1;}, entonces N es la
mairz principal T X s de D.

Demostracién. Mostraremos por induccién en i que a;; = 7 @ j. Para
¢ = 0 es claro que ag; = j = 0@ j. Supongamos que a;; = i’ @ j para toda
i < iy que aj; = i@ j para toda j' < j. Por el lema 2.1 sabemos que
l=i®j ¢ {aw,...,a;-1}U{agj,...,ai-1;} = {i®0,...i0 (- 1)}u{0®
Jen (-1 @35}

Falta ver que toda n < [ se encuentra en ese conjunto. Sea k tal que 7,5 <
2% y considere las expansiones binarias de 4,7,1,n. Sea m el mayor natural
tal que n,, # ln. Como n < [ es facil ver que n,, = 0 y que [, = 1. Esto
implica que ip, @ jm = 1, es decir, uno de {im,jm} es 1 y el otro 0. Suponga
sin pérdida de generalidad que i,, = 0y jm = 1 y considere el niimero j' < j
que tiene como expansién binaria jg, ..., jm+1,0,im-1 ® Nm—1,.-.,% D No.
Entcnces, a;; =i® j' = n y terminamos. |

En lo que sigue necesitaremos el siguiente:
Lema 6.4 Para toda r,s se cumple quer +s—12>ros.

Demostracién. Supongamos que 7,5 < 2'. Haremos la prueba por
induccién en t. Para t = 0 es cierto. Suponga que la desigualdad es cierta
para todos los 7, s < 2¢. Ahora considere r, s < 2*1. Sir, s < 2¢ ya acabamos.
Sir <2< s <2+l seaz =s—2. Entoncesros =2'+r0z < 24+r+2—1=
7+ s — 1. Finalmente, si 2¢ < r,s < 2!*! entonces ros = 2*! < r + s, de
donderos<r+s-—1. (m]
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Ahora supongamos que la conjetura de Yuzvinsky es falsa. Sea A de
tipo (r.s.n) un contraejemplo con r + s minimo a la conjetura. es decir. con
n < rosysea.V la matriz principal de r x s de D de tipo (r.s.r os). Sea
c=ros—1.

Supongamos que el color c¢ se encuentra en la submatriz principal de p x ¢
de NV con p < r 6 q < s. Entonces, por la minimalidad de 4 se tiene que
esta submatriz es éptima de tipo (p.g.c + 1), pero entonces la submatriz
principal de p x ¢ de 4 con m < n colores tiene al menos ¢ + 1 colores, es
decirc+1 < m < n < c+1, lo cual es una contradiccién. de donde el color
¢ solo aparece en la esquina inferior derecha de V.

Como c tiene frecuencia 1. no hay intercalaciones en N que lo contengan,
v se tiene que todos los colores de los tiltimos renglén v columna son todos
distintos: por lo que hay al menos (r—1)+(s—1)+1 = r+s—1 colores y esto
junto con el segundo lema dice que ros =r+s—1 y entonces n < r+s—2.

Ahora. se puede ver facilmente que el color ¢ — 1 tiene que aparecer en la
submatriz principal 7 x (s —=1) 6 (r —1) x s de N de modo que ro(s—1) =
r+s—26(r—1)os=r+s—2. Cualquiera que sea el caso, esa submatriz
es optima de donde cualquier matriz r x s tiene al menos r + s — 2 colores,
de donde finalmente obtenemos que n = r + s — 2. También el color a,s tiene
frecuencia al menos 2 (pues en otro caso habria > r + s — 1 colores en A).

Como A tiene n < 7o s entonces A no es diddica de donde (r, s, n) no
es pura por lo que existe k con n —r < k < s tal que (:) = 1. Entonces
s—2< k< syfinalmente k=s—1. Deaquiseveque (r—1)@®(s—1) =
(r=1)+(s-1).

Si queremos extender la conjetura de Yuzvinsky hasta r,s < 32. basta
demostrar que no existen matrices intercaladas de ninguno de los 37 tipos:

e (17,5,15+ s) para 6 < s < 16,

e (18,2s+1,17+2s) para3 < s < 7.

e (19,6,23), (19,9,26), (19,10, 27), (19.13,30), (19,14.31),
e (20,9,27), (20,13,31),

e (21,5,19+s) para9 < s <12,

o (22,9,29), (22,11,31), (23,9,30), (23.10,31), (24,9,31),
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.23+ s) para 6 < 5 < 8.
e (26,7,31), (27,6, 31)

pues son los tnicos valores de r,s < 32 tales queros=r+s—1y queno
estan cubiertos por los casos ya resueltos.

Notemos que en 23 de estos casos se tiene que ros—1 es primo o potencia
de un primo v nos podemos auxiliar de la reformulacién de la seccién 3.
(Conjetura 3.1)

Cabe mencionar que si alguna de esas matrices existiera, entonces tendria
que ser no diddica.



7 Algoritmos

Presentaré el pseudocédigo de los algoritimos mds importantes empleados
durante el desarrollo de este trabajo. Los programas que implantan estos
algoritmos estdn escritos en ANSI C v han sido compilados sin modificaciones
en los siguientes ambientes:

e PC Pentium. \S-DOS. Turbo C++.
e PC Pentium, Linux. Gnu C Compiler.
e HP 9000. HP-UX. C Compiler.

e Dec Alpha, OSF/1. C Compiler.

Los programas completos se pueden encontrar en el disco que acompafia
a este documento. En esta seccién A serd una matriz intercalada de tipo
(r.s.n) con 1 <rs <16y 1 < n < 236, excepto donde se indique algo
distinto. Los colores de 4 estan en el conjunto {0,.... n—1}.

Representacion de conjuntos

En ANSI C no existe un tipo conjunto, sin embargo, se pueden implantar de
forma muy eficiente conjuntos de cardinalidad méaxima dada usando opera-
ciones de bits sobre enteros (char, int, long).

Como ejemplo, supongamos que deseamos conjuntos de cardinalidad ma-
Xxima 32. entonces podemos usar una variable de tipo long (que tiene al
menos 32 bits en ANSI C) y usar cada uno de sus bits para representar a
cada elemento del conjunto: 1 si estd presente y 0 si no esta.

Si a y b son variables de tipo long entonces a | b representa a la unién
de a y b, a & b a la interseccién, a ~ b a la diferencia simétrica y ~ a al
complemento de a.

Para determinar si un elemento existe 0 no podemos usar un vector con-
stante long bit[32] tal que bit[i] = 2* para 0 < i < 32. De este modo. a
& bit[i] es verdadero si y s6lo siz € a. Con la misma idea podemos agregar
(a I= bit[il) o eliminar (a &= ~ bit[i]) un elemento de a.

De ahora en adelante supondremos que tenemos una implantacién de
operaciones de conjuntos de cardinalidad méxima 256 (usando variables de
tipo long SET[8]) asi como de la funcién card(a) que regresa la cantidad de
elementos del conjunto a.
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Decidir si A es intercalada

Sean R, = {d4,|]1 < j <syparal <i<ryC = {41 <i<r}para
1 < j < s. Entonces:

1. Si para alguna ¢ se cumple que card(R,) < s entonces 4 no es interca-
lada.

o

. Si para alguna j se cumple que card(C,) < r entonces 4 no es inter-
calada.

3. Si para algunas i < k v j < [ se cumple que {A;j, Ax, Au, Ax;} tiene
cardinalidad 3 entonces 4 no es intercalada.

4. En cualquier otro caso A es intercalada.

Calcular ro s

\'ease la definicién recursiva que se encuentra en la seccién 1.

Generar matrices intercaladas

Sean A y B dos matrices intercaladas de tipos (r,s,n) y (r,s.m) respec-
tivamente. Diremos que A < B si, cuando leemos los colores de A y B
por renglones (de izquierda a derecha y de arriba a abajo), el primer color
A;; # B,; cumple que 4;; < B;;. Este es el orden lezicogrdfico para matrices
intercaladas.

Como hay una cantidad finita de matrices intercaladas 7 x s (con colores
e 405 e rs — 1}) podemos ordenarlas A, < --- < Az. En este caso A
resulta ser la matriz IV del lema 9.1. No es prdctico listar estas Z matrices
pues cada una de ellas tiene una gran cantidad de matrices isotépicas que
también serian listadas. Lo ideal seria listar sélo matrices intercaladas no
isotépicas B < --- < By donde By = A, y si B; = A; entonces no existe
ninguna matriz 4, isotpica a A; con k < j. Esta tarea tampoco es practica
pues implica almacenar la lista B para decidir si cada matriz 4; generada es
isotépica a alguna generada previamente.

Entonces, debemos conformarnos con un listado intermedio (es decir,
uno donde evitemos tanto como se pueda generar matrices isotépicas v en
donde no se tenga que almacenar la lista completa). Una posible solucién
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estd basada en la siguiente observacién: toda matriz intercalada A tiene
una isotépica B tal que. cuando leemos los colores de B por renglones (de
izquierda a derecha y de arriba a abajo), encontramos los colores nuevos en
elorden 0.1,....n — 1 sin brincarse ninguno. Esto implica en particular que
el primer renglén de B es 0.1,....s — 1. Es mds, podemos encontrar a B de
modo que los colores de su primer columna estén en orden creciente de arriba
a abajo. Si llamamos C, < -+ < Cy a la lista de matrices intercaladas que
cumplen con esta propiedad. entonces es fécil convencerse de que X < 1" < Z
(v de que en general X < }” < Z). También es cierto que C; = 4, y Cy es
la matriz:

0 1 ces o8=1
] 51 wee 28—1
(r=1)s (r=1)s+1 - rs—1

Es muy sencillo implementar un algoritmo de retroceso no recursivo para
generar la lista C' de matrices intercaladas:

1. Sean i = 0,5 = 0,m =0 (i es el renglén, j la columna y m el maximo
color que se puede usar en la coordenada (i, j)).

N

. Mientras i < r,j < s.m < rs.

3. Para cada color 0 < ¢ < m prueba si Ci; = ¢ no viola las condiciones de
intercalacién (adicionalmente, si i > 0, j = 0 verifica que C_; < ¢).

4. Si la viola, retrocede una coordenada (si es necesario, disminuye m).

. Si no la viola, avanza una coordenada (si ¢ = m incrementa m).

o

6. Sii =r —1,j = s — 1 despliega la matriz generada y retrocede una
coordenada (en caso necesario, disminuye m).

Generar matrices intercaladas éptimas

Se usa el algoritmo anterior, pero se evita el uso de algin color ¢ > 7o s.
Esto se hace modificando el segundo paso del algoritmo anterior para que
digam <ros.
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Calcular la particién de A

Considere al vector int frec[256] inicializado con ceros. Para toda 1 <
(< r.1<j<sincrementa en uno el valor actual de freu[.~l.,}

En este momento frec[i] contiene la frecuencia del color ¢. Si ordenamos
decrecientemente a frec obtenemos la particion de A. Si la queremos ex-
presar con la notacién empleada aqui. debemos encontrar la cantidad (k;) de
sumandos iguales (es decir. colores con la misma frecuencia). Una bisqueda
lineal puede efectuar este trabajo.

Decidir si 4 es diadica

Recordemos que - es diddica si es isotépica a una submatriz de la tabla del
grupo D. En [CGM1] se prueba que el siguiente algoritmo para decidir si
una matriz intercalada es diddica es correcto:

1. Construya el sistema de ecuaciones Az = 0 donde z; es una variable que
corresponde con el color i y los coeficientes de A estédn determinados
por cada una de las ecuaciones de la forma z; & =, ® z, © 2, = 0 para
toda submatriz 2 x 2 de A con cuatro colores distintos (7, j, k. 1).

2. Busque un subconjunto de estas ecuaciones tales que impliquen la
ecuacion r; © r; = 0 para algunas i # j (es decir, si la combinacién
lineal de algunos renglones de A es un renglén con exactamente dos
coeficientes distintos de 0). Para ello proceda como sigue:

(a) Diagonalice la matriz A. Si se encuentra un renglén con dos coe-
ficientes distintos de 0, terminamos.

(b) Para todo renglén R de A considere a todos los renglones P que
se encuentran arriba de R. Si existe algin P tal que P & R tiene
dos coeficientes distintos de 0, terminamos.

3. A es diadica si y sélo si no existe tal subconjunto de ecuaciones.
Calcular el rango de A
El paso 2(a) del algoritmo anterior calcula el rango de A, siendo éste igual

al nimero de renglones distintos de cero de la matriz diagonal resultante.
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Resultados

El propésito de esta seccion es recapitular los resultados obtenidos durante
el desarrollo de este trabajo.

En la seccién 1 se describieron algunas aplicaciones de las matrices inter-
caladas en las dreas de conocimiento comin. comunicacién de computadoras
v diseno de experimentos.

En la seccién 3 se probé que el conjunto de las matrices no intercaladas
es una variedad algebraica construyendo un polinomio que tiene como raices
a ese conjunto (Teoremas 3.1 y 3.2). Se reformuld la conjetura de Yuzvinsky
usando esta caracterizacion de las matrices intercaladas.

En la seccion 4 se mostraron:

e resultados similares a los obtenidos por Yiu para matrices intercaladas
de tipo (n.n.n) (Lemas 4.2 y 4.3)

e condiciones que aseguran que una matriz intercalada es diddica (Teo-
remas 4.2 y 4.3). ¥

e propiedades de las matrices intercaladas no diddicas de érden 4 x 4
(Lemas 4.4, 4.5 v 1.6).

En la seccién 5 se calcularon las particiones asociadas a submatrices prin-
cipales de la tabla de Cayley de D (Teorema 5.1). Ademds, se reformuld la
conjetura de Yuzvinsky en términos de las particiones.

En la seccién 6 se establecieron las condiciones necesarias para demostrar
que la conjetura de Yuzvinsky es cierta en el rango 32 x 32.

En los apéndices se mostraron todos los resultados obtenidos con los pro-
gramas desarrollados.
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Results

The purpose of this section is to recapitulate the results obtained during the
development of this work.

In section 1 we described some applications of intercalate matrices in
common knowledge, computer communication and experiment design.

In section 3 we proved that the set of non intercalate matrices is an
algebraic variety constructing a polvnomial whose roots are precisely this set
(Theorems 3.1 and 3.2). \We reformulated Yuzvinsky's conjecture using this
characterization of intercalate matrices.

In section 4 we showed:

e results similar to those obtained by Yiu for intercalate matrices of type
(n,n,n) (Lemmas 4.2 and 4.3),

e conditions that ensure that an intercalate matrix is dyadic (Theorems
4.2 and 4.3), and

o properties of the non dyadic intercalate matrices of rank 4 x 4 (Lemmas
4.4, 4.5 and 4.6).

In section 5 we calculated the partitions associated to principal subma-
trices of the Cayley's table of D (Theorem 5.1). In addition, we reformulated
Yuzvinsky’s Conjecture in terms of partitions.

In section 6 we established the necessary conditions to show that Yuzvin-
sky’s conjecture is true in the range 32 x 32.

In the appendices we showed all the results obtained with the programs
developed.



A Tabladeros

La funcién de Pfister 7 o s se puede calcular recursivamente como sigue:

sir>s

r sis=1

21 frofs—2") sir<2lcs
2¢ si2tl<r,s< 2t

sor

ros=

Los valores de r o s para r.s < 16 son:

res| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
/T 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
202 2 4 4 6 6 8 8 10 10 12 12 14 14 16 16
313 4 4 4 7 8 8 8 11 12 12 12 15 16 16 16
404 4 4 4 8 8 8 8 12 12 12 12 16 16 16 16
3/5 6 7 8 8 8 8 8 13 14 15 16 16 16 16 16
6/6 6 8 8 8 8 8 8 14 14 16 16 16 16 16 16
77 8 8 8 8 8 8 8 15 16 16 16 16 16 16 16
8/ 8 8 8 8 8 8 8 8 16 16 16 16 16 16 16 16
919 10 11 12 13 14 15 16 16 16 16 16 16 16 16 16

1010 10 12 12 14 14 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16
11711 12 12 12 15 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16
12112 12 12 12 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16
13|13 14 15 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16
414 14 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16
15115 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16
16|16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16
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B Cota superior a la cantidad de matrices
intercaladas

Las cantidades mostradas fueron obtenidas con una bisqueda por computa-
dora y algunos casos especiales para r < 3.

Optimas y subéptimas

1 2 3 4 5 6 7 8
1)1
2|1 2
311 3 11
411 5 32 290
501 8 98 1742 41312
6|1 13 314 11823 625501
7|11 21 1036 83881
811 34 3584
9|1 35 12804
Optimas
123 4 5 6 7 8
i g i}
211 1
3111
40111 1
501 1 1 30 113
6(1 1 2 29 35 179
7/1 11 12 15 57 137
gl1 11 2 1 8 20 20
911 1 1 201 5 1241 948




C Particiones de matrices intercaladas 6pti-
mas

Las particiones mostradas fueron obtenidas con una bisqueda por computa-
dora. Cada particién puede estar asociada con varias matrices intercaladas
del mismo tipo.

rs| 1 2 3 4 5 6 7 8
1 i
7|10 2
3 | 13 17.2F 2537
NS 2 A
13542
5|15 12.4 13.34 ; 33.21
2632 32.46 4450
6 1s 26 12.92.34 34.42.52 46 .62
£ 1.2 233 &5 556
BRI 2 3 5% 6% 8%
16.68
9 [ 18 aZ.08 3R 38 1558 26.56.62
6. 36
10 | 110 210 122> 223. e 12.94.58 26 .68
N 31055
1| 18 290 2339 133458



D Rango de la matriz A asociada a A

En esta tabla s6lo se muestra el rango de A para cuando A es éptima. No hay
matrices intercaladas optimas no diddicas para r, s < 8. Note que en general
el rango de A es menor en las matrices diddicas que en las no diddicas. No
tenemos una prueba de esto.

Caso diadico

1 2 3 4 5 6 7 8
1[0
2(0 0
3/0 1 1
100 1 1 1
5(0 2 3 4 4
60 2 4 4 1 4
710 3 4 4 4 4 4
80 3 4 4 1 4 4 4
9|10 4+ 6 7 8 9
100 4 7 7 9 9
110 53 7 7 10 11
12103 7 7 11 11
13/{0 6 9 10,11 11 11
14/0 6 10 1011 11 11
15/0 7 10 10.11 11 11
6/0 7 10 10 11 11

Caso no diadico

[1 23 4 5 6 738
9(- - - 8 - 10,11
10{- - - 8 10 10,11
11f- = « 8 11 1213
20- - - 8 12 1213
13- - - 11 12 1213
14| - - 11 12 12,13
15(- - - 11 12 1213
B[« « = 11 - 1518



E Tabla de ros — rango(A,,)

La siguiente tabla se incluye con el proposito de mostrar una posible relacion
entre ros v el rango(A,;) cuando 4 es una matriz intercalada con coloracién
minima.

res|1 2 83 4 3 6 7 8

L1

22 2

313 3 3

404 3 3 4

505 4 4 4 4
66 4 4 4 4 4
TITO5 4 4 04044
818 5 4 4 4 4 4 4
919 6 5 5 5 5
1010 6 5 53 5 3
11{11 7 5 3 5 5
12112 7 3 5 5 5
13|13 8 6 56 5 5
14|14 8 6 56 5 5
15(15 9 6 56 5 35
16|16 9 6 6 5 5

o
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requisitos para obtener el grado de Maestro en Ciencias, con especialidad en Ingenieria Eléctrica.

Atentamente

Dr. Isidoro Gitler Goldwain

<
\
\
Dr. José Martinez Bernal /‘jﬁ_‘\\’“'
\_‘/ V) \/_é) -
M. en C. Feliu Davino Sagols Troncoso 1/1/. J

Dr. Guillermo Benito Morales Luna
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