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Esta tesis presenta un nuevo algoritmo para la reduccién de
una grafica con 3-terminales mediante la transformada-AY . Para la
adecuada presentacién de este algoritmo, la tesis incluye una
breve introduccién en el Capitulo I, donde se da un marco general
respecto a la historia y los problemas asociados con el uso de la
transformada; a continuacién, el Capitulo II incluye algunos
conceptos basicos relacionados con teoria de grdficas y el encaje
de éstas en superficies. Como medio para representar los encajes
de wuna grafica se incluye una explicacién sobre los mapas
combinatorios, que son una estructura que permite describir el

encaje de una grafica sobre cualquier superficie.

Durante el Capitulo III, se muestran distintos algoritmos que
han generado diversos avances concernientes a la reduccién de
graficas mediante la transformada-AY hasta llegar al trabajo
conocido como Reduccién Delta Estrella (RDE) ; éste es
particularmente importante para nosotros, por ser el sustento del

algoritmo que se presenta aqui como resultado.

Finalmente, para resaltar la versatilidad del método se
incluyen una serie de aplicaciones (en el Apéndice C) de entre las
que destacan las Matrices Intercaladas (Capitulo IV) por ser en si
mismas objeto de estudio por los muchos problemas relacionados,
tales como el problema de producto de sumas o el problema de

conocimiento comun.
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Introduccién

Una serie de resultados en teoria de graficas muestran que
una clase de graficas puede ser reducida a una forma candnica
mediante la aplicacién repetida de ciertas operaciones.
Equivalentemente, esto demuestra que la aplicacién inversa de
estas mismas operaciones puede generar todas las graficas en una
clase. Por ejemplo, Tutte (Teorema IV58 en [Tu]) demostré que toda
grafica 3-conexa puede ser generada a partir de una rueda mediante
una secuencia en que se agreguen aristas y dividan vértices. Este
tipo de caracterizacién es util en pruebas inductivas.

Un grupo importante de reducciones son las llamadas
serie-paralelo, las cuales junto con un par de transformadas que
sustituyen una estrella de grado tres por un ciclo de longitud

tres y viceversa conforman la transformada-AY .

Dos graficas son AY-equivalentes si una de ellas puede
transformarse mediante una secuencia de transformaciones A-Y vy
Y—>A en una grafica isomorfa a la otra. De forma similar, si una
secuencia de transformadas-AY reduce una grafica G a un solo
vértice, se dice que G es AY-reducible. No toda grafica es
AY-reducible; por ejemplo, una grafica simple con 8=4 y cuyo ciclo
de longitud minima sea 4 claramente no admitird reducciones o
transformaciones.

Durante el S. XIX surge la transformada-AY como un desarrollo
de ingenieria empleado para la simplificacién y el analisis de
circuitos electrénicos; en fechas mas recientes, y en general
después de la década de los 60’s, han sido utilizadas en una gran
variedad de problemas, tales como: la simplificacién del analisis
de redes eléctricas [SR], la solucién del problema de Ising y sus
muchos problemas de enumeracién asociados [B], asi como su uso para
la solucién del problema de la ruta mas corta y de maximo flujo

presentado por Akers [Ak] entre otros.



En este ualtimo articulo, ademas de las aplicaciones se
presentaron un par de conjeturas importantes. Una de ellas
planteaba que cualquier grafica plana conexa y no dirigida con dos
terminales podia ser AY-reducida a una sola arista entre éstas.
Lehman por su parte [L] llegé a la misma conjetura cuando probd que
las reducciones serie-paralelo preservan la confiabilidad en una
red con dos terminales.

Esta conjetura fue posteriormente probada por Epifanov [Ep]
en 1966 y, hacia 1967, Griinbaum [Gr] dio una prueba a una versién
simplificada de la conjetura de Akers-Lehman, para la cual la
grafica no contaba con terminales.

Cerca de veinte afios mas tarde (1989), Truemper [T] ofrecié
una prueba alternativa mucho mas simple que las dos anteriores. La
prueba de Truemper hace uso del hecho de que cualquier grafica
plana es menor de una rejilla y por lo tanto puede ser encajada en
ésta; una vez que se realiza dicho encaje se efectia una serie de
transformaciones de forma que reduce una columna y un renglén de
la rejilla y por induccién se reduce a una sola arista entre los
vértices terminales.

Para obtener la prueba, Truemper ademds probdé que la clase de
graficas AY-reducibles es cerrada bajo menores (una clase de
graficas es cerrada bajo menores si para toda grafica G que esté
en la clase, cualquier grafica H que sea menor de G estd también
en la clase) y puesto que las rejillas son AY-reducibles entonces
todos sus menores también lo son, y en particular, las graficas
planas. Sobre esta misma ténica, Wagner conjeturdé que cualquier
clase de graficas cerrada bajo menores & puede ser caracterizada
por un conjunto finito de menores minimos u obstdculos c4; un
obstaculo es una grafica HecX¥, con la propiedad de que cualquier
menor G de H pertenece a &. Por ejemplo, la clase de graficas

serie-paralelo es cerrada bajo menores y esta caracterizada por la



exclusién K4 como menor. La conjetura de Wagner fue probada por

Robertson y Seymour [RS] en una admirable serie de articulos.

De lo anterior se concluye que existe un numero finito de
menores minimos los cuales no son AY-reducibles. Entre estas
graficas se encuentra a K; (para la prueba se puede consultar el
articulo de Warkentyne ([W]) y a partir de esto se deduce que
cualquier grafica la cual es AY-equivalente a K; también es no-AY-
reducible menor-minima; existen siete de estas graficas y se les
llama la familia de Petersen puesto que la grafica de Petersen
estd entre ellas; mas ejemplos de graficas no-AY-reducibles son
K5,5\ (perfect matching) o wuna grafica simple bipartita con 6
vértices en X, 8 en Y, con los vértices en Y de grado 3 y los de X
de grado 4, mas un vértice en X conectado a todos los vértices en
Y; de esta ultima es importante sefialar que si bien no es AY-

reducible ain no se sabe si es minimal.

De manera alternativa a la prueba de Truemper (en 1993), Feo
y Provan [FP] presentaron una prueba en que se trabaja
directamente sobre un encaje de la grafica plana. A partir de ésta
se obtiene una familia de conjuntos admisibles (Seccidén III.l.a) a
través de un etiquetado, los cuales permiten la utilizacién de una
serie de transformaciones modificadas que emplean tal etiquetado

para la reduccién de la grafica.

Recientemente (1991) Gitler demostré que la clase de graficas
que no contienen a Ks, asi como la clase que no contiene a Kj 3
como menor son AY-reducibles [Gl]. Archedeacon, Colbourn, Gitler y
Provan [ACGP] caracterizaron las graficas proyectivas reducibles.
Ademas el mismo Gitler [Gl, G2] fue capaz de probar otra conjetura
de Akers [Ak] que expresaba que cualquier grafica plana con 3
terminales es AY-reducible. Para su prueba emplea un método muy
similar al de Truemper, ya que primero demuestra que cualquier
grafica plana puede ser encajada en una rejilla especial con 3

terminales a la que llama espejos perfectos (perfect mirrors) vy



una vez encajados en estos es capaz mediante una serie ordenada de

pasos de reducir el ‘radio’ de estos espejos.

En el transcurso de la presente tesis se analizara un nuevo
algoritmo para la reduccién de una grafica con 3-terminales que
aprovecha la idea del etiquetado propuesto por Feo y Provan [FP]
de manera que se haradn transformaciones restringidas por el valor
de las aristas. La idea clave se basa en hallar los sitios en que
la grafica se bloquea debido a las terminales, o bien, a puntos
que Feo y Provan llamaron vértices expuestos y sus obstrucciones
asociadas. La idea fundamental radica en tratar de eliminar estas
obstrucciones introduciendo nuevas transformaciones-AY etiquetadas
de manera que un algoritmo similar al de Feo y Provan pueda

trabajar en forma natural.

Cuando el problema se extiende para considerar graficas que
contienen 4 terminales, existen ejemplos de familias infinitas de
graficas planas con 4-terminales que no son AY-reducibles [Ak, FP,
Gl]. sin embargo avances sobre caracterizaciones de graficas con
4-terminales que si pueden ser reducidas se presentan en [ACGP,
Gl, G2].

Por otra parte, es evidente que las transformadas-AY son
capaces de cubrir una amplia gama de problemas; uno que es de
particular interés para la presente tesis es el de Matrices
Intercaladas (MI). Las MI se definen como aquellas matrices donde
cada una de sus entradas es coloreada (etiquetada) de manera que
no se repita un color por renglén o columna; ademas toda submatriz
2x2 contiene 2 6 4 colores. Esta area por si misma, ha sido objeto
de un fuerte desarrollo tanto a nivel tedrico como practico [CGM1,
CGM2, CGM3, Z]. Las MI a su vez permiten el estudio de un problema
fuertemente ligado con el area de computacién que es el de
conocimiento comin. El problema de conocimiento comin es aquel en
que un conjunto de entidades (procesadores, personas, etc.)
necesitan adquirir conocimientos de forma ‘justa’; es decir, si en

cierto instante una entidad 4 adquiere una unidad de informacién



conocida por una entidad B, entonces en ese mismo instante B

adquiere una unidad de informacién conocida por 4.



Il. Preliminares Matematicos

I1.1.  Teoria de gréficas

En esta seccién se incluyen los términos concernientes a
teoria de graficas que son de interés para la presente tesis. Esta
seccién se basa fundamentalmente en el texto de Bondy y Murty
[BM], por lo que si el lector ya tiene cierta experiencia en el

area puede omitir su lectura.

En primer lugar una grdfica G es una tripleta ordenada
(V(G),A(G),ys) consistente de un conjunto no vacio V(G) de
vértices, un conjunto 4 (G), disjunto a V(G), de aristas, y una
funcién de incidencia yg que asocia a cada arista de 4(G) un par
de vértices (no necesariamente distintos). La cardinalidad de los
conjuntos de vértices y aristas son expresados a través de v y @
respectivamente. Cuando una grafica estd formada por un sélo
vértice (v=1 y a=0) a la grafica se le llama trivial. Si a es una
arista y u y v son vértices tales que g (a)= uv, entonces se dice
que a une a u con v; los vértices u y v son llamados los extremos
de a. Si la direccién expresada por la funcién yg no es necesaria
(la arista wv es igual a vu), entonces esta relacién se puede
expresar simplemente con las aristas, denotando a cada arista a
como (u,v) o uv; ademds, una grafica que cumpla con esta condicién
serad una grdfica no dirigida.

Un punto importante concerniente a las graficas es el que se
refiere a las diversas formas de representar las relaciones que
ésta presenta. Dos formas comunes para indicar tales relaciones
son la matriz de incidencias y la matriz de adyacencias. La matriz
de incidencias (M (G)=[(m,,]) corresponde a una matriz de
dimensiones v x a donde cada entrada m;; es el numero de veces (0,
1 6 2) que v; y e; son incidentes. La matriz de adyacencias

(4 (G)=l[aij]) en cambio, es una matriz de dimensiones



vxv, con cada entrada a;; siendo el numero de aristas que unen a

los vértices v; y v;.

Si una arista a es de la forma vv, entonces se le llamara
lazo; por otra parte, si dos (o mas) aristas unen el mismo par de
extremos wuv, entonces se les llamaran aristas paralelas. Una
grafica que carece de lazos o aristas paralelas es una grédfica
simple. Si una grafica es simple y para todo par de vértices
distintos existe una arista, entonces se le conocerd como una
grdfica completa y se le expresard como K,. Una grdfica bipartita
es aquella en que el conjunto de vértices puede ser particionado
en dos subconjuntos X y Y, tales que cada arista tiene un extremo
en X y el otro en Y; si la grafica es simple y une cada vértice de
X con todos los vértices en Y, entonces la grafica serda una
grafica bipartita completa, y se le representara a través de K, m
con n=|X| y m=|Y|. Una grafica H sera una subgrdfica de G (HcG)
si V(H)SV(G) y E(H)CE(G).

Un paseo es una secuencia voa;v,..Vvg.1axvx, tal que, para toda
1 <i <k, a, tiene como extremos a v;.; y v;. Los vértices v;..vy.,
son llamados los vértices internos. Un sendero es un paseo donde
todas las aristas son distintas entre si. Si en un sendero todos
los vértices son distintos se le llamard camino. La longitud de un
paseo, un sendero o un camino es el numero de aristas (k) que lo
conforman. Si para todo par de vértices en la grafica existe al
menos un camino W entre ellos, entonces se dice que la grafica es
conexa. Si existen al menos / caminos arista disjuntos entre cada
par de vértices sera una grdfica l-conexa. Una arista a sera una
arista de corte si G es conexa pero G\a' no lo es. Cuando un
sendero sea cerrado (vo=vkx) entonces se le llamara ciclo. El
didmetro (girth) es la longitud k del ciclo mas pequefio en la

grafica. Si una grafica no contiene ciclos entonces se le llamara

' El resultado de la operacién A\B se define como {x|xed,xgB}



aciclica; si ademds la grafica es conexa entonces dicha grafica

sera un &rbol.

El grado de un vértice v (dg(v)) es el numero de veces que
aparece v como un extremo de una arista (por lo tanto un lazo
contribuye en dos al grado de un vértice). Cuando un vértice no
contiene lazos y es incidente a k aristas diferentes entre si, se
dice que forma una k-estrella. Una grafica sera k-regular cuando

el grado de cada uno de sus vértices sea exactamente k.

Un apareamiento A, es un subconjunto de aristas de G tal que
cada arista @ € A no es un lazo y no existen dos aristas a,, a; € 4
que sean adyacentes en G. Si ademas todo vértice en G es incidente

a alguna arista de 4 entonces serd un apareamiento perfecto.

Un punto importante para el manejo de graficas son las
operaciones que pueden ser realizadas con éstas; entre las
operaciones mas empleadas estan la contraccidém, la insercidm, y el
borrado de aristas. El borrado de una arista consiste simplemente
en eliminarla de la grafica, la insercién permite relacionar un
par de vértices a través de una nueva arista y por ultimo la
contraccién es una operacién que consiste en identificar los
vértices extremos de una arista y después borrar ésta. Un ultimo
concepto importante que se debe conocer sobre teoria de graficas
es el de menores, una grafica H serd una menor de G si H puede ser
construida mediante una serie de contracciones y borrados de las

aristas de G.

Il.2.  Encajes de gréficas

La presente seccién junto con la siguiente tienen por
objetivo sentar las bases para poder encajar una grafica sobre una
superficie. La razén para incluir esta seccién entonces es doble,
por un lado se debe a que las operaciones que son estudio de la
presente tesis (las transformadas-AY) hacen uso de caras (concepto

que se definird mas adelante en esta seccién) y vértices de un



grado determinado; y resulta que, para conocer el grado de una
cara es indispensable que la grafica se encuentre encajada. La
segunda razén, no menos importante, se debe al hecho de se
pretende incluir una herramienta que permita el uso de las
transformadas en distintas superficies donde la grafica pueda

estar encajada.

I1.2.a. Grificas en superficies

En la presente tesis, como ya se adelanté, el interés por las
superficies radica en el hecho de que se desea encajar las
graficas en éstas. Se dice que una grafica estd encajada cuando
puede ser dibujada sin que las aristas se crucen (salvo en los
vértices). El encaje de una grafica siempre estarad relacionado con
una superficie, siendo ésta un manifold bidimensional; el estudio
de las superficies y de las figuras geométricas dibujadas sobre
éstas es llevado a cabo por la rama de las matematicas conocida
como Topologia. Uno de los puntos mas importantes respecto al
estudio de las superficies es su capacidad para deformarse. La
deformacién de una superficie se puede explicar como la
posibilidad de alterar la forma de la superficie (suponiendo que
ésta es elastica), con la condicién de que tal transformacién no
la rompa o rasgue. Cuando una superficie puede ser deformada en
otra distinta se dice que ambas superficies son homeomorfas; un
ejemplo de lo anterior serian un circulo y un rectdngulo o una

dona (toro) y una tasa como se muestra en la Figura II-I.

Una grafica G encajada, divide la superficie en regiones

conexas; adicionalmente, cuando la cerradura de cada una de estas

I -@) wr-<D
Figura II-1 Ejemplos de figuras homeomorfas: un rectangulo y
un circulo, una tasa y una dona (un toro).



a) b)

Figura II-2 Dos encajes distintos de K; en el toro; se puede
observar como uno de los encajes (a) es 2-celular
mientras que el otro (b) no lo es.

regiones sea homeomorfa a una 2-célula se le llamarad encaje 2-
celular, siendo una 2-célula un homeomorfismo de un disco circular
(una circunferencia y su interior). En la Figura II-2 se muestran
2 encajes distintos de K4 en el toro; la Figura II-2.a muestra un
encaje 2-celular, mientras que la Figura II-2.b no lo es.

Si G tiene un encaje 2-celular entonces a las cerraduras de
estas regiones se les conoce como las caras de G y se les
representara como C (G). En la Figura II-3 se muestra un encaje de
una grafica con 4 caras. Una cara ¢ puede entonces ser descrita
mediante un paseo cerrado, de forma que el grado de una cara c
(dg (c)) corresponde al numero de aristas en el paseo que describe

a la cara. En la Figura II-3, dg(c,)=6, dgl(cy)=11, dgl(c3)=4 y

Figura II-3 Representacién de wuna grafica plana con 11
aristas, 4 caras y 9 vértices.
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dg (cy)=1.

Una grafica auxiliar, conocida como la grdfica dual, G ,
puede ser construida a partir de una grafica 2-celular G, a la que
se llamard primal. La grafica dual G  contiene un vértice ¢  y una
arista a’ que corresponden a cada cara ¢ y cada arista a en G
respectivamente. Una arista @  unird un par de vértices ¢ y d si
y sélo si sus caras correspondientes ¢ y d estan separadas por una
arista a. Un ejemplo de una grafica primal G y su dual se muestran
en la Figura II-4. Es importante aqui simplemente hacer notar que
un vértice de grado uno y un lazo, un vértice de grado 2 y una
cara de grado 2 (dos aristas en paralelo), y una 3-estrella y una
cara de grado 3 (también conocida como delta) son equivalencias
entre una grafica primal y su dual tal y como se puede comprobar
al observar la Figura II-4.

Ahora bien, para poder llevar a cabo un estudio detallado de
una grafica encajada G es preciso contar con herramientas que
permitan describir no sélo a 1la grafica encajada sino la
superficie en que se encuentra. Con este propdésito se ha empleado
lo que se conoce como poligonos de r-lados, los cuales no son sino
una circunferencia dividida por r vértices y la cara delimitada por
éste. La forma de representar tanto una superficie como una

grafica encajada por medio de poligonos se explicara mas adelante.

Figura II-4 Una grafica primal y su dual.
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IL2.b. Tipos de superficies

Existen dos tipos de superficies llamadas orientables y no
orientables, ejemplos de éstas se muestran en la Figura II-5. Las
superficies orientables son todas aquellas en que siempre es
posible recorrer una trayectoria conservando la orientacién
original; en otras palabras, siempre se conservara la derecha y la
izquierda en el recorrido. Estas superficies se obtienen agregando
asas (toros) a la esfera para formar un toro, un 2-toro o un k-

toro.

En cambio, en una superficie no orientable no siempre se
puede conservar la orientacién con la que se inicia una

trayectoria; es decir, se puede encontrar una trayectoria en donde

c)

Figura II-5 Representacién tridimensional de dos superficies
orientables: (a) una esfera y (b) un toro; y dos
no orientables: (c) una banda de Mobius y (d) una
botella de Klein.



lo que originalmente era derecha pase ahora a ser izquierda vy
viceversa. La forma de crear estas superficies es agregando bandas
de Mobius a la esfera, las cuales gracias a los torcimientos que

inducen al cruzarlas, provocan estos cambios de sentido.

Si es posible encajar una grafica en una superficie
particular entonces la grafica puede ser llamada con el nombre de
ésta; por ejemplo, una grafica plana serd aquella que pueda ser

encajada en la esfera (en el plano).

Como ya fue adelantado, una superficie puede ser descrita por
medio de poligonos. Estos poligonos deberan cumplir con la
condicién de que cada lado debera aparecer dos veces, ademads de
que tendrd asociado un sentido. Estos dos datos no son sino
‘instrucciones de pegado’, ya que cada par de lados con etiquetas
idénticas se wuniran de tal forma, que el sentido que tengan
asociado coincida. Este proceso es ejemplificado en la Figura
LL~65

Una forma clasica para describir tales poligonos sin
necesidad de su representacién grafica, es la que se obtiene de
viajar alrededor del perimetro del poligono en algun sentido
arbitrario. Este sentido se conservard hasta que se finalice el
trayecto, es decir, hasta que se regrese al punto donde se inicié

éste; durante el trayecto se indicara el orden en que aparecieron

b

Figura II-6 Ilustracién que muestra el poligono equivalente y
la forma de unirlo para (a) un toro y (b) una
banda de Mobius.



los lados; ademads, se hara alusién a si la direccién coincidia o
no con el sentido elegido para la trayectoria, indicando como u!
un lado (arista) que fue transitado en contra de su sentido. Con
esto en mente y tomando como punto de partida la Figura II-6.a, se
puede asumir que se inicia el trayecto en la esquina superior
izquierda en el sentido indicado por el lado a, el resultado

entonces seria de la forma:
aba™'b™! (Ec. II-1)
Este resultado particular corresponde a lo que se conoce como
una forma candnica, que para este caso es la representacién del
toro; y ya que un k-toro no es mas que k toros unidos, el poligono

que lo representaria seria de la forma:

boa;'by! (Ec. II-2)

aba;'ba,b,a;"
En forma similar, de la Figura II-6.b se puede obtener un
poligono que represente a la banda de Mobius, con la forma:
aa (Ec. II-3)
Esto es la forma candénica de una banda de Mébius, y analogo a
un k-toro, una superficie no orientable con [/ bandas de Mobius

seria de la forma:
aaa,a,...qq, (Ec. II-4)

Algo que es preciso aqui sefialar es que puesto que las
aristas del poligono representan bordes en que la superficie fue
‘cortada’, es necesario que toda trayectoria que emplee uno de
estos bordes salga en el punto correcto en el borde opuesto, tal y
como se puede observar en la Figura II-7; expresado esto mismo con
otras palabras, el orden de aparicién de un conjunto de
trayectorias con respecto al sentido del lado debera de

mantenerse.
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IL2.c. Caras, poligonos y superficies

Toda vez que ya se demostré6 como un poligono apropiado
permite la representacién de una superficie de cualquier tipo y
grado, es posible entonces definir ahora como esta misma idea

puede representar el encaje de una grafica.

Si se asume que se desea un encaje 2-celular de una grafica,
evidentemente las caras pueden ser representadas a través de un
conjunto de paseos cerrados, o bien, por medio de un conjunto de

poligonos P cuya frontera describa estos paseos.

Cuando se estudié el caso de la representacién de superficies
por medio de poligonos era condicién indispensable que cada lado
apareciera dos veces; ademds, los lados con una misma etiqueta se
unian con la condicién de que para hacerlo su direccidén deberia
coincidir. Entonces, una idea de pegado similar a la de los
poligonos para superficies puede aprovecharse siempre que se

necesite un encaje 2-celular para una grafica.

Como se puede evidenciar de la observacién de la Figura II-3,
una arista puede pertenecer a una o dos caras, para el caso en que
una arista se encuentre en dos caras distintas, éstas se podréan
unir respetando siempre que el sentido de las aristas (los
vértices en los extremos) coincida. Las operaciones que permiten
llevar a cabo este pegado se formalizan un poco mas adelante

dentro de esta misma seccién. Al elemento generado de unir

a) b)

Figura II-7 Ejemplos de trayectorias sobre (a) un toro y (b)
una banda de Mobius.
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Figura II-8 Figura conteniendo los resultados de las cuatro
operaciones basicas de cirugia: (a) subdivisién de
dimensién uno, (b) composicién de dimensién uno,
(c) subdivisién de dimensién dos y (d) composicién
de dimensién dos.

poligonos se le conoce como poliedro. La trascendencia de este
hecho radica en que es posible hacer que el perimetro de un
poliedro coincida con una de las formas canénicas de un poligono
para una superficie; a este proceso se le conoce como
normalizacidn.

Para poder llevar a cabo la normalizacién se requieren cuatro
operaciones elementales cuya aplicacién se conoce como cirugia;

estas operaciones (mostradas en la Figura II-8) son:

e Subdivisién de dimensién wuno (S;): Una arista a del
poliedro se divide en dos nuevas aristas b y ¢ y se toma un
punto interno de a como vértice adicional.

e Composicién de dimensién uno (C;): En este caso, dos
aristas sucesivas ab se reemplazan por una nueva arista c,
desapareciendo el vértice entre a y b.

e Subdivisién de dimensién dos (S;): Dos vértices de un
poligono en el poliedro seran conectados por una nueva
arista k dividiendo el poligono en dos nuevos poligonos.

® Composicidén de dimensién dos (C;): Dos poligonos con una
arista en comun se convertiran en un uUnico poligono al
identificar dicha arista en ambos poligonos.

Ademas de las operaciones elementales de la cirugia, una

observacién simple que se debe tomar en cuenta, s que en caso de
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Figura II-9 Resultado de una normalizacién simple sobre un
poligono

que un poliedro sea de la forma Paa"Q, con P y @ siendo
cualquier secuencia de aristas con sentidos arbitrarios estos

pueden ser sustituidos por:
Paa'Q — PQ (Ec. II-5)

Esta operacién se indica en la Figura II-9 y se conoce como
normalizacidén simple.

Por otra parte, dado que la normalizacién consiste en
realizar una cirugia, es factible demostrar que para el caso
orientable, la normalizacién de un toro o una asa para un poligono
de la forma PaQbRa 'Sh™'T, con P, Q, R, S y T siendo cualquier

secuencia de aristas (incluso una secuencia nula), resultaria en:
PaQbRa™'Sb™'T — PSRQTaba™'b™" (Ec. II-6)

Un proceso similar es definido para una superficie no
orientable, en este caso lo que se realiza es una normalizacidén de
una banda de Mébius, que se efectia sobre un poligono de la forma
PcQcR, con P, O y R representando cualquier secuencia de aristas;

esta normalizacién permite generar la siguiente modificacién:
PcQcR — PQ™'Rec (Ec. II-7)
Nétese que si una secuencia S=ab..z entonces S '=z"'_. b 'a"'.

Por ultimo, en ocasiones es posible encontrar que el
perimetro de un poligono estd conformado tanto por toros como por
bandas de Mobius. Para evitar que se tenga una superficie

‘mezclada’ es posible transformar una asa en dos bandas de Mébius;
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la transformacién actla sobre wuna secuencia de la forma
Rccaba 'b™' con R representando cualquier secuencia de aristas, el
resultado de esta transformacién seréa:
Rccaba™'b™ — Rccaabb (Ec. II-8)

Lo anterior permite afirmar que, dado cualquier conjunto de
poligonos que representen las caras de una grafica 2-celular, es
posible no sélo unirlas para formar un poliedro; sino que ademas,
tal poliedro corresponderd a alguna superficie (orientable o no)
cuyo tipo podra ser determinado exclusivamente de la ‘lectura’ de

las etiquetas en el perimetro del poliedro.

11.2.d. La caracteristica de Euler
Un resultado importante en Topologia se debe a Euler. Gracias
a su trabajo, se puede obtener mas informacién sobre la superficie
en que estd encajada una grafica siempre que se cuente con el
nimero de aristas, caras y vértices que la componen. Sea a=|4(G)]|,
k=|C(G)|, v=|V(G)| y § una superficie; la caracteristica de Euler
para una superficie (E(S)) se define entonces como:
E(S)=-a+x+V (Ec. II-9)
De lo anterior se desprende que cada que se analice una
superficie orientable se obtendra como resultado:
2-2p=-0+K+V (Ec. II-10)
donde p se refiere al numero de toros en la superficie; por
ejemplo, la caracteristica de Euler para un 2-toro seria igual a -

25 Por su parte, para una superficie no orientable la

caracteristica de Euler resultara de:

2-g=-a+x+V (Ec. II-11)
siendo ¢ el numero de bandas de Mobius que se encuentran en la
superficie. Es claro del analisis de la caracteristica de Euler,
que esta no hace posible la distincién entre un toro y dos bandas

de Mobius, o en general entre un k-toro y 2k bandas de Mobius. Esto
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ultimo resulta interesante ya que se pudo comprobar mediante la
cirugia que efectivamente un toro es equivalente a dos bandas de
Mobius.

IL.2.e. E de i y i ignad:

Hasta el momento, se han definido diversos conceptos
concernientes al encaje de graficas en una superficie, y sin
embargo, aun no se especifica ningin procedimiento que permita
llevar a cabo tal encaje. Un método sencillo que permite generar
las caras de un encaje para graficas 2-celulares es el esquema de
rotaciones. Vislumbrados por Heffter (1891) vy desarrollados
ampliamente por Edmonds (1960) [E], los esquemas de rotaciones se
aprovechan de la observacién elemental de que cualquier grafica G
encajada en una superficie permite definir para cada vértice v una
permutacién ciclica, z,, que indicara el orden de aparicién de las
aristas (o los vértices suponiendo que G es simple) adyacentes a v
para un sentido determinado (a favor o en contra de las manecillas
del reloj), siendo la eleccidén de este sentido arbitraria. En la
presente seccién se asumirda que G es simple, aunque esta
consideracién es sélo para facilitar la explicacién. Por ejemplo,
si se considera al vértice v, para la Figura II-10, y se asume que
el sentido que se desea emplear es el contrario a las manecillas
del reloj, entonces la permutacién de los vértices con respecto a

vo sera m, =(v,,v2,v,). Esta misma notacién se puede extender de forma

que se refiera al siguiente vértice adyacente a v (x) a partir de

u; o bien, presentado como férmula general:
x=m,(u) (Ec. I1I-12)
Nuevamente para el ejemplo de la Figura II-10, esto querria
decir que v3=1rv“(v,) o v,=nvn(v2).

La importancia de las permutaciones radica en el hecho de que
éstas implican como estan definidas las caras, y por lo tanto, se

puede construir el conjunto de poligonos (caras) P del que se
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Figura II-10 La permutacién de un vértice (para este caso vg)
se define eligiendo un sentido (en este caso
contrario a las manecillas del reloj) e indicando
el orden en que ‘aparecen’ los vértices (v3, v, y
V).

hablé en la Seccién II.2.c tomando sbélo estas permutaciones como
base.

Para mostrar como una rotacién fija una cara observe la
Figura II-11, suponiendo que se inicia un paseo con la arista que
une los vértices vy y Vv,, en esa misma direccién (de vo a v;),
entonces el esquema de rotaciones existente en este vértice indica
que la siguiente arista (o vértice) en la cara seria la que lleva

a vy (v2=1rvl(v,,)). Este proceso se puede continuar hasta llegar al

vértice vg, donde finalmente se indicaria que el siguiente vértice

Figura II-11 Representacién grafica de wuna cara con los
sentidos asociados a cada vértice en la cara
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en su permutacién considerando que se viene desde el vértice vs es
Vo (vo="»,,("i))" y de este ultimo resulta que v,=1rvn(v6), o en otras
palabras, que se cerré el paseo (la cara).

En general el proceso para obtener el poligono asociado a una
cara consiste en elegir una arista a=wou, perteneciente a dicha
cara en algun sentido (por ejemplo de ug a u;); en segundo lugar se
obtiene el siguiente vértice a partir de los datos con que se
cuenta (“z=7‘u,(“o))? se continuard obteniendo un nuevo vértice
(u,‘,=7tu’(u,_|)) hasta que el ultimo par de vértices corresponda con
la pareja inicial (uisy y wu; sean 1idénticos a wu, y uo
respectivamente); es decir, hasta que se cierre la cara. Puesto
que cualquier arista en la grafica puede ser ‘transitada’ en soélo
dos sentidos (de u a vy de v a u), entonces lo Unico que restaria
por hacer es marcar el sentido en que ya se ha transitado cada
arista. Finalmente, si un sentido para una arista no ha sido
empleado se deberd generar un nuevo poligono con esta arista y
sentido, repitiendo este ultimo paso hasta que se agoten todas las
aristas en ambos sentidos. El conjunto de poligonos resultante

serd el conjunto de poligonos P que tanto se ha mencionado.

Para demostrar que efectivamente el esquema de rotaciones es
suficiente considere la grafica que se muestra en la Figura II-12

(K3,3 con un esquema de rotaciones fijo).

Antes de continuar con el ejemplo es importante resaltar que
K3 ; es una grafica no-plana, o en otras palabras, es imposible
dibujarla en el plano sin que al menos dos aristas se crucen en

un punto distinto a un vértice.

De acuerdo a la Figura II-12 las permutaciones de los
vértices serian las que se indican en la Tabla II-1. La forma de
obtener las caras es, como ya se mencioné, generar los poligonos
asociados a cada una de ellas, esto se realiza eligiendo alguna
arista y sentido al azar. Suponiendo que se inicia con la arista

(0,1) en ese sentido, la cara que se formara seria:
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v, Vs

v, Vs

Figura II-12 Esquema de rotaciones para una grafica Kj ;.

1 (0,1),(1,2),(2,5),(5,4).(4,3),(3,0)

Para poder controlar mejor lo que se halla realizado se ira
presentando una matriz con las 9 aristas de la grafica y los dos
sentidos en que puede ser transitada cada arista. En la matriz se
marcard el primer renglén de cada arista (u,v) si esta fue
transitada en el sentido indicado en la columna ((u,v) representa
el sentido de u a v) y el segundo renglén si fue en transitada en
sentido inverso (u,v)™'. Por lo tanto la matriz con los datos de

esta primer cara luciria como:

Ahora que se cuenta con la primera cara, es posible continuar

el proceso con la arista (0,1)7), de tal forma que la cara dos

Vértice Permutacién

0 5 3,1
1 0, 2, 4
2 5 3,1
3 0, 2, 4
4 Sy 3, 1
5 0, 2, 4
Tabla II-1 Tabla de las permutaciones de la Figura II-12.
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sera:

1 (0,1),(1,2),(2,5),(5,4),(4,3),(3,0)

2 (1,0),(0,5),(5,2),(2,3),(3,4),(4,1)

Una vez mas, la matriz con los sentidos se modificaria de

modo que ahora se podrian observar los siguientes valores:

Prosiguiendo con el proceso es posible verificar que

finalmente el conjunto de caras estard formado por:

3 (0,1),(1,2),(2,5),(5,4),(4,3),(3,0)
2 (1,0),(0,5),(5,2),(2,3),(3,4),(4,1)
3 (0,3),(3,2),(2,1),(1,4),(4,5),(5,0)

Ademas resulta que esta tercera cara agoté las posibilidades
que restaban por considerar. El algoritmo entonces arrojé por
resultado que la grafica cuenta con tres caras de grado 6, estas

caras se muestran en la Figura II-13.

Solamente resta entonces ‘pegar’ las caras; en la Figura
II-13.b se unieron las tres caras mediante dos composiciones de
dimensién 2 (Seccién II.2.c); sin embargo, restan por conocer
datos importantes concernientes a la grafica como en que
superficie se encuentra encajada. De la Seccién II.2.d,
rapidamente se puede conocer que la caracteristica de Euler para
la superficie es igual a 0 (-9+3+6) y por lo tanto la grafica
podria ser un toro o 2 bandas de Mobius; asi que para verificar a
que superficie pertenece se pueden observar los elementos que se
encuentran en la frontera o perimetro, obteniendo como resultado
el siguiente:

((4,3),(3,0),(0,3),(3,2),(2,1),(1,4),(4,5),(5,2),
(2,3),(3,4),(4,1),(1,2),(2,5,(5,4)) (Ec. II-13)
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Figura II-13 (a) Caras para K33 obtenidas del esquema de
rotaciones presentado en la Figura II-12 y (b)
proceso para ‘pegar’ (composicién de dimensién 2)
caras.

para hacer mas manejable la ecuacién se pueden sustituir las
aristas por una variable de forma que la ecuacién luzca como:

abb 'cdefgc'a e 'd g ! (Ec. II-14)
El primer paso que se puede realizar es una normalizacién de
grado 1 en la arista b, tal que la Ec. II-14 luce ahora como:
acdefgc'a e 'd g\ ! (Ec. II-15)
No es dificil comprobar que si se aplica la normalizacién
para el caso orientable esta nueva ecuacién se puede llevar a la
forma:
e lefg! cleg ' flacate! (Ec. II-16)
y de esta ecuacién es evidente que el resultado (tras utilizar

la normalizacién simple una serie de veces) corresponde al valor
de la forma candnica del toro.

Hay un detalle importante; si bien se realizé la prueba de
normalizacién para conocer la superficie sobre la que se encuentra

la grafica, ésta en realidad no era necesaria y se presenta
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sobretodo para que el lector ratifique que la grafica se encajé en

un toro.

La razén por la que dicha prueba no era necesaria se debe a
que, como ya fue sefilalado en las Secciones II.2.a y II.2.c, para
que una grafica se encuentre en una superficie no-orientable
deberd de incluir una o mas bandas de Mobius, dichas bandas
provocaran torcimientos y los esquemas de rotaciones per se no son

capaces de representar estas estructuras.

Un medio que ha sido empleado para integrar la idea de
torcimientos fue presentado por Stahl [S]. En su trabajo, Stahl
introduce el concepto de matrices signadas, que no son sino
indicadores de las aristas que se torcieron como consecuencia de
una banda de Mobius. Las matrices signadas en conjunto con los
esquemas de rotaciones son empleadas para generar el encaje de una
grafica a partir de una representacién mas simple (por ejemplo la
matriz de incidencias) en una superficie de cualquier tipo y son
en realidad, una generalizacién del esquema de rotaciones, es
precisamente por esta razén que Stahl decidié llamarlos esquema

generalizado de encajes.

La idea contintia siendo la de generar las caras al irlas
recorriendo de acuerdo al esquema de rotaciones; sin embargo, para
este caso se debe de tomar en cuenta una variable de signo a la
que simplemente se le llamard ‘signo’. El signo se referira al
sentido que debe ser considerado para la rotacién, mientras que el
signo positivo mantiene el sentido como ha sido definido para cada
vértice, el negativo seflala que se debe de considerar el sentido
inverso al preestablecido. Suponiendo entonces que se tiene una

secuencia de vértices wug,u,,..,u, que representan la permutacién

ciclica de vértices adyacentes a v, se debe modificar la ecuacién

de la permutacién (Ec. II-12) como sigue:

(Ec. II-17)
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En esta modificacién la variable s representa el signo; al
iniciar un paseo para generar una cara se asumird que el signo es
positivo y después el signo del trayecto dependerd del valor de
las aristas que se encuentren en éste (sélo se alterard el signo
al atravesar una ‘arista negativa’); pero ademas, se debe asumir
que una arista () transitada mientras el signo es negativo
((x,y)-) fue transitada en sentido inverso (u™'). Por ultimo, Stahl
introdujo un concepto llamado A-trivial; el concepto de A-trivial
se refiere a un ciclo donde el numero de aristas con signo
negativo es par. Una grafica sera orientable si todas las caras

son A-trivial y sera no-orientable en caso contrario.

Para clarificar un poco mas los conceptos anteriores
considere la grafica de la Figura II-14. Esta grafica es idéntica
a la de la Figura II-12 con la salvedad de que la arista (0,1) es

negativa.

Las rotaciones para esta nueva grafica también permanecieron
constantes (ver Tabla II-1); sin embargo surgen diferencias al
construir las caras de su encaje como consecuencia de la arista
negativa. Una vez mas se partira con la arista (0,1), de forma que

la cara resultante seria:

1 (0,1)-,(1,4)-,(4,3)-,(3,2)-, (2,5 -, (5,0) =, (0,1) +,
(1,2)+,(2,5)+,(5,4)+, (4,3)+,(3,0)+

-1
2 \]
\g v,
] vy

Figura II-14 Esquema de rotaciones para una grafica Kj;
signada
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Las diferencias entre esta grafica signada y la anterior
resaltan inmediatamente, ya que como consecuencia del signo en la
arista (0,1) se form6é una cara completamente diferente a la cara 1
de la grafica en un toro. Se debe notar que la primera arista en
la cara estd indicada como (0,1)-; la arista se debe marcar en
esta forma porque a pesar de que se inicié con el signo positivo,
este cambié inmediatamente ya que la arista es negativa; por otra
parte, la arista (0,1)- indica que en realidad se ha empleado la
arista (0,1) o (1,0) y por lo tanto la cara no se debe cerrar
cuando se llega a la arista (1,0)+. Sumado a todos estos datos se
puede observar que la cara no es A-trivial y por lo tanto se puede
deducir de inmediato que la grafica no sera orientable. En la
matriz auxiliar con las aristas y sentidos empleados se

encontrarian los siguientes datos:

Al continuar el proceso con la arista (0,3) se obtendria que:

1 (0,1)-,(1,4)-,(4,3)-,(3,2)-, (2,5 -,(5,0)=, (0, 1) +,
(1,2)+,(2,5)+,(5,4)+, (4,3)+, (3,0) +
2 (0,3)+,(3,2)+,(2,1)+,(1,4)+,(4,5)+,(5,0) +

La caracteristica de Euler para esta grafica tiene un valor
de -1 (-9+2+6) y de inmediato se puede conocer entonces que la
grafica esta encajada en tres bandas de Mobius; simplemente como
ejercicio se puede obtener de la normalizacién del perimetro del
poliedro formado por las caras del poligono (Figura II-15) el cual

tiene la siguiente frontera:

abedefabgfhdeg™'ch™ (Ec. II-18)

Una vez mas, aplicando las reglas de normalizacién, se puede

comprobar que los siguientes poligonos son equivalentes:
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Figura II-15 (a) Poligonos de las caras correspondientes de
K33 y (b) ambos poligonos pegados.

abcdefabgfhdeg ™' ch™
=abch™ fg'ba™ fe g ch™dd
= abgfabgfhh™ ddcc (Ec. II-19)
= ' ¢"'b ' bgfaaddcc
= aaddcc
lo cual evidentemente corresponde con el perimetro de tres bandas

de Mobius.

Aunque no fue tratado aqui, el método en realidad no presenta
ninguna dificultad al extenderse a graficas que no sean simples
(consideracién realizada al principio de la explicacién); sin
embargo, el tratar de evitar la condicién de que el encaje de la
grafica sea 2-celular simple y sencillamente no se puede evitar
porque el método se rige sobre la idea de formar un paseo cerrado
para cada cara. El método, por lo tanto, el método no puede ser
extendido a una grafica no-conexa porque estrictamente hablando no
es posible saber que cara comparten los componentes conexos de la
grafica, ademds de que aun cuando este dato se conociera
existirian restricciones fuertes en cuanto a definir el perimetro
del poliedro que sirve para analizar en que superficie fue

encajada la grafica.
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1l.3. Mapas combinatorios

Tras todos estos avances en cuanto a la representacién de una
grafica y como generar un posible encaje de ésta, a partir de una
representacién simple, tal como puede ser la matriz de incidencias
o de adyacencias, solamente resta entonces por definir alguna
estructura que permita su utilizacién en las computadoras. Un
medio que permite su empleo de forma muy natural mediante las
computadoras es el conocido como Mapas Combinatorios. Los mapas
combinatorios realizan un analisis que toma en cuenta las aristas,
caras y vértices para describir completamente una grafica encajada

en cualquier superficie.

Los elementos basicos de representacién de wuna grafica
mediante un mapa combinatorio son conocidos como cruces. Cada
arista de la grafica tendrad cuatro cruces asociadas que no son mas
que el resultado de las posibles combinaciones que existen entre
la arista, sus vértices extremos y las caras que la ‘rodean’; tal
y como se muestra en la Figura II-16; estas mismas cruces se

mantienen aun cuando v, y v, o0 ¢; y ¢, no sean diferentes.
El mapa combinatorio cuenta ademds con tres operaciones
basicas: ¢, 0 y m que permiten ‘viajar’ sobre una grafica encajada

tomando en cuenta cualquier cruz inicial en esta. A continuacién

V, Oy Vv,

Figura II-16 Una arista a=v,v, puede ser dividida en cuatro
porciones correspondientes a las combinaciones
entre las caras y los vértices relacionados con
ésta. Cada una de éstas es una cruz de a.
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se describe brevemente su funcionamiento siempre considerando que
se encuentra en una cruz cz={a,c;,v;}.
°H Deja la arista y la cara fijas y cambia de
vértice; es decir viaja al extremo opuesto en la
arista. La operacién se expresa como
Q(cz)={a,c;,v2}.
0: Deja la arista y el vértice fijos y cambia de
cara. La forma de definirla es a través de

O(cz)={a,cv,}.

Deja la cara y el vértice fijos y cambia de

arista. Esta ultima operacién se define como
n(cz)={a’,c;,v;}, para una grafica encajada es
evidente entonces que sbélo puede existir una
arista a’ que cumpla esta condicién.

Estas tres operaciones (mostradas en la Figura II-17), y en
general, sus posibles combinaciones hacen posible ir de cualquier
cruz inicial a una final (siempre y cuando la grafica sea conexa).

Un punto que se debe hacer notar es que las operaciones ¢ y 0

son equivalentes en el dual; es decir, el resultado de la

. *

Figura II-17 Resultado de las operaciones basicas ¢, 6 y =«
sobre una cruz inicial x.
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operacién ¢ en la grafica primal es igual al resultado de 6 en la

dual y viceversa.

Las operaciones del mapa combinatorio no tienen porque
restringirse a ¢, 6 y m, y en general se pueden hacer composiciones
de éstas para llevar a cabo las operaciones basicas requeridas en
graficas tales como borrado, contraccién e insercién de aristas,
asi como divisién de vértices. Una biblioteca (mapc) que permite
el empleo de los mapas combinatorios fue desarrollado en el
transcurso de la presente tesis; en el Apéndice B se incluye una
breve explicacién sobre las estructuras y funciones incluidas en

ésta.
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IIl. La Transformada-AY

Uno de los conjuntos mas importantes de reducciones empleadas
en teoria de graficas son las reducciones serie-paralelo. Estas se
aplican a graficas que pueden incluir lazos y aristas en paralelo.
Las cuatro reducciones son:

(RO) Reduccién de lazos: cualquier lazo puede ser

borrado de G.

(R1) Reduccidén de grado uno: borra un vértice de grado

uno y su arista incidente

(R2,

Reduccidén en serie: borra un vértice de grado dos
y. y sus dos aristas incidentes xy y yz, y agrega
una nueva arista xz.

(R3) Reduccién en paralelo: si existen dos (o mas)
aristas en paralelo elige una de estas y la
elimina.

Cada una de estas reducciones decrementa el numero de aristas
en la grafica. Una grafica conexa es serie-paralelo-reducible si
puede ser reducida a un solo vértice por una secuencia de estas
operaciones.

Otras dos transformaciones de graficas son importantes vy
hacen uso de una estrella (al menos) de grado 3 (Y) y de un ciclo
de longitud 3 (A). Las transformaciones son:

(TO0) Transformacidén estrella-delta (Y-A): Sustituye las
aristas wx, wy, y wz y el vértice w de una
estrella por una delta xy., yz, y zx.

(T1) Transformacién delta-estrella (A-Y): Borra las

aristas xy, yz, y zx que forman una delta, y

agrega un nuevo vértice w y tres aristas wx, wy,

y wz.
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La transformada delta-estrella o AY (Figura III-1), es un
total de seis operaciones, cuatro por las reducciones serie-
paralelo y dos mas de las transformaciones delta-estrella vy
estrella-delta (Il y T0). Es importante aclarar que, por lo
general, la transformada-AY toma en cuenta las siguientes
consideraciones: para llevar a cabo una reduccién en paralelo (R3)
o una transformada delta-estrella (T/) las aristas involucradas en
la operacién deberdn compartir una cara; y por ultimo, la

transformada Y-A operard estrictamente sobre una 3-estrella.

En la Figura III-1 aparece un vértice marcado como u para
tres de las operaciones, este vértice es importante porque en caso
de que corresponda a un vértice terminal, la operacién no puede

ser llevada a cabo. Esta es la distincién de los vértices

du idén, ién Aplica sobre: Resultado:

Reduccidn de grado uno (RO)

Reduccidén de lazos (R1)

Reduccidn en serie (R2)

Reduccidén en paralelo (R3)

Transformacién Y-4 (T0)

Transformacién A-Y (T1)

et
SGQNICY

Figura III-1 Operaciones de la Transformada-AY.
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terminales. Los vértices terminales son privilegiados en el
sentido de que no deben ser tocados (“eliminados, movidos, etc.”)

al llevar a cabo una operacién.

lll.1.  Sobre la reduccién de gréfi di laTi f da-AY

Como vya fue adelantado, la transformada-AY ha sido
fundamentalmente desarrollada desde alrededor del afo 1960,
tomando en cuenta sobre todo los trabajos de Akers y Lehman [Ak,
L] entre otros. Los intentos por reducir graficas ayudados de la
transformada-AY arrancan a partir de la conjetura a que llegaron
estos dos ultimos de forma independiente y en que describian que
una grafica planar no dirigida con dos terminales podria ser AY-

reducible a una sola arista entre las dos terminales.

IIL1.a. La prueba de Epifanov

La primera prueba de la conjetura de Akers y Lehman se dio a
conocer en 1966 con el trabajo de Epifanov [Ep]. En su trabajo,
Epifanov consideraba una grafica G sin lazos, 2-conexa, encajada
en la esfera. Para su reduccién hacia uso de R2, R3, TO0 y TI
(tanto RO como R/ no son indispensables por los requisitos sobre
G).

Si bien no se explicard en detalle la prueba es importante
explicar algunos conceptos de ésta pues sirven de origen a la
prueba de Feo y Provan. Se llama cadenas perfectas a senderos
C = voa,v,..ayvy tales que dos aristas consecutivas a;.;a; comparten
una cara c¢; # ¢, que es la cara compartida por a;a;s+;; un vértice
miltiple es aquel que aparece varias veces en un ciclo; un ciclo
regular C es un ciclo en el cual aristas consecutivas e incidentes
a un mismo vértice multiple son adyacentes a una misma cara. Un
ciclo regular permite dividir la grafica de forma tal que la
grafica encajada G queda dividida en dos conjuntos T y T’
mutuamente exclusivos; por ultimo, una singularidad es un vértice

no terminal incidente a una sola arista en T’.
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Por medio del uso de cadenas perfectas Epifanov construyé lo
que denominé un conjunto admisible y probé que una de las

siguientes condiciones ocurrian:

(1) El conjunto admisible puede hacerse mas pequefio
por medio de una transformacién T0 o T/
(ii) Es posible hallar un conjunto admisible mas
pequefio dentro del primero
(iii) E1 conjunto admisible permite llevar a cabo una
reduccién
Evidentemente, de cumplirse las primeras dos condiciones, la
continua reduccién en el tamafio del conjunto admisible
eventualmente provocard que se pueda encontrar un sitio en el cual

llevar a cabo una reduccién.

IIL1.b. Los lentes de Griinbaum

Una prueba para una versién simplificada de la conjetura de
Akers-Lehman (en la que no se consideran vértices terminales) fue
presentada por Grinbaum [Gr] en 1967. Para su prueba, Griinbaum
emplea las propiedades del encaje de algunas subgraficas 4-
regulares, 3-conexas y planas a las que llamé lentes. Un lente <
se define como un par de caminos arista y vértice disjuntos w; y
w, que unen los vértices a, y a, formando un ciclo %, junto con
todas las aristas y vértices contenidas en uno de los dos
componentes conexos definidos por % en el encaje de la grafica;
ademas los vértices a, y a,, llamados polos, no pueden ser
incidentes a algun vértice interno (ver Figura III-2).

Los lentes pueden ser clasificados como separables e
inseparables, donde estos ultimos son aquellos que no contienen
propiamente otros lentes. La prueba demuestra que cualquier
grafica plana, 4-regular y 3-conexa contiene al menos un lente
inseparable; ademas, demuestra como para todo lente inseparable

existe una secuencia de transformaciones T0 y T! que permiten
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Figura III-2 Subgraficas correspondientes a un par de lentes de
Griinbaum

llevar a cabo una reduccién. E1l resultado se consigue por

induccién sobre el numero de aristas.

IL1.c. La prueba de Truemper

La aproximacién de Truemper [T] al problema es diferente a la
de Epifanov, ya que éste ultimo trabaja sobre un encaje de la
grafica que desea reducir, mientras que Truemper se aprovecha de

dos caracteristicas propias de la transformada-AY :

(i) Si una grafica G 2-conexa es AY-reducible,
cualquier menor H de G también lo es (gracias a

que la transformada-AY es cerrada bajo menores)

(ii) Cualquier grafica plana es menor de una rejilla
apropiada (apropiada se refiere a suficientemente

grande)

Asi pues, Truemper empledé una rejilla extendida como la
mostrada en la Figura III-3; esta rejilla, salvo por la arista e
que en realidad sélo se usa para facilitar la prueba (es decir, no
es necesaria) siempre sera posible concebirla como una grafica
plana; ademas, cualquier grafica plana ser4d menor de alguna
grafica de esta familia (para m suficientemente grande). La

“virtud” del algoritmo de Truemper radica en el hecho de cémo
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Figura III-3 Rejilla empleada por Truemper para la reduccién de
una grafica planar.

coloca los vértices terminales (indicados como s y f¢) dentro de la
rejilla, ya que es gracias a esto que no existe ninguna
restriccién en cuanto a la posibilidad de 1llevar a cabo una
reduccién.

Para su prueba Truemper definié dos reglas, mostradas en la
Figura III-4, a través de las cuales reduce efectivamente una
grafica. La Regla 1 (Figura III-4.a) muestra como una arista que
forme parte de una A puede ‘viajar’ a través de un vértice de
grado 4 hacia la ‘siguiente’ cara. La Regla 2 (Figura III-4.b),
por otra parte, resume la operacién por la cual una arista se
reduce en la grafica.

El proceso que se lleva a cabo es el siguiente, suponiendo
una rejilla extendida con dimensiones mxm, sobre la cara de grado
3 (solamente hay una, y es adyacente a la terminal s) se emplea la
Regla 2, el resultado se muestra en la Figura III-5.a. Lo que se
lleva a cabo a continuacién es una transformacién T0 (Y—A) sobre
una de las Y incidentes a la terminal s; el resultado (Figura

III-5.b), permite entonces mediante la aplicacién sucesiva de la
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b)

Figura III-4 Reglas empleadas por Truemper para (a) mover una
arista sobre la diagonal de una rejilla y (b) para
eliminar una arista e.

Regla 1, llegar a una reduccién (Regla 2) de las aristas e y f
(Figura III-5.c).

La nueva grafica contard con una nueva Y como consecuencia de

la eliminacién de estas dos aristas, si se repite el proceso que

se acaba de describir una serie de veces es posible eliminar por
completo una columna al continuar transformando una Y en una delta

y eliminar dos aristas de la delta. Evidentemente, esto mismo se

a) b)

Figura III-5 Puntos de partida para la eliminacién de una

columna y un renglén de upa rejilla extendida para
el método de Truemper.

c)
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puede realizar sobre un renglén de la rejilla, obteniendo una
rejilla con un renglén y una columna menos (es decir, una rejilla
de dimensiones m-Ixm-1); y entonces, por induccién, se puede

demostrar que la grafica finalmente se vera reducida a una sola

arista.

Si bien este método es ingenioso y sumamente simple
conceptualmente, el realizar un algoritmo apoyado en esta idea
para la reduccién de una grafica se encuentra con la dificultad de
encajar la grafica en una rejilla como la requerida por Truemper,

de tal forma que los esfuerzos continuaron.

IIL1.d. La prueba de Feo-Provan

Algunos afios mas tarde, Feo y Provan [FP], basados
fundamentalmente en la idea de Epifanov consiguieron obtener una
prueba que a través de un etiquetado y un conjunto restringido de
transformaciones a las que llamaron transformaciones positivas.
Este algoritmo reduce efectivamente una grafica plana con 2
terminales al describir una especie de conjuntos admisibles fijos
gracias al proceso de etiquetado en que se le asigna valores a las
aristas y a los vértices.

Las virtudes de este algoritmo, al que llamaron algoritmo de
Reduccién Delta-Estrella (RDE), estriban fundamentalmente en que
el algoritmo (con un tiempo de ejecucién de O(1V1?%)) es simple,
relativamente facil de probar, y puede ser aplicado directamente a
la grafica encajada.

Como ya fue mencionado, el algoritmo consiste de dos pasos
conocidos como etiquetado y reduccidn. El proceso de etiquetado
asigna un valor (etiqueta) a cada vértice y arista de la grafica
como sigue:

Asigne la etiqueta 0 a una de las terminales (f;) y una

etiqueta nula a todos los demads vértices y aristas;

n « 1;
While (existan vértices o aristas sin etiquetar)
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A cada arista sin etiquetar incidente a un vértice
etiquetado asigne la etiqueta n:;

A cada arista sin etiquetar que comparta una cara
con un vértice etiquetado, asigne la etiqueta n +
1;

A cada vértice sin etiquetar adyacente a una
arista recién etiquetada, asigne la etiqueta n +
1;

n < n + 2;

Una vez que la grafica ha sido correctamente etiquetada es
posible trabajar con alguna de las transformaciones positivas
mostradas en la Figura III-6, aunque éste no es el conjunto
completo de las transformadas positivas; en realidad en esta
figura faltan 2 operaciones: la reduccién de lazos (R/), la cual
se mantiene sin cambios y la reduccién de grado uno (RO); para

ésta ultima se considera que en caso de que el vértice u sea una

ién én Aplica sobre: Resultado:

Reduccién en serie positiva
(P0O)

Reduccidn en paralelo (P1) Kx

)l s I(
)I s I(
Transformacién Y-A4 (P2)
a4d o
A f
s

Transformacién A-Y (P3)

Figura III-6 Transformadas Positivas
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terminal, entonces el vértice adyacente a éste representara a la
terminal una vez que se elimine a través de R(O. Una observacién
importante respecto a este conjunto de transformadas es que la
reduccién sobre un lazo (RI), la reduccién de aristas paralelas
(P0) y la transformacién de una delta en una 3-estrella (P3) se
deberan realizar sélo cuando estas formen una cara cuyo interior
se encuentre vacio; en otras palabras se efectuan sobre una cara
de grado 1, 2 6 3. Una segunda observacién se debe efectuar con
respecto al hecho de que al efectuar cualquiera de las operaciones
asociadas con una transformacién positiva el etiquetado se
mantendrd congruente; en otras palabras, si en ese mismo instante
se realizara una vez mas el proceso de etiquetado, se generarian
exactamente las mismas etiquetas para cada vértice y arista de la
grafica.

Para el proceso de reduccién se define el siguiente

algoritmo:

While (G no sea un solo vértice)
{

Encuentre y realice una transformacién positiva

Facilmente se puede observar que el proceso de reduccién
permite decrementar el peso de la grafica; para este caso, el peso
se define como el valor obtenido de sumar todas las etiquetas en
la grafica, y por lo tanto la prueba se concluye sélo con
demostrar que siempre es posible hallar al menos una transformada
positiva. Ademds de demostrar que el proceso de reduccién de la
grafica es finito, el que el peso de la grafica disminuya cada que
se realiza una transformada positiva permite conocer el tiempo de
ejecucién para este algoritmo.

La similitud con el algoritmo de Epifanov se debe a que el
proceso de etiquetado fija una especie de conjuntos admisibles, a
los que Feo y Provan llamaron contornos. Un contorno ¢ es

cualquier componente 2-conexo, ya sea un ciclo regular (también
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a) b)

Figura III-7 (a) Ejemplo de una grafica encajada en el plano y
(b) los contornos (ya divididos) que se encuentran
en ésta

designado contorno simple), una arista o un vértice, conformado
por las aristas y los vértices de un mismo nivel n, con n par. La
Figura III-7.a muestra una grafica encajada que ha sido etiquetada
a partir de un vértice terminal s; la grafica cuenta con un total
de 7 contornos Figura III-7.b, divididos en 3 ciclos regulares
(donde los de nivel 4 cuentan con un vértice comin y), 2 aristas
(con un vértice comun x) y 2 vértices (que en este caso coinciden
con los vértices terminales s y t). Los contornos, al igual que los
conjuntos admisibles, dividen la grafica en dos regiones. Puesto
que el algoritmo de RDE emplea etiquetas, para un contorno de
nivel / una de estas dos regiones contendra exclusivamente aristas
o vértices de nivel /+1 o mayor. Esta regién sera llamada la
regién superior de C, y la segunda la regidn inferior. Un contorno
superior adyacente de % (CSA) sera cualquier contorno de nivel /+1

que se encuentre en la regién superior de ¥.
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Feo y Provan demostraron como la incapacidad del algoritmo de
RDE para realizar una transformacién positiva en un contorno
determinado se debe a un vértice expuesto y sus obstrucciones

asociadas.

Un vértice expuesto v es aquel que no tiene aristas
incidentes que pertenezcan a su CSA; por lo tanto, siempre que un
contorno sea una arista o un vértice, no contara con un CSA, y por
lo tanto, los vértices asociados a éste forzosamente seran
expuestos. Si un contorno cuenta con k o menos vértices expuestos,
entonces se le 1llamard un k-contorno. Existen tres tipos de
obstrucciones asociadas a algun vértice expuesto simplemente
llamadas de tipo 1, 2 y 3. Una obstruccién asociada a un vértice
expuesto v en un contorno % de nivel /+2 sera de tipo 1 si v forma
parte al menos de otro CSA (Figura III-8.a); en caso contrario la
obstruccién serd de tipo 2 o 3. Para las obstrucciones de tipo 2 y
3 se considerard una cara % delimitada por un par de aristas e; y
e, de nivel /+1; si ésta contiene parte de un CSA en su cerradura
(Figura III-8.b) se considerard una obstruccién de tipo 2 y sera
de tipo 3 de no ser asi. Para este ultimo caso, la cara 9 debera
contener en su cerradura al menos otro vértice expuesto (Figura
III-8.c). La importancia de los vértices expuestos se debe a que
de no formar parte de alguna obstruccién, evidentemente indicaran

el sitio de una transformacién positiva.

@ vértice expuesto

v v
—_  — —
7 — contorno de nivel /
/ . aristas de nivel /+1
| e, e / Nes — contorno de nivel /42
LT Ces />
a) b) c)

Figura III-8 Un vértice expuesto y los tres tipos de
obstruccién asociados a éste
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lll.2.  Reduccién para k terminal

A partir de los trabajos presentados en las secciones
anteriores se han desarrollado una serie de ideas con la intencién
de poder extender los resultados a graficas con un mayor numero de
terminales, o bien, a graficas que no sean estrictamente planas.
Entre las ideas que se han manejado estdn aquellas que emplean
vectores de valores para el etiquetado (dando por ejemplo un valor
para cada terminal), empleando diversos encajes, restringiendo el
problema, etcétera. De entre todos estos esfuerzos el que resuelve
el problema para 3 terminales por primera vez es el algoritmo
desarrollado por Gitler, mas aun éste permite que se continde
investigando dado que trabaja sobre un encaje especial de la
grafica. A continuacién se presentardn los algoritmos de Gitler y
una modificacién al de Feo y Provan que seflalan los pasos

necesarios para resolver el problema con 3 terminales.

IIL.2.a. La prueba de Gitler

Si bien los algoritmos descritos son suficientes para la
solucién del problema que incluye 2-terminales, rapidamente se
encuentran familias infinitas de graficas con 3 o mas terminales

para las cuales, ninguno de los métodos descritos son suficientes.

Al respecto, se han realizado diversos esfuerzos; entre los

Figura III-9 Espejo perfecto con 3 terminales (x, y. z)
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Figura III-10 Ejemplo de algunos ‘estados’ que brindan la nocién
sobre como reducir la rejilla empleada por Gitler

que han dado frutos podemos citar los trabajos de Gitler [Gl, G2];
en estos, Gitler prueba como una grafica con 3-terminales (x, y, z)
puede ser reducida a Kj. El trabajo de Gitler es muy similar en
concepcién al de Truemper, ya que consiste en encajar una grafica
plana en una rejilla muy particular a la que llamé espejos
perfectos (Figura III-9); ademas generalizé el teorema sobre
menores de Truemper para el caso con terminales logrando de esta

forma obtener la prueba que requeria.

Una vez que la grafica ha sido encajada en este tipo de
rejilla se procede a reducir su ‘radio’ (Figura III-10) hasta que
se obtiene una forma candénica, la cual puede incluso (con las
consideraciones apropiadas) ser reducida por el método de Feo y
Provan para 2-terminales.

El mismo Gitler dio algunos avances sobre el problema para
k-terminales con k = 3 y presentd una inspeccién mds profunda sobre
la reducibilidad de una grafica con 4-terminales.

Es importante en este punto aclarar, que si bien se han
descrito uUnicamente avances concernientes a la reduccién de

graficas planas, muchas de estas ideas son también aplicables a
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graficas encajadas en otras superficies. Pero no so6lo estas ideas
han surgido alrededor de la AY -reducibilidad, el mismo Gitler [Gl]
describié como la clase de graficas que no contienen como menor a
K33 asi como la clase que no contiene como menor a Ks; es
AY -reducible (no importando en que superficie esté encajada la

grafica) .

II1.2.b. Algoritmo de RDE modificado

La problemdtica sobre la reduccién de wuna grafica de
3-terminales ha provocado un fuerte interés por llevar a cabo un
algoritmo similar al de Feo y Provan, el cual haciendo uso de un
etiquetado sobre la grafica encajada, permita reducirla hasta
llegar a K3 con sus vértices siendo las terminales, tal y como

demostré Gitler.

El presente algoritmo es una modificacién sobre 1la idea
original de Feo y Provan realiza un analisis mas profundo para
extender la idea a tres terminales. Para la prueba del algoritmo

de RDE original se utilizan los siguientes lemas:

Lema III-1 Sea ¥ un contorno en una grafica etiquetada no
trivial que no admita una transformacién positiva,
entonces cada vértice expuesto de ¥ debe ser un
vértice terminal o adyacente a una obstruccién de
tipo 1, 2 6 3.

Lema III-2 Sea % un k-contorno cuya regién superior contenga al
menos un vértice, entonces al menos una de las
siguientes condiciones ocurre:

(i) Existe un CSA de ¥ que no contiene obstrucciones
de tipo 1 6 2 y a lo mas cuenta con k
obstrucciones de tipo 3.

(ii) Existen dos CSA’s de % cada uno con exactamente
una obstruccién de tipo 1 6 2 y a lo mas k

obstrucciones de tipo 3 entre ambos.
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Lema III-3 Sea % un l-contorno simple, cuya regién superior sea
vértice vacia, entonces ¥ admite una transformacién

positiva.

Lema III-4 Sea ¥ un contorno que satisfaga alguna de las
siguientes condiciones (donde ¢ es un vértice
terminal) :

(i) ¥={v}, v=t, y ¥ no contiene obstrucciones;
(ii) E={v}, v#L, y ¥ contiene a lo mias una
obstruccién;

(iii) ¢={(u, v)}, v#t, y v no es una obstruccién de tipo

1 ni adyacente a una obstruccién de tipo 2 6 3.
Entonces ¢ admite una transformacién positiva

En la Figura III-11 se pueden observar un par de contornos
que contienen a las terminales f;, y f;, que ejemplifican a los
Lemas III-3 y III-4; las % muestran los sitios donde se puede

llevar a cabo una reduccién.

Figura III-11 Grafica con un par de contornos que contienen a tl
y t2 donde se ejemplifican los Lemas III-3 y III-4
respectivamente.
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Los cuatro lemas anteriores seran empleados como el medio
para llevar a cabo las transformaciones que finalmente reduzcan la
grafica. Antes de poder proceder es necesario hacer las
extensiones pertinentes para incluir una tercera terminal en la
grafica; de la lectura de los Lemas III-1 y III-2 es claro que no
debe hacerse ninguna consideracién extra cuando la grafica cuenta
con mas de 2 terminales. Por otra parte, los Lemas III-3 y III-4
no son suficientes para todos los casos con tres terminales, las
extensiones que se requieren se muestran en los siguientes dos

lemas.

Lema III-5 Sea % un 2-contorno simple, cuya regién superior sea
vértice vacia, entonces ¥ admite una transformacién
positiva (extendida).

Para la prueba de este Lema considere los distintos grados de
%, tal y como se muestra en la Figura III-12 (a partir de esta
figura un vértice expuesto o terminal se sefialard como un circulo
dentro de un cuadrado). Suponiendo que el grado de ¥ sea 2 (Figura
III-12.a), evidentemente se tiene una reduccién en paralelo PI;
para un contorno de grado 3 (Figura III-12.b), debe existir una
reduccién de un lazo, ya que sélo existen dos vértices expuestos.
Por ultimo, el tercer caso (un ciclo de grado mayor a 3) cuenta
con dos variaciones; la primera es aquella en que ambos vértices

expuestos se encuentran en una misma cara; de ser asi, la regién

a) b) c)

Figura III-12 Distintos casos que se presentan dependiendo del
grado de un contorno % de nivel /.
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ién/ cidén Aplica sobre: Resultado:

Transformacioén AY positiva
extendida (TAYe+)

Transformacidén YA positiva
extendida (TYAe+)

Figura III-13 Transformadas positivas extendidas

del contorno que no los contenga permitird una reduccién en
paralelo o una reduccién de algun lazo; por otra parte, si estos
se encuentran divididos, debe existir una regién 2 como la que se
muestra en la Figura III-12.c, si se efectia una transformacién
delta-estrella, esta transformacién mantendrad la ‘filosofia’ de
las transformadas positivas, ya que el peso de la grafica se
decrementaria en uno. A este nuevo tipo de transformaciones las
llamaremos transformadas positivas extendidas, y se muestran en la
Figura III-13.

Finalmente las variaciones al Lema III-4 se analizaran en dos
partes, la primera atacara el caso para el cual el contorno ¥ esté
conformado por un sélo vértice, mientras que la segunda tratard
sobre el caso en que el contorno sea una arista. Para el primer

caso se tiene entonces que:

Lema III-6 Sea % un contorno que satisfaga alguna de las
siguientes condiciones (siendo t un vértice
terminal) :

(i) ¢={v}, v=t, y ¥ contiene a lo mias una

obstruccién, entonces existe una transformacién

positiva;



Figura III-14 Analisis para el caso en que un contorno ¥ esta
compuesto por un solo vértice v.

(ii) e={v}, v=t, y ¢ contiene a lo mas dos

obstrucciones;
Entonces ¥ admite una transformacién positiva.

Para la prueba se considerara el grado del vértice v que
pertenece a un contorno % de nivel /+2; asi pues, es evidente que
para el caso en que v es una terminal, se podrd llevar a cabo una
reduccién de grado 1 (si d(v)=1), una reduccién en paralelo o una
transformacién-AY positiva (para d(v)=2); o bien, una
transformacién-AY positiva (para d(v)23), ya que v es adyacente a

una sola obstruccién y por lo tanto cualquier par de aristas de

nivel /+1 deberan formar una cara como la que se muestra en la
Figura III-14.a. Para el caso en que el vértice v sea distinto a
la terminal, las transformaciones posibles seran la reduccién de
lazo, una reduccién en serie o paralelo, o una transformacién AY
positiva dependiendo de si el grado de v es 1, 2 6 mayor a 3

respectivamente (ver Figura III-14.b).

Resta pues por analizar el equivalente a un contorno
compuesto por una arista; para tal fin se empleardn los siguientes
Lemas:

Lema III-7 Sea un contorno ¥ ={(u, v)}, y v#t, adyacente a una
obstruccién de tipo 2 o 3, entonces ¥ admite una

transformacién positiva (extendida).
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a) b)

Figura III-15 Casos para los que el contorno % es una arista con
uno de sus vértices (v) distinto a una terminal.

Por la definicién de v es claro que su grado deberd ser mayor
o igual a 3, para el caso en que sea igual a 3 entonces el vértice
v debera admitir una transformacién-YA positiva extendida (TYAe+),
tal y como se puede apreciar en la Figura III-15.a. Por otra
parte, si el grado es mayor que 3 entonces debe existir una cara
P, que no es una obstruccién; y por tanto, serd una
transformacién-AY positiva (TAY+) Figura III-15.b. Una grafica que
contiene sélo transformaciones positivas extendidas se presenta en
la Figura III-16, nuevamente la % indica un posible punto de
transformacién; las transformaciones adyacentes a tl y t2
ejemplifican respectivamente el uso de los Lemas III-5 y II1-7

respectivamente.

Figura III-16 Grafica que no so6lo transformaciones positivas
extendidas.
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Es importante aqui resaltar que no se hizo ninguna suposicién
sobre si u era un vértice terminal o adyacente a alguna
obstruccién, aunque evidentemente lo ‘peor’ que puede ocurrir es

que si lo sea.

Los lemas anteriores (III-1 a III-7) cubren fundamentalmente
todas las formas que puede contener una grafica en un contorno
excepto el caso donde el contorno es una arista {(u, v)} y v es
adyacente a una obstruccién de tipo 1 o es una terminal. Si es
adyacente a una obstruccién de tipo 1, entonces se puede hallar al
menos un contorno mas del mismo nivel. En general, se puede
encontrar un subconjunto conexo de contornos del mismo nivel que

pueden asociarse a una estructura arbérea (ver Figura III-17).

Lema III-8 Sea %" un conjunto maximal de contornos conexos
adyacentes a lo mas a 2 obstrucciones tipo 2 6 3 vy
7" el arbol asociado a %% si existe un vértice
v*e V(") tal que d(v*)23, entonces al menos uno de
los contornos en ¥ admite una transformacién
postiva.

Para la prueba basta observar como alguno de los contornos en
%" permite el empleo de alguno de los Lemas III-3 a III-7.
El ultimo caso que se requiere analizar es aquel en que se

cuenta con un conjunto de contornos conexos % que forman un

contornos

arbol de
contornos

Figura III-17 Subgrafica conformada por contornos conexos y su
arbol de contornos asociado
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camino, siendo los vértices en los extremos del camino vértices

terminale

Lema III-

(ii)

s; estas condiciones llevan al siguiente lema:

9 Sea %" un conjunto conexo maximal de contornos de
nivel /+2 que forman un camino f,, f, siendo estos
dos vértices terminales, ademas ¥ no es adyacente a
obstrucciones de tipo 2 6 3. Entonces alguna de las

siguientes condiciones se satisface:
Si d(v)=3 para veV{¥%¥} o v cuenta con dos aristas
de nivel /+1 formando una cara, entonces v esta

asociado a una transformacién positiva.

Si el grado de un vértice terminal (t; 6 ;) es
mayor o igual a 3 entonces existe una

transformacién positiva asociada a la terminal.

(iii) Si d(v)=4 para todo veV{%¥7}, entonces existe una

transformacién negativa como resultado de este

contorno.

La prueba de los casos (i) y (ii) resulta evidente de la

simple observacién de la Figura III-18.a y .b. Para el caso (iii)

es preciso antes de cualquier otra cosa definir una transformada

negativa. Llamaremos transformada negativa a una transformacién AY

/

—@—

7N

a) b)

Figura III-18 a) Un vértice adyacente a una obstruccién de tipo

1 con mas de dos aristas de nivel /+/ formando una
cara, asi como b) una terminal de grado mayor a 2
en el ‘extremo’ de un contorno admiten wuna
transformacién positiva.
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ién/! ién Aplica sobre: Resultado:

Transformacién YA positiva
(TYA-) e A4

a1

(TAY-)

..x:‘ ; ?..‘
Transformacién AY positiva >r<
R <

Figura III-19 Transformaciones negativas

positiva (TAY+) o una transformacién YA positiva (TYA+) que opera

en forma inversa (Figura III-19).

La prueba del Lema III-9.iii surge de la simple observacién
de que cada uno de los lemas utilizé la idea del CSA, pero es
igualmente valido ‘voltear’ 1la grafica y considerar los mismos
argumentos para la regién inferior y el CIA, siempre y cuando se
cumplan las condiciones del lema, ya que de no ser asi se corre el
riesgo de que algin vértice en % actie como una obstruccién para

los contornos inferiores.

Es obvio entonces, que para poder seguir adelante es preciso
contar con alguna especie de marca que indique si una Y (A) es el
resultado transformacién TAY+ (TYA+) o bien, de su contraparte
negativa, de tal forma que no simplemente se esté iterando sin
sentido (el conjunto completo de operaciones de la Transformada-AY
para el algoritmo RDE modificado se muestra en el Apéndice A).

Simplemente como prueba de este ultimo caso considere las
graficas de la Figura III-20, éstas tienen la particularidad de
cumplir sélo el Lema III-9.iii; ademds, por ser simétricas, al
etiquetarse desde cualquier vértice terminal se tendria
exactamente el mismo etiquetado.
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Teorema III-1 El algoritmo RDE Modificado reduce una grafica plana

encajada G con 3 terminales.

Prueba: Suponga que etiqueto G a partir de un vértice terminal s.

Caso

Sea entonces C un k-contorno de nivel maximo 1, con k<2 y a
lo m&s 2-k terminales en su regién superior (esta regién debe
existir debido al contorno {s}).

Puesto que Feo y Provan ya probaron el algoritmo para un
l-contorno el resto de la prueba asumira que se trata de un
2-contorno. Primero suponga que C tiene una regién superior
vértice vacia; entonces el Lema III-5 aplica y por lo tanto C
admite una transformacién positiva (extendida); de no ser asi
se utiliza el Lema III-2 y se cuenta con uno de 1los
siguientes casos.

1: Existe un CSA D que no cuenta con obstrucciones tipo 1 6 2
y a lo mas es indicente a 2 obstrucciones de tipo 3. Si D es
un vértice entonces el Lema III-6 aplica sobre D. Si D es una

arista y alguno de sus vértices no es terminal, entonces el

a) b)

Figura III-20 Par de graficas planas que cumplen con el Lema

III-9, una de ellas a) sélo admite
transformaciones positivas, y en la otra b) se
puede observar una sola transformacién positiva
(que bloquearia tres negativas).
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Caso

Caso

Lema III-7 aplica sobre D. Finalmente si D es simple y G no
admite una transformacién positiva, entonces el Lema III-1
implica que D puede tener a lo mas k+r vértices expuestos,
donde r es el numero de terminales en C, por lo tanto D es
un contorno de nivel superior a C que cumple con todas las
propiedades de C, contradiciendo la eleccién de este

contorno.

2: Existe un arbol &7 asociado a un conjunto de contornos
conexos @* formado por el conjunto maximal de CSA’s a C tal
que si existe un vértice de grado mayor o igual a 3 entonces
el Lema III-8 o el Lema III-1 se pueden aplicar; llevando a
una posible transformacién positiva o bien a una

contradiccién de forma similar a lo que ocurrié en el caso 1.

3: Existe un &rbol (camino) & asociado a un conjunto de
contornos conexos @* formado por el conjunto maximal de CSA’s
a C. Si los extremos de este camino son distintos a una
terminal, entonces se efectuara una transformada positiva
(extendida) como consecuencia del Lema III-7. Sélo queda
entonces la posibilidad de que el camino cuente con vértices
terminales en sus extremos; de tal forma que si alguno de los
vértices terminales tiene grado mayor a 2 entonces el Lema
IIT-9ii asocia a la terminal una transformacién positiva. Por
otra parte, cualquier vértice v en ?* distinto a una terminal
tiene exactamente 2 aristas de nivel /+2, de forma que si su
grado es igual a 3 o bien tiene dos aristas de nivel [/+1
limitando una cara entonces el Lema III-9i aplica. En caso
contrario, esto querria decir que v tiene exactamente grado 4
y sus dos aristas de nivel [/+1 se encuentran en caras
distintas, por lo que el algoritmo en ese momento debe hacer
uso de una transformada negativa como consecuencia del Lema
III-9iii. Esto cubre todos los casos y por lo tanto se ha

concluido la prueba.O
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Es evidente que como corolario del Teorema anterior, la
modificacién al algoritmo de RDE permite reducir efectivamente una

grafica de 3 terminales.
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IV. Matrices Intercaladas

Una matriz pseudolatina es aquella matriz donde cada entrada,
o valor para una coordenada en particular, es etiquetada (o
coloreada) de manera que no se repite un color por renglén o
columna. Si ademds toda submatriz de 2x2 contiene 2 6 4 colores
entonces la matriz serd llamada intercalada; cuando una submatriz
de 2x2 contiene dos colores se le llamara una intercalacidén y en
caso contrario (cuando tenga 4 colores) se llamara

cointercalacidn.

Una matriz intercalada sera de tipo (r, s, n) si tiene r
renglones, s columnas y n colores en total; por ejemplo, la Figura
IV-1 muestra una matriz de tipo (4, 8, 16). Las matrices
intercaladas (MI's) tienen una variedad de propiedades
interesantes; por ejemplo, un MI puede ser formada a partir de
otra simplemente seleccionando un grupo de sus columnas y
renglones. Otra propiedad de las MI’s es que siempre que se
realice una permutacién de renglones o columnas ésta permanecera
siendo una MI; precisamente de esta posibilidad se desprende la
siguiente definicién: dos matrices serdn isotdpicas si se puede
transformar una en la otra usando permutaciones de renglones y

columnas y, en caso necesario, renombrando sus colores.

IV.1. Reformulacién en teoria de grificas

Una MI puede ser descrita mediante graficas si se considera

que se cuenta con una grafica bipartita completa K, y una
123546 9 13
35127 810 14
21536 41115
4 6 781 21216

Figura IV-1 Matriz intercalada de tipo (4, 8, 16)
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asignacién de colores en el conjunto {l,...,n} sobre sus aristas tal
que:
(&%) Cada par de aristas incidentes en un vértice tienen un
color distinto.

(ii) Todo ciclo de longitud cuatro tiene dos o cuatro

colores.

La relacién entre una MI de tipo (r, s, n) y una grafica K, s
debe ser tal que los vértices de la grafica representen los r
renglones y las s columnas de la matriz; ademas las aristas que las
relacionan podran ser etiquetadas de forma tal que concuerden que
las entradas que existan para una coordenada en particular. Para
clarificar un poco mas lo anterior considere la MI de tipo (4, 8,
16) de la Figura IV-1; la grafica que describe a esta matriz se

muestra en la Figura IV-2.

Un problema importante relacionado con las MI’s es aquel

Figura IV-2  Grafica K4 s correspondiente a la MI de la Figura
Iv-1
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donde se desea encontrar la minima » para una matriz intercalada
de tipo (r. s, n), una matriz de este tipo se llamard de coloracidn
minima u Jptima; un ejemplo de dos matrices optimas se puede
observar en la Figura IV-3. Asociado a este problema se puede
encontrar la conjetura de Yuzvinsky (Y], la cual ha permanecido

abierta por mas de una década; ésta se presenta a continuacién.

IV.2. Conjetura de Yuzvinsky

La conjetura de Yuzvinsky manifiesta que toda matriz
intercalada de tipo (r,s,n) satisface que n=ros, donde ros es la
funcién de Pfister; ésta se puede calcular recursivamente de

acuerdo a la siguiente expresién:

sor sir>s
r sis=1
res= 27 4 rofs—2-) sir>s (Ee. 1)
2 si27 <rs<2!

Yuzvinsky fue capaz de demostrar su conjetura para el caso en
que las matrices intercaladas son submatrices de la tabla de
Cayley del grupo diaddico; a éstas se les conoce como matrices
intercaladas diadicas.

La conjetura estd completamente resuelta para el caso
diadico; sin embargo, para el caso general sélo se han resuelto
completamente los rangos para r,s<16 y r<5. A pesar de esto es de
gran interés obtener una solucién completa para el rango de
r,s<32; debido a la relacién existente entre este problema y el de

producto de sumas.

123 435
4 561 2

Figura IV-3 Un par de matrices intercaladas optimas.

N
o /e o
o 8 e
{2 o o
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El problema del producto de sumas sobre los enteros es el
siguiente: dados tres numeros naturales r, s y n decidir si existe

una férmula del tipo:

(242 pp+y?)=22 4.2 (Ec. 1v-2)

donde x; e y; (con 1<i<r,1<j<s) son indeterminadas y cada z, (con
1<k<n) es una forma bilineal en x e y; cuando tal férmula existe,

se dice que la tripleta (r,s,n) es admisible.

En la actualidad se conoce que una tripleta (r,s,n) es
admisible si y sélo si existe una MI de tipo (r,s,n) que pueda
signarse consistentemente. Una MI estd signada si los valores para
las distintas coordenadas cuentan con un signo positivo o negativo
(Figura IV-4); si ademds se cumple el producto de los signos de
los elementos para cada intercalacién es negativo, entonces la MI

habra sido signada consistentemente.

Dada la MI signada que aparece en la Figura IV-4 ha sido
signada consistentemente, entonces es posible decir que la

tripleta (4,4,4) es admisible ya que se puede obtener la férmula:

Z) =X~ XYy ~ X3 Y3~ XYy
2 =40, H 0~ XY, T XYy
2 =+0Y3+ XY+ X))~ X)),
2= XYy~ Yt X, H X,

(Ec. IV-3)

donde x;, y; y zx corresponden con el renglén i, la columna j y el

color k (1<i,j,k<4) respectivamente.

Y1 )2 Y3 Y4
X +1 +2 +3 +4
X2 +2 -1 -4 +3
X3 +3 +4 =2 -2
X4 +4 -3 +2 -1

Figura IV-4 Ejemplo de una MI signada
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Una forma mas de resolver el problema de signabilidad es a
través de la matriz de incidencia de A (4), la cual contara con
las coordenadas como renglones y las intercalaciones como
columnas, siendo 1 el valor para una coordenada de A cuando alguna
coordenada de 4 forme parte de la intercalacién. Dada la matriz A
y el vector T (que contiene sélo unos en sus entradas), es posible

verificar que:

Lema IV-1 A es signable si y s6lo si el sistema de ecuaciones
xA=1 tiene solucién sobre GF(2).

Lema IV-2 Uno y sélo uno de los siguientes sistemas de
ecuaciones tiene solucién sobre GF(2): xA=1 o
Aw=0, Tw=1.

Como ejemplo de todo lo anterior considere que se cuenta con
la matriz signada de la Figura IV-4; esta matriz cuenta con 12

intercalaciones que se presentan a continuacién:

Interc renglones olumnas colores
I X1,%2 Yiy2 1.2
I X1,X2 V3:Ya 3,4
13 X1,X3 Y1,y3 143
I, X1,X3 Y2:Y4 2,4
Is X1,X4 Y1:Va 1,4
Is X1,X4 Y2,)Y3 2,3
I, X2,X3 YiYa 2,3
Iy X2,X3 Y2,)3 1,4
Iy X2,X4 Y1,y 2,4
Iyo X2,X4 Y2,Ya 1,3
Iy, X3,X4 Yi,y2 3,4
Iy, X3,%4 Y3,Ya 1,2

brevemente, se puede comprobar como esta matriz de intercalaciones
(a la que se podria llamar [In) describe cada una de las
intercalaciones, conteniendo los renglones, las columnas y los

colores que las conforman.
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Tomando entonces como entrada la matriz Im, la matriz 4

luciria como:

de tal forma que se puede considerar que el vector x sea:
x= [l,0,0,0,0,0,l,0,0,0,0,1,0,1,0,0] (Ec. IV-4)

generando como resultado que xA=1 y por lo tanto se puede

verificar una vez mas que 4 es signable.

La bondad de trabajar con estas matrices es que se puede
hacer uso de cada uno de los conceptos de los capitulos anteriores
en esta teoria. Para aclarar mas lo anterior simplemente observe
como la matriz de intercalaciones [In forma un conjunto de
cuadrilateros, donde los vértices son los renglones vy las
columnas, ademas las etiquetas de las aristas corresponderian con
el valor para la coordenada entre un renglén y una columna; de tal
forma que pueden ser empleados como caras de un poligono y por

tanto es posible el uso de la transformada delta-estrella.
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Figura IV-5 Grafica compuesta por seis intercalaciones
encajada en el plano proyectivo.

Para verificar una vez mas la utilidad de la transformada
delta-estrella, con las modificaciones requeridas por la
naturaleza de la grafica, permite obtener las distintas soluciones
para las cuales se cumple que Aw=0. considere por ejemplo una
grafica donde intervengan las intercalaciones [I;,1s3,19,110,1yy e I)2
como la que se muestra en la Figura IV-5; ésta gradfica surge como

una posible solucién para Aw=0, donde:
w=[0,0,0,0,0,0,1,LL1,11] (Ec. 1v-5)

La bondad de la transformada delta-estrella es que se pueden
realizar transformaciones sobre una estrella y sus caras
adyacentes para generar una nueva solucién (ver Figura IV-6)
Resulta ademas que esta grafica en realidad, puede ser
descompuesta en tres graficas mas que corresponden a la grafica de
los renglones, las columnas y los colores; por ejemplo la grafica
de las columnas puede construirse a partir de esta si se conectan
dos vértices que corresponden a una columna siempre gque se

encuentre compartiendo una cara, para este caso no es dificil
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Figura IV-6 Resultado de transformar la Figura IV-5; la
grafica generado una vez mas obtiene una solucién
para Aw=0.

comprobar que dicha grafica seria K4, con los vértices siendo las

columnas y; a ya-

IV.3. El problema de imient j

El problema de conocimiento comun se aplica sobre un conjunto
de entidades (personas, procesadores, compafias, etc.) que deben
conocer la misma cantidad de informacién (datos, secretos, etc.).

Este tipo de condiciones se hacen necesarias en eventos tales
como las subastas, elecciones, competiciones para algun
desarrollo, etc. en las cuales es importante que las entidades
adquieran los conocimientos de una forma ‘justa’; es decir,
siempre se debera cumplir que si en un cierto instante una entidad
A adquiere una unidad de informacién conocida por otra entidad B,
entonces en ese mismo instante B adquiere wuna wunidad de

informacién conocida por 4.
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En el supuesto de que se cuente con s procesadores (P s Pad
y n datos desconocidos (D,,..,D,), estos datos deberin ser
enviados a los procesadores tomando en consideracién las
siguientes reglas:

1. La unidad de tiempo para enviar los datos es discreta
(1,2,...) y todos los procesadores adquieren un dato por
cada periodo.

2. No es posible enviar el mismo dato a dos procesadores en
una misma unidad de tiempo.

3. No se puede enviar mas de un dato por periodo de tiempo a
un procesador.

4. Si en la unidad de tiempo f, se enviaron los datos D, y
Dy, al procesador P; y P; respectivamente, y para el
tiempo f, (con t;>t;) P; obtiene el dato D, entonces P;
debe obtener durante el tiempo 7, el dato D,.

Dadas las condiciones anteriores se pueden establecer las

siguientes relaciones con una MI: el proceso de transmisién de

datos se debe de finalizar al cabo de r unidades de tiempo (que

corresponderdn a los r renglones de la matriz), para los s
procesadores, Py,..,P; (o s columnas de la matriz), que recibieron
alguna combinacién de entre los n datos Dy,..,D, (n colores de la
matriz).
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V. Conclusiones

Las transformadas-AY se presentan como una herramienta de
gran utilidad dada la variedad de problemas que pueden ser
resueltos a partir de su uso. Entre estos, existen algunos que
generan un resultado global exclusivamente mediante el analisis
local empleado por las transformadas tal y como se puede ratificar
en el Apéndice C; un ejemplo de tales aplicaciones es el trabajo
presentado por Lehman [L] para reducir graficas probabilisticas
sin terminales y su aplicacién directa para obtener la
confiabilidad de una red. Dicho problema fue extendido m&s tarde
por Chari, Feo y Provan [CFP] para el caso con dos terminales, y
se espera que el algoritmo presentado en esta tesis, sirva como
base para la extensién al caso con tres vértices terminales. En
caso de que se pruebe que las ecuaciones propuestas por Lehman son
vadlidas para el caso con tres terminales, el algoritmo que se
propone ademas seria el mejor algoritmo para la aproximacién de la
confiabilidad de una red, no sélo por la exactitud de la

aproximacién, sino también por la velocidad de éste ©o@?).

Si bien, en la presente tesis se reduce el andlisis del
algoritmo de RDE Modificado al caso en que la grafica es plana,
algunos de los resultados son igualmente aplicables para el caso
en que la grafica puede ser encajada en una superficie distinta a
la esfera y por esto se incluye una libreria para el manejo de
graficas no planas (Apéndice B), mas tal estudio va mas alla de
los alcances de éste documento; no obstante, en el Apéndice D se
brindan algunos datos concernientes a la reduccién de graficas no
planas.

Una pregunta importante relacionada con el wuso de las

transformadas es si se puede o no mejorar el tiempo de ejecucién

del algoritmo de O( v?) a O(vv), algunos datos practicos parecen
confirmar tal idea; sin embargo, no existe aun alguna prueba que

lo demuestre en una forma contundente. El algoritmo de RDE
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e

a) b)

Figura V-1 Un par de graficas con 4 terminales no
AY -reducibles, la grafica de la derecha (b)
pertenece a una familia infinita de graficas
irreducibles.

Modificado podria brindar también alguin avance al respecto, esto
gracias a que las transformaciones positivas y las negativas al
parecer pueden ser llevadas a cabo en forma paralela sin
interferir entre si; mas esto ultimo aun no es claro y requiere de

un mayor analisis para comprobar o refutar su veracidad.

Finalmente, una ultima linea que podria verse beneficiada a
raiz del presente trabajo, es aquella que estudia el caso para
graficas con k-terminales. Si bien es cierto que una vez que se
incluye una cuarta terminal existen incluso familias infinitas de
graficas que no son AY-reducibles (ver Figura V-1), esto no
implica que todas las graficas con mas de 3 terminales lo sean tal
y como lo demostrd Gitler [Gl] para el caso en todos los vértices

terminales se encuentran sobre una misma cara.
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Apéndice A

Conjunto de operaciones para el algoritmo RDE modificado

Reduccién/Transformacion
Reduccidén de grado 1 (Rgl)
Reduccidén de lazos (R1)
Reduccidén en serie (Rs)

Reduccidén en paralelo (Rp)

Transformacién YA positiva
(TYA+)

Transformacion AY positiva
(TAY+)

Transformacidén YA positiva
extendida (TYAe+)

Transformacién AY positiva
extendida (TAYe+)

Transformacién YA positiva
(TYA-)

Transformacién AY positiva
(TAY-)
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Estructuras y funciones de la biblioteca “mapc”

typedef struct

int  a;
int c;
int v
} cruz;

La estructura cruz contiene los tres elementos que definen la
cruz de una arista (arista, cara y vértice)

typedef struct

int bor;

int cl;
int  c2;
int vl;
int  v2;

cruz pil;
cruz pi2;

cruz pi
cruz pid4;
} nodo_a;

Esta estructura (nodo_a) mantiene las dos caras y los dos
vértices asociados a una arista; adicionalmente cuenta con cuatro
pi’s; pil, pi2, pi3 y pi4 que corresponden a las cruces
resultantes de realizar la operacién =n(-) desde la cruz (a,cl,vl),
(a,cl,v2), (a,c2,vl) y (a,c2,v2) respectivamente; a partir de este
punto, cualquier referencia a pil hasta pi4 se referird a este
mismo resultado. Por ultimo la variable bor tiene un doble fin:
indicar que la arista se encuentra borrada y si lo estd, mantener
una pila de aristas borradas.

typedef struct
{

int
a_bor,
c_bor,
v_bor,
maxa, maxc, maxv;
nodo_a
*a_a;
int
*a_c, *a_vi
cruz
crz;
} *mapc, mapc_;

La estructura mapc es la mas importante de la utileria, esta
contiene todos los elementos requeridos por el mapa combinatorio
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asi como los datos esenciales para su adecuado manejo en memoria.
Las primeras tres variables; a bor, c bor y v_bor; son apuntadores
al primer espacio libre en las pilas para una arista, cara y
vértice respectivamente. Las variables maxa, maxc, y maxv
representan la cantidad maxima de aristas, caras y vértices que
podrédn ser almacenados en memoria. El apuntador a_a permite
almacenar un arreglo de ‘aristas’ (junto con sus valores
asociados), mientras que los apuntadores a c y a v son arreglos
donde a cada cara y vértice se le asocia una arista. Finalmente la
variable crz es un indicador (cursor) que contiene una cruz en
particular de la grafica, que puede ser utilizada para realizar
las distintas operaciones asociadas con los mapas combinatorios.

void ini_pi_mapc (cruz *pi, int a, int ¢, int v);

Asocia a cada cruz (definida por a, ¢y v) una pi.

int pop_a_bor_mapc (mapc mc) ;
int  pop_c_bor_mapc (mapc mc) ;
int pop_v_bor_mapc (mapc mc) ;
void psh_a_bor_mapc (mapc mc. int a);
void psh_c_bor_mapc (mapc mc, int c);
void psh_v_bor_mapc (mapc mc, int v);

Operaciones pop y push sobre las pilas de aristas, caras y
vértices borrados.

void actlza_a_c_mapc (mapc mc, int ¢, int a);

void actlza_a_v_mapc (mapc mc, int v, int a);

Asocia a los arreglos de caras y vértices (a_c y a_v) una arista
(a) en particular.

int c_comun_mapc (mapc mc, int al, int a2);

int v_comun_mapc (mapc mc, int al, int a2);

Dadas un par de aristas permite identificar si estas cuentan con
un vértice o una cara en comun.

void rmplza_c_mapc (mapc mc, int a, int ¢, int cnva);
void rmplza_v_mapc (mapc mc, int a, int v, int vnvo);
void rmplza_pi_mapc (mapc me, cruz crz, cruz pi_nva);

Permite modificar los valores que se encuentran asociados en una
aristas por una nueva cara, vértice o pi.

void actualiza_mapc (mapc mc) ;
int lee_nodo_a_mapc (mapc mc, FILE *arch);
void esc_nodo_a_mapc (mapc mc, int a, FILE *arch);

Auxiliares de las funciones que permiten guardar (leer) un mapa
combinatorio a (de) un archivo. La primera (actualiza_ mapc)
modifica las pilas de elementos borrados una vez que se ha leido
la totalidad de un archivo con un mapa combinatorio. Las otras dos
funciones (lee_nodo_a mapc Yy esc_nodo_a_mapc) se utilizan para
leer y escribir a un archivo la informacién asociada a una arista.

int cl_a_mapc (mapc mc, int a);
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int c2_a_mapc (mapc me, int a);

int vl_a_mapc (mapc mc, int a);

int v2_a_mapc (mapc mc, int a);

int v_pi_mapc (mapc mc, cruz crz);

Permiten conocer los valores de cada uno de los elementos

asociados a una arista (caras, vértices y pi’s).

cruz cruz_mapc (mapc mc) ;
int a_mapc (mapc mc) ;
int c_mapc (mapc mc) ;
int v_mapc (mapc mc) ;

Devuelven los valores asociados al cursor, otorgando el cursor
mismo, o bien, la arista cara o vértice a que se refiera el
cursor. Si bien no existe ninguna restriccién sobre el uso de las
funciones este grupo de funciones junto con las que se presentan a
continuacién son aquellas que se prestan mds para el manejo por

parte del usuario; mientras que las anteriores son empleadas en
mayor medida para la ‘administracién y manejo’ de la estructura
mapc.

int max_a_mapc (mapc mc) ;

int max_c_mapc (mapc mc) ;

int max_v_mapc (mapc mc) ;

Indican los valores maximos para el nimero de aristas, caras y
vértices que pueden ser almacenadas en el mapa combinatorio
(mc->maxa, mc->maxc, mc->maxv).

int gradov_mapc (mapc mc, int v);

Obtiene el grado de un vértice

cruz fi_mapc (mapc mc) ;

cruz teta_mapc (mapc mc) ;

cruz pi_mapc (mapc mc) ;

cruz p_mapc (mapc mc) ;

cruz pinv_mapc (mapc mc) ;

cruz g_mapc (mapc mc) ;

cruz ginv_mapc (mapc mc) ;

Realizan las operaciones ¢, 6, n, p (p inversa) y q (q inversa)
tomando como parametro el valor del cursor (me->crz). Las

operaciones p y g combinaciones de las tres operaciones béasicas y
se definen como p=7(6(*)) y g=n(¢(*)).

cruz vea_a_mapc (mapc mc, int a);

cruz vea_c_mapc (mapc mc, int c);

cruz vea_v_mapc (mapc me, int v);

cruz vea_ac_mapc (mapc mc, int a, int c);

cruz vea_av_mapc (mapc me, int a, int v);

cruz vea_cv_mapc (mapc mec, int ¢, int v);

cruz vea_acv_mapc (mapc mc, int a, int ¢, int v);

Permiten posicionar el cursor en algin punto determinado de la
grafica asociado a cualquier arista, cara, vértice o alguna

combinacién entre estos.

72



int  bor_a_mapc (mapc mc, int a);

int cntr_a_mapc (mapc mc, int a);

int ins_a_mapc (mapc me, cruz pil, cruz pi2);

int xpnd_a_mapc (mapc mc, cruz pil, cruz pi3);

Funciones relacionadas con las operaciones tipicas en el manejo
de graficas y en particular sobre las aristas (borrado,
contraccién insertado y ‘expansién’). La operacién de expansién

consiste en dividir las aristas de un vértices u en dos conjuntos
X, Y (donde la seleccién de X y Y respete el encaje) asociando
cada uno de estos conjuntos a un par de nuevos vértices x, y;
uniendo ambos vértices mediante una arista a=(x,y) y borrando el
vértice u.

mapc crea_mapc (int m_a, int m_c, int m_v);

void dest_mapc (mapc mc) ;

Crean y destruyen todos los elementos requeridos por la
estructura mapc en memoria. Para el proceso de creacién se toma en
cuenta la cantidad maxima de aristas, caras y vértices con que se
ha de trabajar.

mapc lee_arch_mapc (char *archivo);

int esc_arch_mapc (mapc mc, char *archivo, char *mensaje);

Permite leer (guardar) una grafica almacenada en memoria (mapc)
desde (a) un archivo.
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Aplicaciones de la Transformada-AY

Para resaltar la importancia de la Transformada-AY a
continuacién se presentaran una serie de problemas combinatorios
bien conocidos donde la transformada-AY ha sido empleada. Para tal
fin se definiran las relaciones de estos problemas por medio de
graficas sobre las cuales se llevardn a cabo reducciones vy
transformadas que aplicadas en forma iterativa permiten reducirla
a una grafica trivial en un numero polinomial de pasos. Por 1lo
tanto, para resolver un problema definido sobre una grafica,
primero se llevara a cabo el proceso de reduccién y después de
manera recursiva una solucién es obtenida para la grafica
original. Cada aplicacién contara con la explicacién del problema,
el conjunto de ecuaciones relacionadas con los parametros
asociados a éste y sus respectivas referencias. En general cada
grafica contard con pesos asociados que seran los parametros de
las ecuaciones que se deseen resolver tal y como se muestra en la

Figura C-1.

Aplica sobre: Resultado:

Figura C-1 Pesos asociados a los pardmetros para la solucién
de un problema a través de graficas
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Camino mas corto [Ak]

El problema del camino (o la ruta) mas corto(a) se define
sobre una grafica plana no dirigida G con dos terminales
especificadas u, v y una longitud /. (f.) asociada a cada arista
eeE. Para éste problema se desea conocer la longitud de la ruta
mas corta entre los puntos # y v. El conjunto de ecuaciones
asociadas que se requiere son:

Operacién Férmula

Reduccidn en serie +1,

Reduccidn en paralelo t, =minft,,1,}

Transformaciones 4¢>Y 1+, t,=(h+t,-1,)2  =minf,0, +1,}
L+t AeY :(1|+ 1,) 20

6=ty +e, t.=(+,-0)2  t=minft,f +5,}

=min{t,, 1, +1,}

Maximo flujo [Ak]

El problema puede ser descrito a través de una grafica plana
no dirigida G con dos terminales u, v y una capacidad no negativa
c. (t.) asociada a cada arista eeE. La solucién consiste en
obtener el maximo flujo de # a v tal que se conserve el flujo en
cada vértice excepto en u y v, ademas el flujo en cada arista es
menor o igual que la capacidad de la arista. Los pesos entonces se

deberan modificar de acuerdo a la siguiente tabla:

Operaciodn Férmul

Reduccidn en serie inft, 1, }

Reduccidn en paralelo L=t

=(, +1;-1.)2 1, = minft, 1, +1,}
(1,41,~1‘) 2AY 4,

(l5+l,—14)2

Transformaciones 46Y

=min{t,,t, +1,}

t, =minft,,t, +1,}

Circuitos eléctricos [Bo, SR]

El problema puede ser descrito a través de una grafica plana
no dirigida G «con dos terminales wu, v donde los vértices

representan puntos de conexién y las aristas contienen un peso r.
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(t.) equivalente al valor de las resistencias para cada arista
eeE. Una posible aplicacién permite conocer el valor de las
resistencias entre los puntos u y v. Por lo tanto, se deberan de
cumplir las siguientes ecuaciones:

Operacién Formul

Reduccidn en serie +1,

Reduccién en paralelo L=t} (,HHA)

Transformaciones 46Y

L /ty

ty St t, + L+ L,
L=ty/t, ASY t, =1t

to=t+t

L=ty/t, =t/

Contéo de arboles generadores [CPV]

Un arbol T que sea una subgrafica de G (TcG) y que ademas
cumpla que V(T)=V(G) serd llamado un arbol generador de G (ver
Figura C-2). El problema consiste en calcular la cantidad de
arboles generadores dada una grafica G. Para la solucién de este
problema se requieren dos numeros reales, que seran los pesos i, Yy
0. asociados a cada arista e€E, llamados pesos de inclusién vy
exclusién respectivamente. Para cada &rbol generador T=(V,F) de
G, se definira el peso de T como:

w(T):H H”« (Ec. C-1)

el eeE\F

Entonces, el peso total de la grafica G se considerara como

la suma de los pesos de todos los &rboles generadores. Cuando

0.=1 para toda arista eeE, el peso total de G sera

] o0—o——o0
G —G o—=o0
> > r—0
a) b) c)
Figura C-2 Una grafica original (a) junto con dos arboles

generadores de ésta (b,c).
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precisamente el numero de arboles generadores de G. A continuacién
se describe como el peso total puede ser preservado al aplicar
cada una de las seis operaciones basicas. Noétese que para cada
arista eeE los pesos de inclusién y exclusién son multiplicados
por un factor m#0, el efecto en el peso total entonces sera
multiplicado por m. Por lo tanto una escala general § para G

puede ser mantenida (en el proceso, cada peso o, es

normalizado a uno, y cada peso i. a i/0,). El peso total de la
grafica normalizado de esta forma, obtiene la escala general,
manteniendo el peso total de la grafica original. Puesto que o.
siempre permanece normalizado a 1 (para toda e), en adelante se

considera que el peso de la arista e estd asociado sélo a i, (f.).

Entonces, se asumird que para cada una de las siguientes
reducciones en G se cuenta con una escala general d; de tal forma
que para la solucién se consideraran las siguientes ecuaciones:

Operacién Férmula

Reduccién en serie

Reduccidn en paralelo

Transformaciones Ae>Y satisfaga:

d(t,+1,+1)=6

dtt, =8y

dtt, =8y

dt, =6

dut, =a

dityt, = 8(ap+ay + Br)

donde:

Gy es una grafica con escala d, una vértice w
de grado 3 (Y) con vértices adyacentes x, y, z
mediante aristas e, f y g de pesos fy, Il Yy I,
respectivamente. Mientras que G, es la misma
grafica que Gy, pero el vértice w y las
aristas e, f y g han sido sustituidas por una
arista e '=(y,z), f'=(x,z) y g'=(x,y) con pesos
@, B y y respectivamente, asi como una escala
general §.
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Confiabilidad en redes [L]

Dada una grafica plana no dirigida G con dos terminales u, v
y una probabilidad de falla c¢. (f.) asociada a cada arista, el
problema consiste en determinar la probabilidad de que 1los
vértices terminales estén conectados por al menos un camino. Para
el problema se considera que los nodos de la red no fallan y las
aristas fallan independientemente una de la otra. Las ecuaciones

para este problema seran:

Oper: 01 Formula
Reduccidn en serie =t
Reduccion en paralelo L=t -1,
Transformaciones AeY para el conjunto abierto (borrado):

Pa—>b)=P(a—>b)
Pla—>c)=P(a—>c)
P(b—>c)=P(b—>c)

en términos de probabilidades:

bt =ttt =1,
L+~ =1,
L+t 1t o,

para el conjunto cerrado (contraccién):
P(a—>blc)=Pla—>b|c)
Pla—c|b)=Pla—>c|b)
P(b—>cla)=P(b—>cla)

en términos de probabilidades:

fH =t =t~
Lt =4 = 1~ L,
Ll = bl =1+ L

donde P(a—>b) (P(a—>b)) es la probabilidad de que a esté
conectado a b en la estructura A (Y); mientras que, P(a—b|c)
(Py(a—>b)|c) representa la probabilidad de que a esté conectado a
con b 6 ¢ en esa misma estructura.

Lehman demostré que el limite ¢ definido para el error
absoluto inducido después de la aplicacién de una transformacién

basada en cualquiera de los dos conjuntos de ecuaciones dadas es:
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e=Pla>b—>c)-Bla>b—c) (Ec. c-2)
que en términos de probabilidades seria:
E=10,0 — i, — ity — bty + 2400 (Ec. C-3)
Ademas, si se define sdyo (syds) como el signo de & para la
aproximacién de la delta a la estrella (estrella a la delta)

usando las ecuaciones para el conjunto abierto (cerrado), entonces

las siguientes ecuaciones determinaran el signo del error:

sdyo =1-1,—t, —t, + 1,1,
syds =1—t,t, —tt. —t,t +t 1,1, (Ec. C-4)
syds = —sdyo
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Apéndice D

Graficas no planas AY-reducibles

Aunque en la actualidad no existe una caracterizacién de las
graficas AY-reducibles, Gitler [Gl] brindé algunos avances en éste
sentido al demostrar que dos familias de graficas (la que no
contiene a Ks como menor y la que no contiene a K3 3 como menor) lo
son, tal y como se indicé en la Introduccidn.

Para su prueba Gitler definié un concepto al que llamé la
k-suma; para facilitar la explicacién se muestra sbélo graficamente
(Figura D-1.a) en que consiste tal operacién. Adicionalmente al
concepto de k-suma, se emplean los siguiente lemas y teoremas:

Lema D-1 Las graficas Ki3, Ks y Vs (Figura D-1.b) son
AY-reducibles.

Teorema D-1 Toda grafica plana 2-conexa con 2 terminales es
AY-reducible a una sola arista.

Teorema D-2 (Teorema I de Wagner) ([G2] Toda grafica conexa sin
menores de Ks puede ser obtenida por medio de
k-sumas (k=1,2,3) a partir de graficas planas y V.

Teorema D-3 (Teorema II de Wagner) [G2] Toda grafica conexa sin
menores de K3 3 puede ser obtenida por medio de

G000
< 9aEd

Figura D-1 (a) De arriba hacia abajo, una 1-suma,
2-suma y 3-suma, y (b) Vs
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Teorema

k-sumas (k=1,2,3) a partir de graficas planas y Ks.

D-4 Una grafica plana 2-conexa con 3 terminales es
AY-reducible a una A con los tres vértices siendo
los vértices teminales originales.

Teorema D-5 Una grafica que no contenga a Ks como menor es

Prueba:

AY-reducible.
La prueba es por induccién. Si 1la grafica es plana,
entonces se puede emplear la prueba de Epifanov. Si la
grafica es Vg entonces es reducible por el Lema D-1. En
caso contrario G es una k-suma de GI/ y G2, donde G2 es
una grafica plana o Vg. Se tienen varios casos dependiendo

del grado de k.

Si k=3, cuando G, es plana, se pueden considerar los
vértices v,, v, y vy de G, como las terminales y aplicar
el Teorema D-5.

Si k=2, entonces existen dos casos dependiendo de si G,
es plana o Vg. Cuando G, es plana se puede suponer que
los vértices v, y v, son los vértices terminales vy
reducirla como conclusién del Teorema D-1. De otra manera,

G, es Vg y el resultado se obtiene de el Lema D-1.

Si k=1, la conclusién se obtiene por el Lema D-1 si G2 es
Vs y por la prueba de Epifanov si es plana.
Esto cubre todos los posibles casos y por lo tanto se ha

finalizado la prueba.O

Teorema D-6 Una grafica que no contiene a Kj; 3 como menor es

Prueba:

AY-reducible.
Por el Lema D-1 se sabe que Ks es reducible y terminal
reducible para los casos con una y dos terminales. El
Teorema D-1 cubre la reducibilidad de la grafica plana con
dos terminales. Por un argumento inductivo similar al de
la prueba del Teorema D-5 (para k=1 y 2) la prueba se

concluye.O
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