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Resumen

Los autómatas celulares son sistemas dinámicos discretos que evolucionan a través del tiempo, pueden

evolucionar en varias dimensiones, producir réplicas de sí mismos y soportar comportamientos complejos. En

la presente tesis se realiza una caracterización probabilística del autómata celular en dos dimensiones conocido

como "The Game of Life" propuesto por John Horton Conway. aplicando la teoría del campo promedio para

explicar el comportamiento de los estados dentro del espacio de evoluciones a través del tiempo. Este tipo

de análisis en particular no ha sido reportado por otros autores, aunque se han realizado investigaciones

para establecer una clasificación de los autómatas celulares con la teoría del campo promedio y la teoría

de estructura local realizada por Howard Andrew Gutowitz y una clasificación de los autómatas celulares

en altas dimensiones que presentan comportamientos colectivos no triviales empleando la teoría del campo

promedio y técnicas de Monte Cario realizada por Hugues Chaté y Paul Manneville. Las investigaciones

realizadas sobre Life en la actualidad carecen de una explicación rigurosa y formal, por esa razón se han

realizado aproximaciones de tipo estadístico y probabilístco para poder explicar parte de la complejidad del

autómata celular
"

The Game of Life" .

El anáfisis se realiza en el modelo original "The game of Life" explicando el comportamiento de los

estados en el espacio de evoluciones a través del tiempo, una vez que se identifica el comportamiento del

modelo original se hace una extensión para el modelo en tres dimensiones. Un problema importante es

saber si existe un autómata celular que sea el sucesor directo de Life en tres dimensiones. Cárter Bays ha

realizado extensas investigaciones para determinar que autómata celular en tres dimensiones es similar a Life

proponiendo mas de una regla de evolución, sin embargo varios de sus resultados son cuantitativos basados

en simulaciones, con el análisis basado en la teoría del campo promedio reducimos este número de reglas y se

dan algunas condiciones probabilísticas necesarias para que un autómata celular en tres dimensiones tenga

comportamientos similares a Life.

Finalmente se presenta el análisis de la regla 110 estudiada porMathew Cook, es un autómata celular que

evoluciona en una dimensión, éste tiene muchas características similares a Life pero su principal diferencia es

que no evoluciona en un fondo estable como lo hace Life. La regla 110 es un modelo mas sencillo que Life pero

puede soportar comportamientos tan complejos como Life, se realiza su análisis probabilístico con la teoría

del campo promedio encontrando diferencias importantes con respecto a Life. Por otra parte se presenta un

análisis determinístico con teoría de gráficas desarrollado por Harold Y. Mcintosh, lo que permite explicar

con detalle los comportamientos de este autómata celular utilizando diagramas de de Bruijn extendidos.

Una propuesta radica en poder emplear este análisis en Life (en autómatas celulares de dos dimensiones),

además de mostrar la importancia de este autómata celular en particular con sus características propias y

ver que la regla 110 puede ser visto como un modelo original y plantear ahora si existen autómatas celulares

en dos y tres dimensiones que sean similares a la regla 110.
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Introducción

El origen de los autómatas celulares data de los año 50's con su precursor John von Neumann, donde plantea

un modelo matemático que fuera capaz de soportar comportanüentos complejos y pudiera reproducirse a

sí mismo. Los autómatas celulares han tenido aplicaciones importantes como la modelación de la reacción

química de Zhabotinsky, incendios forestales, codificación del DNA, encriptación de datos, computación

en paralelo, simulación del proceso electoral, comportamiento colectivo de hormigas, modelación del flujo

de automóviles, simulación del modelo depredador-presa, simulación de epidemias, simulación de modelos

matemáticos, simulación de máquinas de Turing y modelación del sistema nervioso humano, entre otros.

El modelo original de von Neumann es un autómata celular que evoluciona en dos dimensiones, con

veintinueve estados en su alfabeto y evoluciona con la vecindad de von Neumann, en [54] demostró la

existencia de un constructor universal con su modelo. Una de las finalidades que planteó von Neumann para

la teoría de autómatas celulares, es que dicho sistema pueda simular el sistema nevioso humano: además de

poder obtener sistemas que a partir de componentes no confiables puedan producir sistemas confiables [51].

En la teoría de la computación la máquina de Turing [40] es el sistema de computación mas general

conocido: los autómatas celulares tienen al menos el mismo poder computacional para poder realizar com

putación. En [10] se ha demostrado que el autómata celular Life puede hacer computación universal, en el

estudio de los autómatas celulares ya se ha logrado simular una máquina de Turing en un autómata celular.

pero lo interesante sería ver si una máquina de Turing puede simular un autómata celular.

A finales de los años 60's Martin Gardner publica en su columna mensual del Scientific American [18]

el autómata celular en dos dimensiones conocido como "The Game of Life" nombrado así por su precursor

John Horton Conway, este autómata tomó mucho interés ya que su sistema es muy sencillo de describir. A

partir de entonces se han desarrollado diversos análisis para tratar de explicar de manera formal dichos com

portamientos, sin embargo el estudio de los autómatas celulares en dos dimensiones no es fácil de generalizar

ni mucho menos de clasificar. A pesar de este problema a mediados de los años 80's Cárter Bays presenta

resultados importantes [2] sobre sus in\ I i n para tratar de encontrar una regla de evolución similar a

Life en tres dimensiones, encontrando mas de una regla de evolución que presentan algunos comportamientos

que existen en Life.

El problema de analizar reglas de evolución en tres dimensiones crece exponencialmente. pues el número

de reglas de evolución es grandísimo. A medidados de los años 90's Mathew Cook presenta la regla 110 [47]

un autómata celular en una dimensión que tiene comportanüentos similares a los de Life, pero su principal

diferencia es que evoluciona en un fondo periódico en su espacio de evoluciones y Life no. Cook muestra

algunos de sus resultados obtenidos de como la regla 110 puede llegar a realizar computación universal.

aunque el estudio que se realiza sobre esta regla de evolución es sobre su similitud que existe con Life y no

demostrar si la regla 110 puede o no puede hacer computación universal.

Las investigaciones mas importantes realizadas para tratar de caracterizar reglas de evolución en autómatas
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celulares de una dimensión en general, se han llevado a cabo de manera estadística aplicando la teoría de

estructura local realizado por Howard Andrew Gutowitz [22], descartando la clasificación de Stephen Wol

fram [57] que no es del todo rigurosa, dado que la clasificación de Wolfram está basada en la observación

de las evoluciones a través del tiempo y no bajo alguna teoría que le de sustento a esa clasificación, además

mostramos algunos contra ejemplos de dicha clasificación. Otro análisis importante fue clasificar compor

tamientos colectivos no triviales en autómatas celulares probabilísticos de altas dimensiones aplicando la

teoría del campo promedio, lattices acopladas, técnicas de MonteCarlo y diagramas de bifurcaciones, real

izado por Hugues Chaté y Paul Manneville en [16].
La teoría del campo promedio se aplica desde un enfoque directo como lo muestra Harold Y. Mcintosh

en [44] y Chaté-Manneville en [16], para determinar el comportamiento de las reglas de evolución similares

a Life, a través de su curva de probabilidad que representa la densidad de los estados en el espacio de

evoluciones a través del tiempo. Establecemos una caracterización estadística con las reglas similares a Life

en autómatas celulares de una y tres dimensiones, tomando como base el análisis que se hace con Life. En

el caso de la regla 110 realizamos su estudio estadístico y algunas proyecciones sencillas en dos dimensiones.

ya que dicha regla evoluciona sobre un fondo periódico y Life no, de ahí surge la importancia de encontrar

autómatas en dos dimensiones con características de la regla 110 y Life, lo que nos dio como resultados

hallar reglas de evolución que tienen características estadísticas y fenotípicas similares a Life y la regla 110.

Logrando obtener una caracterización probabilística de las reglas en tres dimensiones que son similares a

Life y estableciendo una relación fenotípica y probabilística con la regla 110, a pesar de contar con poca

literatura que nos permita tener una teoría formal en autómatas celulares de dos y tres dimensiones, que en

la actualidad no existe.

Entonces el problema es tratar de caracterizar estas reglas de evolución probabilísticamente hablando,

que sean similares a Life y obtener una mejor aproximación con respecto al comportamiento de los esta

dos en el espacio de evoluciones. Aplicamos la teoría del campo promedio para caracterizar las reglas de

evolución en autómatas celulares de una, dos y tres dimensiones en general, de esta manera determinamos

el comportamiento de las células a través del tiempo obteniendo su curva de probabilidad que muestra la

densidad de los estados con respecto al espacio de evoluciones. Este análisis toma como punto de partida los

trabajos realizados por Gutowitz en [22], [23], [24]. [26] y [27], donde presenta de manera detallada y formal

sus investigaciones en el estudio del comportamiento de los autómatas celulares en una dimensión a través

de la teoría del campo promedio
:

y la teoría de estructura local 2. por otra parte se tomaron los estudios de

Chaté-Manneville [16] en autómatas celulares probabilísticos de altas dimensiones a través de la teoría del

campo promedio y técnicas de Monte Cario.

Finalmente se describen los programas gráficos desarrollados en esta tesis AC0SXL21, ACOSXSTVN,

ACOSXSTM, ACOSXVN y ACOSXM, para las plataformas Mac OS X, Mac OS X Server, OpenStep y

Windows, estos programas sirvieron para poder reproducir cada una de las reglas estudiadas, estos programas

fueron codificados con el lenguaje orientado a objetos Objetive-C, en la actualidad existe poco software que

nos permita hacer estudios adecuados, ya que estos programas tienen varias limitaciones como la falta de

interactividad con el usuario, la poca manipulación de parámetros, la plataforma en que son desarrollados

y el escaso uso de análisis matricial, estadístico, probabilístico, de gráficas, entre otros. Un buen sistema

desarrollado para el estudio de los autómatas celulares en una dimensión y que además cuenta con muchas

1
Mean Field Theory.

2
Local Structure Theory.
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de las herramientas arriba mencionadas son el sistema NXLCAU
3
y LCAU

4
desarrollados por Mcintosh,

estos programas pueden ser adquiridos de manera libre en http://delta.cs.cinvestav.mx/~mcintosh.

En la actualidad existe muy poca literatura que trata de explicar la complejidad del autómata celular
"

The

Game of Life" ,
así como la explicación de las estructuras que puede producir dicha regla de evolución, de aquí

surge la necesidad de encontrar un análisis que nos lleve a tratar de entender un poco la complejidad de esta

regla de evolución. A pesar de ser un modelo muy sencillo sus comportamientos son muy complejos, entonces

el problema es que no hay una explicación de porque la regla de evolución Life tiene esos comportamientos y

aunque se sabe que una formalización completa esta aún lejos de darse, en esta tesis se dá una aproximación

probabilística de como interactuan los estados en el espacio de evoluciones.

En la tesis se presentan varias aportaciones con respecto a la literatura actual.

1. Primeramente se hace una extensión del análisis con la teoría del campo promedio calculando las

densidades a través del tiempo, haciendo sustituciones del polinomio del campo promedio que genera la

regla de evolución Life. Una vez que se identifican las características que sigue la curva de probabilidad

de Life, se hace una primera comparación con otras reglas de evolución que presentan características

similares a Life, encontrando diferencias importantes que indican porque estas reglas de evolución no

pueden simular completamente los comportamientos de Life.

2. Se hace una clasificación de los autómatas celulares en tres dimensiones que son similares a Life con

la teoría del campo promedio, ya que el análisis que existe actualmente en autómatas celulares que

son similares a Life en el espacio tridimensional es un análisis cuantitativo basado en simulaciones de

evoluciones. Aplicando la teoría del campo promedio se encontró que varias de las reglas de evolución

propuestas por Bays que tienen comportamientos similares a Life, no conservan propiedades similares

probabilísticamente y de esta manera se logró encontrar diferencias en estas reglas de evolución, este

estudio comparativo no ha sido reportado por otros autores.

3. Se realiza el análisis probabilístico de la regla 110 para determinar sus relaciones estadísticas que existen

con Life, ya que la regla 110 puede ser visto como un modelo original y no propiamente como una regla

que tiene características similares a Life, además dada la importancia que esta regla de evolución ha

tenido se describe un método para reproducir cada una de las estructuras que la regla 110 produce en el

espacio de evoluciones, este método se realiza utilizando diagramas de de Bruijn, logrando reproducir

de manera exacta algunas de las estructuras que se pueden generar cuando se evoluciona el autómata

celular, este método solo ha sido reportado en [46] por Mcintosh.

4. Se realizaron 5 programas para modelar autómatas celulares
de una y dos dimensiones, estos programas

sirvieron para reproducir algunos datos obtenidos por otros autores.
Los programas fueron codificados

en objetos y se muestra la potencialidad que tienen algunas de las herramientas de la tecnología

WebObjects para que estos 5 programas puedan correr en 4 sistemas operativos diferentes.

En el Capítulo 1 se define la notación básica de los autómatas celulares en una. dos y tres dimensiones,

así como su estructura elemental. Se muestra la clasificación fenotípica de los autómatas celulares en una

dimensión establecida por Wolfram y se describe la teoría del campo promedio, la utilidad que ofrece y su

relación con la teoría de los autómatas celulares. En el Capítulo 2 se analiza el autómata celular en dos

dimensiones Life describiendo su regla de evolución tal como la definió Conway, además se presenta una

3
Para los sistemas NeXTSTEP y OPENSTEP.

4Para el sistema MS-Dos y Windows.
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variante de Life conocido como HighLife, estas dos reglas se analizan con la teoría del campo promedio

y se describen sus diferencias probabilísticas, ilustrando algunas de sus estructuras mas interesantes y su

comportamiento de manera general en el espacio de evoluciones para ambas reglas.

En el Capítulo 3 se analizan los autómatas celulares en tres dimensiones propuestos por Bays con la

teoría del campo promedio, diferenciando las reglas de evolución que presentan características similares a la

regla Life, aprovechamos el estudio realizado por Bays que presenta varias reglas de evolución que pueden

producir configuraciones ghders y stül Ufe. además ilustramos algunas de estas estructuras con las reglas

mas representativas que presentó Bays, pues varios de sus resultados son de tipo fenotípico y varios de sus

resultados formales no pueden ser proyectados a autómatas celulares de una y dos dimensiones, pero no

dejan de ser importantes y por eso se discuten algunas de sus definiciones.

En el Capítulo 4 se analiza el autómata celular en una dimensión de orden (2. 1) regla 110 con la teoría

del campo promedio, mostrando la relación a nivel fenotípico que existe entre Life y la regla 110 establecida

por Cook. Ilustramos algunos de los ghders dados a conocer por Cook así como el fondo periódico en el que

la regla evoluciona conocido como ether y que no tiene Life, además se describe el uso de los diagramas de de

Bruijn extendidos para poder reproducir algunos ghders y el ether. finalmente establecemos sus características

probabilísticas con Life y algunos de sus comportamientos complejos que lo relacionan con Life.

En el capítulo 5 se describen los resultados obtenidos así como las limitaciones que tiene este análisis.

también se muestran los resultados experimentales obtenidos a nivel de simulación que son interesantes y

los trabajos futuros que nos permitan tener un estudio mas formal de estos resultados. Finalmente en el

apéndice A se describen las características a nivel usuario de los programas de entorno gráfico desarrolla

dos para esta tesis, los requerimientos necesarios en cuanto a software y hardware, además mostramos las

diferentes plataformas en que pueden ser usadas estas aplicaciones. También describimos las características

a nivel desarrollador de la implementación en objetos con el lenguaje Objective-C y su transportabilidad en

4 plataformas haciendo notar la potencialidad de esta tecnología 5, al final se explica la construcción del

programa ACOSXM.

5
http://www.apple.com



Capítulo 1

Fundamentos

En este capítulo se dan los fundamentos básicos en la teoría de autómatas celulares. En la Sección 1.1 se

define la estructura de los autómatas celulares en una dimensión. En la Sección 1.2 se define la estructura

de los autómatas celulares en dos dimensiones haciendo notar las diferencias con los autómatas de una

dimensión. En la Sección 1.3 se define la estructura de los autómatas celulares en tres dimensiones, su

espacio de evoluciones y algunas limitantes que existen en estos tipos de autómatas celulares. En la Sección

1.4 se muestra la clasificación de los autómatas celulares establecida por Wolfram [57] y se hace notar que

esta clasificación no es del todo general ilustrando algunos contra ejemplos, finalmente en la Sección 1.5 se

define la teoría del campo promedio tal como la define Gutowitz en [24] y se explica su relación con la teoría

de autómatas celulares.

1.1 Autómatas celulares en una dimensión

El estudio de los autómatas celulares en una dimensión ha tenido mucho mterés a través de la historia,

por esta razón se ha logrado obtener una amplia literatura en este tipo de autómatas celulares. Sea Z el

conjunto de los enteros y Z+ el conjunto de los enteros positivos, entonces el espacio de evoluciones en una

dimensión se representa como una sucesión de elementos que determinarán un arreglo lineal, x, representa

las posiciones de cada elemento dentro del arreglo por lo que igZ. Cada una de las posiciones del arreglo es

llamado célula, estas células pueden tomar elementos de un conjunto S y E e Z+, este conjunto representa

el número de estados que puede manejar el autómata celular en estudio por lo que x¡ G E. es decir, cada una

de las células tendrá un elemento del conjunto E. Una sucesión de células es llamada una configuración, en

general Wolfram representa a los autómatas celulares de una dimensión con dos parámetros (k, r), donde k

representa el número de estados del conjunto ü y r el número de vecinos con respecto a una célula central.

Los vecinos son células que se encuentran ubicadas a la izquierda y a la derecha en igual número con respecto

a la célula central, por lo tanto los vecinos mas la célula central forman una vecindad como se ilustra en la

Figura 1.1.

•-&13&B -

Figura 1.1: Yecindad de tamaño r
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Los autómatas celulares en una dimensión se pueden representar como el sistema:

{S, r, * c,}

donde E es el conjunto de estados, r el número de vecinos con respecto a una célula central. ^ la función de

trancisión y c, la configuración inicial del sistema. El conjunto de estados E puede ser acotado determinando

su cardinalidad |E| = k por lo tanto k G Z+ y el conjunto E es numerable como E = {0, 1 k - 1};

entonces se define un arreglo lineal asociando una posición i—ésima a una sucesión de x, V /' G Z y x G E.

Una secuencia de longitud finita de símbolos en E es una cadena sobre E, el conjunto de todas las cadenas

sobre E, es representado por el conjunto de todas las configuraciones en una dimensión E" Utilizando los

dos parámetros {k. r) se puede determinar el número de células que conforman los vecinos y vecindades

completas, 2r es el número de vecinos con respecto a una célula central, 2r + 1 es el número de células que

forman una vecindad, por lo tanto E2r+1 es el conjunto de todas las cadenas de longitud 2r + 1 que determina

el número de vecindades para un r dado.

Una configuración es un asignamiento de estados E a cada uno de los elementos del arreglo lineal, una

configuración finita de células es un arreglo lineal acotado en ambos extremos, es decir, en sus límites del

extremo izquierdo y extremo derecho. Sea c una configuración no finita sobre E, entonces el conjunto de

todas las configuraciones no finitas se denota como el conjunto C(E), por lo tanto C(E) C EJ Sea c, una

configuración finita y Cf(E) el conjunto de todas las configuraciones finitas, por lo tanto c, € Cp(E) y

Cf(E) C C(E), además esta configuración c, evolucionará a través del tiempo t donde t 6 Z, finalmente una

configuración finita c, se determina por una secuencia de células de longitud /, tal que c, = x0, xx, . . . , x¡-i y

I G Z+. Las configuraciones finitas tienen propiedades a la frontera, es decir, cuando se evalúan los extremos

del arreglo lineal se concatena la célula inicial con la célula final y se forma un anillo, de esta manera se

conservan las propiedades simétricas en el espacio de evoluciones del autómata celular como se ilustra en el

Figura 1.2. si la configuración c¡ es de longitud / entonces se concatenan las células x0 o x/_i donde "o' es la

operación concatenación.

H-lXD-B —

Figura 1.2: Propiedades a la frontera en una dimensión

La función de transición ^ indica la transformación local que está determinada por las vecindades de

longitud 2r + 1 y la longitud de las vecindades deben de ser 2r + 1 > 2. el número de vecindades está

determinado por el conjunto E2r+1 . la función de transición es la parte importante en los autómatas celulares.

una regla de evolución es la función de transición definida en cada una de las vecindades con respecto al

valor que tenga k y r, cada una de estas vecindades serán transformadas en un elemento del conjunto E.

El número de células en una vecindad es igual a 2r + 1. el número de vecindades para una regla en

particular es igual a A,2r+1 y el número de reglas de evolución que se pueden generar para un autómata

celular de orden (k, r) es igual a. kk
r

. entonces la función de transición va a determinar la transformación

local de cada una de las vecindades a un elemento de E como se representa a continuación:

x, = s(x,-r X, xi+r) (1.1.1)

para toda x¡ G E, por lo tanto la transformación local en general está definido como la función ¿ : E2r+1 -> E.

TTT
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La función tp necesita de r vecinos a la izquierda y r vecinos a la derecha para realizar la transformación

local, sin embargo cuando ^ se encuentra en los extremos del arreglo lineal existe el problema de que

faltarían células que completen las vecindades en el extremo izquierdo como en el extremo derecho, ésto se

soluciona con la concatenación de la células xo ° x\-\ como se ilustró en la Figura 1.2, es decir, utilizando

las propiedades a la frontera. La transformación local es dada con cada una de las vecindades a un elemento

del conjunto de estados, si en lugar de emplear vecindades se utilizan configuraciones finitas se obtiene una

transformación global, es decir, la correspondencia que existe es entre configuraciones y no entre vecindades

a un solo elemento. Sea $ una transformación global, la transformación global es una correspondencia entre

configuraciones c,, entonces la función de transición para una transformación global se representa como:

*o,*i i,_i =$(x0.H... • ,*f-i) (1.1.2)

donde x<¡,xx, . . . ,J'/-i = c, y c, G Cf(E), por lo tanto la transformación global está definido como la función

$ : CF(S) -► CF(E).

Se analiza un autómata celular de orden (2. 1) para ejemplificar estos conceptos, en este caso k = 2 que

indica el número de elementos en el conjunto E, estos dos elementos se puede representar como E = {0, 1}, el

parámetro r = 1 indica que debe haber un vecino a la izquierda con respecto a una célula central y un vecino

a la derecha con respecto a la misma célula central. El número de vecinos en total es igual a 2r = 2( 1 ) = 2, es

decir, el vecino a la izquierda y el vecino a la derecha. La vecindad es igual a2r+l = 2(l) + l = 3 células, los

dos vecinos mas la célula central determinan las tres células de la vecindad. El número de vecindades es igual

a k2r+1 = 22,1)+1 = 23 = 8. ésto quiere decir que se tienen ocho vecindades que representarán una regla en

particular. El número de reglas que se pueden derivar con este orden es igual a kk
'

= 22 = 28 = 256

reglas de evolución diferentes para este autómata celular.

La regla de evolución se puede representar de varias maneras, se emplea la notación binaria y decimal ya

que en algunos casos tratar de representar una regla de evolución en notación binaria resulta muy difícil. La

representación gráfica en el espacio de evoluciones en los autómatas celulares de una dimensión se obtiene

apartir de una configuración inicial c,, a esta configuración inicial c\ se le aplica la función de transición ^

y de esta manera se obtienen las configuraciones c'+1 , c'+" hasta un tiempo dado, donde t representa el

tiempo y n el n—ésimo tiempo en que evolucionará el autómata celular como se ilustra en la Figura 1.3, por

lo tanto t y n G Z.

Figura 1.3: Espacio de evoluciones en una dimensión
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El diagrama de evoluciones representa las configuraciones c, a través del tiempo, los estados se representan

con colores el estado '0' es blanco y el estado T es negro. En la Figura 1.4 se ilustra el espacio de evoluciones

a través del tiempo con una configuración inicial aleatoria.

Figura 1.4: Diagrama de evoluciones en una dimensión regla 124

La función de transición tp para esta regla de evolución se representa como:

Regla 124 ~_
r-(0.0,0) = 0 r-(1.0,0) = l

r-(0.0.1) = 0 ,.-(1.0.1) = 1

r-(0,l,0) = l ^(1,1,0) = 1

V?{1, 1,0) = 1 r~(l,l.l) = 0

Tabla 1.1: Regla de evolución 124

el número de vecindades es igual a ocho, éstas son el número de combinaciones posibles que existen en tres

posiciones dando como resultado ocho combinaciones E3 = {000.001.010,011, 100, 101. 110, 111}. La regla

de evolución es la cadena binaria que se deriva en cada una de las transformaciones, por ejemplo en la

Tabla 1.1 se tiene la regla 124. esta regla de evolución se representa como la cadena 00111110 transformada

en notación decimal 124 = (0 * 2o) + (0 * 21) + (1 * 22) + (1 * 23) + (1 * 24) + (1 * 25) + (1 * 26) + (0 * 27).

En autómatas celulares de mayor orden la regla de evolución es muy difícil de representar, para solucionar

este problema se emplean reglas totalísticas o semitotalísticas. Una regla totalística para un autómata celular

de orden (k. r) se representa como:

Axt-, Xi x¡+r) = r{x,--r + ...+x,+...+ x,+r) (1.1.3)

donde r agrupa todas las vecindades que tengan un mismo valor entero de acuerdo a la suma de los elementos

que forman una vecindad dada, sin importar el orden en que se encuentren. Las reglas semitotalísticas difieren

únicamente en que la célula x¡ no es tomada en cuenta en la suma de los elementos de la vecindad de r, este

tipo de reglas también son aplicables en autómatas celulares de dos y tres dimesiones.

En los autómatas celulares de una dimensión se han realizado estudios muy importantes y completos como

el trabajo de Gustav A. Hendlund en [31], entre otros autores podemos mencionar a Erika Jen, Masakasu

Nasu, David Hulmán. Edward Fredkin, Tómmaso Toffoli. Norman Margolus. Jarkko Kari. S. Amoroso. Y.

N. Patt, Gutowitz, Wolfram, Andrew Wuensche. Mcintosh y Karel Culik entre otros.



1.2 Autómatas celulares en dos dimensiones

Los autómatas celulares en dos dimensiones evolucionan en el plano cartesiano. Sea E = {0, 1} el conjunto

de estados, c, la configuración inicial y su función de transición p va a estar determinada por dos tipos

de vecindades, la vecindad de von Neumann y la vecindad de Moore como se ilustran en la Figura 1.5

respectivamente.

Figura 1.5: Yecindad de von Neumann y vecindad de Moore

En la teoría de autómatas celulares en dos dimensiones existe poca literatura que defina una generalización

de dichos autómatas, ésto se debe porque las herramientas que se emplean en una dimensión no son prácticas

para aplicarse en dos y tres dimensiones. Algunos estudios realizados sobre la teoría del comportamiento

tanto local como global se han realizado de manera estadística en [3], [21], [24], [30], [39] y [48].

El espacio celular en dos dimensiones está definido por el producto cartesiano Z & Z, entonces una célula

x¡j G Z 0 Z es directamente conectada a una célula {{xi+k¡,Xj+k2) : Ma;r{|fci|, \k2\} < 1}, es decir, la

vecindad de Moore donde i, j y k G Z. La vecindad de Moore está formada por una célula central y ocho

vecinos alrededor de ésta, si se utiliza la notación de una dimensión tendríamos que k = 2 y r = 4, entonces la

vecindad tiene 2r+ l = 2(4) + l = 9 células en total, ésto origina fc2r+1 = 29 = 512 vecindades y kk
r

— 2512

reglas de evolución. Nótese la dificultad de representar una regla de evolución en dos dimensiones, por eso

es útil emplear reglas semitotalísticas para representar la función de transición con la vecindad de Moore.

Sea E = {0, 1} el conjunto de estados, V es la vecindad isotrópica en realidad esta vecindad son los vecinos

con respecto a una célula central por lo tanto V = 8 y x0 la célula central en estudio donde x0 =

x¡j y las

células X! Xy = Xj-ij-i,... ,Xí+ij+i son sus vecinos, para toda x, G E. En la Ecuación 1.2.1 la función

tp define la transformación local, las variables A"m!n y Smin indican el número mínimo de células ocupadas

por el estado 1 en V y las variables Armax y Smax el número máximo de células ocupadas por el estado 1 en

V en un tiempo t. Si Xo = 0 en el tiempo t, entonces x0 = 1 en el tiempo t + 1 si Nm¿„ < _^=1 x, < NmaI.

Si Xo = 1 en el tiempo t, entonces Xo = 1 en el tiempo t + 1 si Sm!„ < _)í=i x' - Smax- Finalmente

una regla semitotalística en dos dimensiones se representa como i?(Sm!n, Smax, A"mln, Ymax )\ donde A" y S

deben tomar valores entre 1 y 8.

r>(x0,Xi Xy) = <

x0 =0

0 en otro caso

de una célula i,,,.

Amm < EX, < Ama*

; £x,<sm<
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La vecindad de von Neumann se puede representar de manera análoga ajustando la Equación 1.2.1,

esta vecindad suprime las células diagonales y conserva las células ortogonales con respecto a la vecindad

de Moore, la función de transición p tiene cuatro vecinos y una célula central por lo tanto V = 4. si se

emplea la notación de una dimensión k = 2 y r = 2, entonces se tienen A-2r+1 = 25 = 32 vecindades y

232 reglas de evolución. Sea E = {0, 1} el conjunto de estados, x0 -

x¿¿ la célula central y Xi =

Xi-!¿,

x2 =

Xi,j-i. x3 =

x¡j+i, x4 =

x¡+ij son los vecinos o la vecindad isotrópica para toda x, G E. En la

Ecuación 1.2.2 la función p define la transformación local, las variables A"m;n y Smin indican el número

mínimo de células ocupadas por el estado 1 en V y las variables Xmaz y Smax el número máximo de células

ocupadas por el estado 1 en V en un tiempo t. Si x0 = 0 en el tiempo t entonces x0 = 1 en el tiempo
t + 1 si Xmin < _\=1 x, < Amar, pero si x0 = 1 en el tiempo t entonces x0 = 1 en el tiempo t + 1 si

Smin < _],-_i x, < 5maf, donde X y S deben tomar valores entre 1 y 4.

Xo=0 y Xmin < E*i < Nmax

x0 = l y smin< jrx¡<smaz (L2-2>

0 en otro caso

En la Figura 1.6 se ilustra el espacio de evoluciones en dos dimensiones, es un arreglo bidimensional y

las posiciones xtJ son ocupadas por elementos del conjunto E = -(0, 1}. el estado 0 se representa con el color

blanco y el estado 1 se representa con el color negro.

r(X0.Xi Xy) =

Figura 1.6: Espacio de evoluciones en dos dimensiones



En la Figura 1.7 se ilustran algunas de las estructuras mas interesantes de la regla Life, esta regla de

evolución es una regla semitotalística y se representa como R(2. 3. 3. 3). Estas estructuras fueron construidas

cuidadosamente, pero varias de ellas pueden ser generadas desde una configuración aleatoria a través del

tiempo. Esta regla de evolución se explica y analiza con todo detalle en el Capítulo 2.

En autómatas celulares de dos dimensiones no hay propiedades a la frontera, es decir, el arreglo bidimen-

sional está definido por el producto cartesiano Z 1 Z.

1.3 Autómatas celulares en tres dimensiones

Los autómatas celulares en tres dimensiones han sido ampliamente analizados por Bays en [2], [3], [4]. [5],

[6], [7] y [8]. Su estudio se enfoca principalmente en encontrar una regla de evolución en tres dimensiones

que sea la sucesora de Life en el espacio tridimensional, muchos de sus resultados son de tipo cuantitativo,

basados principalmente en la simulación de varias reglas de evolución en pequeños espacios tridimensionales

para encontrar estructuras que sean similares a Life y de esta manera ha logrado obtener varias reglas de

evolución que presentan características similares a Life en autómatas celulares de tres dimensiones.

Existe muy poca literatura que trata de generalizar una notación en autómatas celulares de tres dimen

siones, la mayoría de los trabajos realizados en este tipo de autómatas han sido de tipo estadístico, tratando

de encontrar comportamientos colectivos no triviales en el espacio de evoluciones, por otra parte se ha in

tentado encontrar aplicaciones en las áreas de la química y la arquitectura. Si bien los autómatas celulares

en dos dimensiones son difíciles de representar, en ti es imei >n el problema crece exponencialmente.



Sea E = {0, 1} el conjunto de estados, el espacio de evoluciones en tres dimensiones se determina por el

producto Z ®Z® Z. Al igual que los autómatas celulares en dos dimensiones, en tres dimensiones también se

utilizan reglas de evolución semitotalísticas y la función de transición tp solo utiliza la vecindad de Moore como

se ilustra en la Figura 1.8, la vecindad de Moore en el espacio tridimensional es solo una extensión de dos di

mensiones en tres dimensiones, donde i;,j,jt es la célula central de la vecindad y x¡-\ ,j-i.k- i,
■ ■ • ^i+i.j+i.fc+i

son los vecinos de la vecindad con respecto a la célula central, para toda Xjj^ G E. La vecindad de Moore

en tres dimensiones tiene una célula central y 26 vecinos alrededor de ésta por lo que V = 26, por lo tanto

una vecindad en tres dimensiones está formada por 27 células.

~f "f -*

Figura 1.8: Vecindad de Moore en tres dimensiones

Para representar una regla de evolución tp se debe definir la transformación de cada vecindad que
conforma

una regla, los autómatas celulares en tres dimensiones tienen 227 vecindades, lo que produce 22 reglas de

evolución. El problema de representar una regla de evolución crece exponencialmente conforme aumenta la

dimensión del autómata celular, por esta razón se utilizan reglas semitotalísticas.

Sea E = {0, 1} el conjunto de estados, V = 26 el número de vecinos, entonces una célula a-¿ j> G Z .■
■ Z 1 Z

esdirectamenteconectadaaunacélula{(a-!+/tl,a-;+t2,a-;+Ar3) : Max{\kx\, \k2\, \k3\} < 1}, es decir, la vecindad

de Moore en tres dimensiones, x0 =

ar¡,i,fc es la célula central y xx, . . . ,Xy
=

ari-ij— i,fc— i, ■ ■ ■ ,£¿+i,j+i,fe+i

son los vecinos alrededor de la célula central para toda x, G E. En la Ecuación 1.3.1 la función p define la

transformación local, las variables Xmin V 5m¿„ indican el número mínimo de células ocupadas por el estado

1 en V y las variables Nmax y Smax el número máximo de células ocupadas por el estado 1 en V en un tiempo

f. Si x0 = 0 en el tiempo í, entonces x0 = 1 en el tiempo t + 1 si Armín < _)¿=i x¡' < Nmax- Si x0 = 1 en el

tiempo f. entonces x0 = 1 en el tiempo t+ 1 si Smin < _lLi x» ^ Smax- Finalmente una regla semitotalística

en tres dimensiones se representa como R{Smin, Smax, Xm,n, Xmax ), donde X y S deben tomar valores entre

1 y 26.

x0 = 0 y Xmi„ < _>,< Xma3

Smin < £x,<Sma,

0 en otro caso

Los autómatas celulares en tres dimensiones son aún mas complicados para analizarlos, en la literatura

de autómatas celulares en tres dimensiones se tienen análisis de tipo estadístico y probabilístico, tratando de

explicar el comportamiento de reglas semitotalísticas. algunos trabajos importantes
a este tipo de análisis se

pueden ver en [3]. [21] y [30].
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El espacio de evoluciones que comúnmentemanejan algunos programas en internet, es muy pequeño lo que

impide poder visualizar comportamientos interesantes de estructuras periódicas fijas o con desplazamientos,

en la Figura 1.9 se muestra un espacio de evoluciones en tres dimensiones en un arreglo de 80 x 80 x 80

células, las células de color blanco representan el estado 0 y las células de color negro representan el estado 1,

las ilustraciones que se muestran en autómatas celulares de tres dimensiones se obtuvieron con el programa

Tresvüa 3.2 2.

Figura 1.9: Diagrama de evoluciones en tres dimensiones

En el espacio de evoluciones tridimensional se pueden encontrar comportamientos complejos, caóticos o

triviales. Bays presenta varias reglas con comportamientos complejos en [2]. En la Figura 1.10 se pueden

ver algunas estructuras complejas construidas cuidadosamente y otras se obtuvieron de manera aleatoria

2http://www. kasprzyk.demon.co.uk/www/ALHome. html, programado por Alexander Mieczyslaw Kasprzyk. para la

plataforma Macintosh con el sistema operativo MacOS 9. 1993.



aplicando la regla de evolución 7Í(4,5,5,5).

Figura 1.10: Evoluci dimensiones regla i?(4, 5, 5, 5)

1.4 Clases de Wolfram

La clasificación de Wolfram es de tipo fenotípico como lo discute Gutowitz en [26]. Se dice que es de tipo

fenotípico porque su clasificación es realizada en base al comportamiento de las células a través del tiempo

dentro del diagrama de evoluciones, es decir, en base a la observación.

• Clase I. Evolución a un estado constante.

• Clase II. Evolución a segmentos periódicos aislados.

• Clase III. Evolución que es siempre caótica.

• Clase IV. Evolución a segmentos caóticos aislados.

clase I, (2, 1 ) regla 32 clase II, (4, 1 )

clase m, (6, 1) clase IV, (4,H) regla 2EB9E490

Figura 1.11: Clases de Wolfram
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Los diagramas de evolución de la Figura 1.11 ilustran las clases de Wolfram, su clasificación la presentó en

autómatas celulares de una dimensión, los autómatas celulares de la Figura 1.11 son autómatas celulares en

una dimensión de diferentes ordenes, esta clasificación de tipo fenotípico es extendida a autómatas celulares

de dos y tres dimensiones.

Esta clasificación no es general ya que pueden existir reglas de evolución que tienen comportamientos

no triviales pero que se pueden describir perfectamente, por ejemplo un autómata celular reversible. Los

autómatas celulares reversibles son autómatas que evolucionan con una regla de evolución y con esta regla

se va construyendo su comportamiento en el espacio de evoluciones, pero este comportamiento puede ser

reconstruido con una regla de evolución inversa, es decir, se puede reconstruir cada una de las configura

ciones c, hacia atrás en el tiempo. Por lo tanto su transformación local tiene la característica de tener una

correspondencia biyectiva en cada una de sus vecindades, es decir, de manera local y consecuentemente de

manera global, ésto implica que existe una función inversa p~l de la regla original p que es única como se

ilustra en la Figura 1.12.

Figura 1.12: Autómata celular reversible en una dimensión

En la Figura 1.12 se ilustra un autómata celular reversible en una dimensión de orden {k = 6, r = h)

donde h = 1/2, es decir medio vecino a cada lado de la célula central, pero como eso no es posible se unen

los dos medios vecinos en un solo vecino, por lo que se tiene una célula central y un vecino a la derecha que

representa los dos medios vecinos. Los autómatas celulares con vecindades fraccionarias no son discutidos

en esta tesis, tampoco los autómatas celulares reversibles, ni la representación hexadecimal de las reglas de

evolución, únicamente se empleó como un ejemplo ilustrativo, para mas detalle de este tipo de autómatas

celulares y representaciones puede consultarse el trabajo [33].

La complejidad en los autómatas celulares es muy difícil de describir, como se ilustró con el autómata

celular reversible de la Figura 1.12, sin embargo varias contradicciones pueden ser encontradas en cada una

de las clases que propone Wolfram.

La clase I se caracteriza porque a partir de cualquier configuración aleatoria al momento de aplicar la

regla de evolución, rápidamente el espacio de evoluciones es dominado por un solo estado del conjunto E.

Entonces ¿la clase I puede tener estructuras caóticas aisladas en su espacio de evoluciones?, como se ilustra

en la Figura 1.13. Nótese que estas estructuras caóticas aisladas pueden evolucionar por un tiempo mayor y

después entrar a un comportamiento uniforme o dominado por un solo estado, dando una falsa información

si el autómata celular puede ser clasificado como clase IY en vez de ser clasificado como clase I. por lo tanto

se puede ver que a nivel fenotípico la clasifación no es del todo confiable ni general.
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Figura 1.13: Autómata celular (4,r) ¿clase I o clase IY?

La clase II se caracteriza porque a partir de cualquier configuración aleatoria se obtienen comportamien

tos periódicos desde las primeras generaciones y estos comportamientos periódicos se repiten hasta el infinito.

Entonces ¿la clase II puede tener estructuras caóticas y después de algunas generaciones tener un compor

tamiento periódico?, como se ilustra en la Figura 1.14.

Figura 1.14: Autómata celular (2,5) ¿clase II o clase IY?

La Figura 1.14 muestra que este autómata celular tiene comportamientos caóticos al empezar a evolu

cionar la regla de evolución y después de algunas generaciones entra en comportamientos periódicos.

Figura 1.15: Autómata celular (5, 1) ¿clase II o clase IY?

La evolución de la Figura 1.15 presenta comportamientos periódicos, también presenta estructuras

caóticas aisladas, pero además nótese que estas estructuras caóticas aisladas pueden llegar a ser periódicas.

En la clasificación de Wolfram este autómata celular sería del tipo clase II por tener comportamientos

periódicos, pero es claro notar que algunas estructuras complejas pueden tener evoluciones muy largas y

entonces esta regla de evolución ¿a que clase pertenece?.



Algunas reglas de evolución con comportamientos mas extremos y mas complejos se muestran (

Figura 1.16: cabe mencionar que estos ejemplos fueron hallados aleatoriamente.

- zi/.~-'
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Figura 1.16: Autómatas celulares de clases no definidas

La clasificación de Wolfram ha sido discutida y refutada por varios autores como en [3], [15], [23], [26].

[39], [44] y [60], determinando que dicha clasificación no es general, inclusive se pueden encontrar diferencias

a nivel fenotípico y ver que la clasificación de Wolfram no contiene todos los comportamientos posibles.

porque existen autómatas celulares que no se encuentran clasificados en ninguna de las clases de Wolfram.

La clasificación en los autómatas celulares es mas compleja de lo que se puede suponer, como lo hace notar

Culik en [15]. la clasificación de los autómatas celulares es indecidible. Esta discrepancia en la clasificación de
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Wolfram puede ser llevada a autómatas celulares de dos y tres dimensiones, aunque es mas complicado tratar

de encontrar aleatoriamente reglas de evolución con diferencias de tipo fenotípico. Los análisis estadísticos

y probabilísticos tratan de ayudar a explicar parte de la complejidad de dichos autómatas celulares, la

teoría del campo promedio permite diferenciar el comportamiento de las reglas de evolución sin llegar a una

clasificación. Es importante notar que es útil tener un análisis analítico que permita caracterizar de alguna

manera las reglas de evolución en los autómatas celulares y apoyarnos en las simulaciones para tener un

mejor entendimiento de sus comportamientos, en lugar de tener un análisis fenotítipo únicamente.

1.5 Teoría del campo promedio

La definición presentada en esta sección de la teoría del campo promedio se obtuvo del trabajo realizado por

Gutowitz en [22], [23] y [25].
La teoría del campo promedio es un modelo simple que proporciona propiedades estadísticas de los

autómatas celulares. La teoría del campo promedio se basa en que los elementos del conjunto de esta

dos E son independientes entre si, es decir, no hay correlación entre cada uno de los elementos que se

encuentran en el espacio de evoluciones, bajo esta condición es fácil estimar la probabilidad de los estados

en una vecindad en términos de la probabilidad de un solo estado (el estado en que evoluciona la vecindad).

La probabilidad de la vecindad es el producto de las probabilidades de los estados que forman la vecindad.

La probabilidad de que una célula tenga un estado en particular en el tiempo f + 1. es la suma de las

probabilidades de las vecindades que se transforman a este estado en el tiempo t. Se consideran únicamente

las vecindades definidas para el estado de la célula en estudio, porque la regla de evolución es local. Sea p la

regla de evolución de un autómata celular de orden (ír.r) con dos estados por célula, por lo tanto E = {0. 1}.
La vecindad es de tamaño 2r -f- 1. k2r+1 es el número de vecindades, ^(.r,-,. x, x,+r ) tomará el

valor de 0 ó 1 dependiendo de la transformación de cada vecindad para una regla de evolución en particular,

la vecindad x,_r x¡ x¡+r se representará como A'. Sea p la probabilidad de tener el estado 1 en el

tiempo t . 1 —

p es la probabilidad de tener el estado 0 en el tiempo t. v es el número de veces que aparece

el estado 1 en la vecindad, n — v es el número de veces que aparece el estado 0 en la vecindad, la sumatoria

tomará cada una de las vecindades definidas por el conjunto E2r+1, entonces la teoría del campo promedio

calcula la densidad en el tiempo f + 1 como:

pt+1
= ^ r-;(A'K(l-p,)"-r (1.5.1)

nótese que k2r+1 es el número de vecindades y E2r+1 es el conjunto que define cada una de las vecindades,

además la teoría del campo promedio puede ser empleada en autómatas celulares de diferentes dimensiones.

Los puntos fijos que representa la teoría del campo promedio son una estimación de la densidad de los estados

en un largo tiempo, esta densidad es independiente de la densidad inicial.

Mcintosh hace notar la relación que existe entre la teoría del campo promedio y los polinomios de

Bernstein en [44], la definición de los polinomios de Bernstein que se presenta se obtuvo de [37].

Sea una función f(x) definida en el intervalo cerrado [0. 1] entonces la expresión:

B„(,) = BÍW = ¿/Q
"

j .r"(l -;)"-" (1.5.2)



es llamado el Polinomio de Bernstein de orden n de la función f{x). Bn{x) es un polinomio en x de grado < n

donde v = 0, 1,. . . ,n
— 1. El polinomio B„{x) sería introducido por S. Bernstein para dar una demostración

de la aproximación del teorema de Weierstrass. Pero si f(x) es continua en [0, 1], entonces:

lim B„{x) = f(x) (1.5.3)

uniformemente en [0, 1]. Aquí hay muchas otras expresiones llamadas "integrales singulares" y la relación que

tienen con los polinomios de Bernstein es la aproximación que realizan "generando" la función f(x) además

de reproducir algunas de sus propiedades. La integral singular mas conocida es la integral de Dirichlet's

[ '

nj_y{' 2sin\{t-x)

representado las sumas parciales s„(x) de las series de Fourier de la función f(x) integrable en [—7T,+7r].

Otro ejemplo es la integral de Fejér que representa la media aritmética an
= (s0 + si + . . . + sn )/(n + 1) de

sn(x). En general una integral singular puede ser escrita en la forma:

*„(*)= í f(t)Kn(x,t)dt. (1.5.4)

donde Kn(x.t) es el "kernel" definido por a<x<6ya<í<6, que tiene propiedades de las funciones f(x)

de una cierta clase, $„(j:) converge a f(x) cuando n —> oo.

El polinomio de Bernstein de la Ecuación 1.5.2 es una suma finita de un tipo correspondiente a la integral

de la Ecuación 1.5.4. Ambas ecuaciones son casos especiales de la integral de Stieltjes en la variable t.

Bn(x)= í f(t)dtKn(x.t), (1.5.5)

con el kernel

A*„(x,í)= Y. {
U

)xl\l-x)n~v, 0<Í<1, (1-5.6)

A"n(x,0) = 0

que es constante en algún intervalo v/n < t < (v + l)/n, v = 0, 1, . . .
,
n

- 1 y tiene el salto

)z"(l-i)"-»

que es el punto básico de la interpolación t = v/n. En este sentido la teoría de los polinomios de Bernstein,

además de la teoría de las series de Fourier. son un capítulo de la teoría de integrales singulares.

Los polinomios de Bernstein están conectados con la teoría de la probabilidad, con problemas de mo

mentos y con la teoría de sumas en series divergentes. Un problema complejo e interesante que no ha sido

completamente resuelto, concierne a los polinomios
de Bernstein en funciones analíticas.

La expresión:

Pv=PnAx)= (
"

)xv(l-x)n-r (1.5.7)



contenida en la Ecuación 1.5.2 es la binomial o las probabilidades de Newton conocidas en la teoría de la

probabilidad. Si 0 < x < 1 es la probabilidad de un evento E, entonces pn.v(x) es la probabilidad de que E

debe ocurrir exactemente v veces en n intentos independientes.

La relación que existe entre la teoría del campo promedio y los polinomios de Bernstein se establece

entre las Ecuaciones 1.5.1 y 1.5.7. La Ecuación 1.5.1 genera el polinomio completo derivado de todas las

evoluciones de cada una de las vecindades, es decir, analiza todos los términos que puede generar la regla

de evolución, por otra parte el polinomio de Bernstein de la Ecuación 1.5.7 calcula todas las combinaciones

que se pueden generar de un estado en una vecindad de tamaño 2r + 1, ésto da como resultado un término

del polinomio de la Ecuación 1.5.1 en específico para un n y v dado, donde n tomará el valor 2r + 1 y v

tomará el número de veces que un estado de E puede estar en la vecindad, es decir, v tomará valores entre

0 < v < 2r + 1.

Finalmente los polinomios de Bernstein ayudan a no calcular todos los términos posibles del polinomio.

como lo hace la teoría del campo promedio, simplemente calculando las combinaciones para un número de

veces en que estará un estado en la vecindad, excluyendo todos aquellos términos que no formarán parte del

polinomio para una regla de evolución en específico, aunque se sigue empleando la sumatoria pero ahora de

binomiales. Esta sumatoria a diferencia de la Ecuación 1.5.1, solo sumará los términos que son calculados

por las binomiales.

Para ejemplificar estos conceptos se construye el polinomio de un autómata celular en una dimensión

de orden (Jt = 2. r = 1) regla 110. El conjunto de estados E = {0. 1}, la vecindad es de tamaño 2r + 1 =

2(1) + 1 = 3 y el número de vecindades es igual a k2r+1 - 23 = 8. Entonces la regla de evolución para la

regla 110 se representa como:

.¿(0,0.0) = 0

,3(0,0,1) = 1

,,-(0,1,0) = 1

,3(0.1,1) = 1

p( 1.0,0) = o

,3(1,0,1) = 1

,3(1,1,0) - 1

,3(1,1,1) = 0

las vecindades son E2r+1 = {000.001,010, 011. 100, 101. 110, 111}, p es la probabilidad de obtener el estado

1 en la siguiente generación, el complemento de la probabilidad de p es q que es igual a q
= 1 -

p y q es la

probabilidad de obtener el estado 0 en la siguiente generación, por lo tanto p + q= 1 donde p y q tomarán

valores del intervalo cerrado [0, 1].

Empleando la Ecuación 1.5.1, p(X) tomará el valor que produzcan las células de evolución para cada una

de las vecindades de E2r+1. pt la probabilidad de obtener el estado 1 en la siguiente generación. (1
-

pt) la

probabilidad de obtener el estado 0 en la siguiente generación, r es el número de veces que aparece el estado

1 en la vecindad v n
— v es el número de veces que aparece el estado 0 en la vecindad, de esta manera se

tiene que:

pt+1
= (0)p?(l-p1)3 + (l)rí(l-í'í)2 + (l)Ff(l-Pt)2

+ (l)pt(l-p,)1+(0)p](l-P,)- + (l)P,(l-Pt)-

+(l)p?(l-/x)1 + (0)p?(l-pt)°



simplificando el polinomio se tiene que:

pm
= 2p,(l-p,)2+3p2(l-p,)

poniéndolo en términos de p y q finalemente se obtiene el polinomio de la regla 110:

Pt+\
= 2p,q2+3p2qt

como se había mencionado la sumatoria calcula todas las vecindades que deriva la regla de evolución, ahora

se emplearán los polinomios de Bernstein de la Ecuación 1.5.7 para ver que resultado produce.

El grado del polinomio n es igual al tamaño de la vecindad, entonces n = 2r + 1 = 3 y v tomará valores

de c = 0, 1, 2, 3 que es el número de veces que puede aparecer el estado 1 en la vecindad, x = pyl
—
x =

q.

Para n = 3 y v = 0 se tiene:

(I)'

:h-^-(*Éc
J(l-.r)3

= (l-

r términos de p y q finalmente tenemos:

•'(1-
Vl!(3-1)!,

= (|)x(l-,)2 = 3.r(l-,)2

i términos de p y q finalmente tenemos:

Pi.3
= 3pcy2.

i términos de p y q finalmente tenemos:

«•'•(1 -x) "I»2!(3--2)!,

((1- x)--= 3x 2(1 -x)

x2(l-

'~

U(3-3)!,
■r3d-
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en términos de p y q finalmente se tiene que:

P3.3
= P3-

Nótese que los polinomios de Bernstein calculan todos los términos que puede generar el polinomio de

la Ecuación 1.5.1, estos términos no toman en cuenta la regla de evolución, sin embargo empleando los

dos conceptos se puede simplificar el calculo del polinomio de la teoría del campo promedio para reglas de

evolución muy grandes.

La manera en que se simplifica el proceso es calculando los polinomios de Bernstein que determinan la

probabilidad de obtener el estado 1 en la siguiente generación, es decir, tomando en cuenta aquellas vecindades

que evolucionan al estado 1 y que la suma del estado 1 en cada una de las vecindades correspondan de igual

manera, este concepto solo es utilizado para reglas de evolución totalísticas y semitotalísticas. Si las reglas

de evolución no fueran de estos dos tipos, entonces se tiene que aplicar la Ecuación 1.5.1 y este método no

puede ser aplicado.

1.6 Comentarios finales

Los autómatas celulares en una dimensión son los mas estudiados en la literatura de autómatas, su for-

malización a contribuido enormemente a encontrar aplicaciones en diferentes áreas científicas, son modelos

sencillos y fáciles de implementar en una computadora, recomendamos las siguientes referencias que tratan

sobre la Sección 1.1 [28], [31], [33], [41], [57], [58] y [59]. La formalización en autómatas celulares de dos

dimensiones no es totalmente general, sin embargo se tratan de emplear nuevas herramientas que permitan

establecer una representación mas rigurosa, los estudios realizados hasta ahora se han realizado de manera

estadística, recomendamos las siguientes referencias que tratan sobre la Sección 1.2 [39], [48] y [53]. Los

autómatas celulares en tres dimensiones son aún mas difíciles de analizar con herramientas estadísticas, la

importancia de analizarlos es por su relación que existe con el mundo real que se encuentra en tres dimen

siones, recomendárnoslas siguientes referencias que tratan sobre la Sección 1.3 [3]. [21], [24] y [30]. Se puede

ver que la clasificación de Wolfram no es general y es importante tratar de describir estos comportamientos.

existen muchas diferencias tanto a nivel fenotípico como estadístico, recomendamos las siguientes referencias

que tratan sobre la Sección 1.4 [3], [15], [21], [56] y [60]. La teoría del campo promedio encuentra una

relación directa con autómatas celulares, en representar el comportamiento de los estados con respecto a su

densidad a través del tiempo y poder obtener una descripción mas representativa de las reglas de evolución.

recomendamos las siguientes referencias que tratan sobre la Sección 1.5 [22]. [23]. [24], [25]. [26]. [27]. [37].

[44] y [55].



Capítulo 2

Analizando el modelo original "The

Game of Life" con la teoría del campo

promedio

En este capítulo se presenta el autómata celular en dos dimensiones conocido como "The Game of Life" ,

llamado así por su precursor Conway. En la Sección 2.1 se presenta la estructura de esta regla semitotalística

como la describe Conway en [10]. En la Sección 2.2 se ilustran algunas de las estructuras mas interesantes

conocidas en Life. En la Sección 2.3 se muestra una variante de Life conocido como HighLife que también es

un autómata celular de regla semitotalística que evoluciona en dos dimensiones. En la Sección 2.4 se analizan

estas reglas de evolución con la teoría del campo promedio determinando su caracterización a través de la

curva de probabilidad en la identidad: en particular se hace énfasis en la regla de Life, para determinar el

comportamiento de los estados a nivel global dentro del espacio de evoluciones al límite y de esta manera

establecer una relación con autómatas celulares en tres y una dimensión que tengan características similares

a Life.

2.1 Estructura de la regla que representa a Life

El autómata celular de Conway en dos dimensiones llamado "The Game of Life" . es llamado así por su

relación que tiene con la modelación de sistemas biológicos, tal como ecosistemas, incendios forestales.

reacciones químicas, comportamientos colectivos de seres vivos, entre otros. Sea E = {0. 1} el conjunto de

estados, el estado 0 representa una célula muerta (color blanco) y el estado 1 representa una célula viva

(color negro).

La función de trancisión p emplea la vecindad de Moore Figura 1.5, la regla de evolución es semitotalística

y es representada como i?(2,3.3.3). la primera pareja de números 2,3 son un mínimo y un máximo respec

tivamente de células vivas necesarias para definir la sobrevivencia de una célula que está viva, la segunda

pareja de números 3.3 también son un mínimo y un máximo respectivamente de células vivas necesarias

para definir el nacimiento de una célula, entonces las variables de la Equación 1.2.1 toman los valores de

S ■
— 2. Smax = 3- .Vm¡n = 3 y Xmax — 3- por eso es que S representa la sobrevivencia en el tiempo t + 1

de una célula que se encuentra viva en el tiempo t y X representa el nacimiento de una célula en el tiempo

t + 1 de una célula que se encontraba muerta en el tiempo t .
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regla de evolución que tuviera dos carac-Conway hace un amplio análisis para poder det(

terísticas fundamentales:

1. Una configuración c, no debe desaparacer rápidamente.

2. Una configuración c, debe crecer ilimitadamente.

además se deben de definir tres condiciones, cuándo una célula debe de nacer, sobrevivir o morir. Estas

condiciones son muy importantes para obtener las características mencionadas.

i el tiempo t + 1 si tiene exactamente(a) Nacimiento. Una célula muerta en el tiempo t llega

tres de sus vecinos vivos en el tiempo t.

(b) Muerte por sobre-población. Si una célula vive en el tiempo t y tiene cuatro o

vecinos vivos en el tiempo í, esta célula debe morir en el tiempo t + 1.

(c) Muerte por aislamiento. Si una célula vive en el tiempo t y tiene un vecino viví

tiempo t. esta célula debe morir en el tiempo t + 1.

(d) Sobrevivencia. Una célula que \

solo si. tiene dos o tres vecinos viv

en el tiempo t deberá permanecer v

i el tiempo t.

a el tiempo t + 1, s

Por lo tanto la Equación 1.2.1 para la regla i?(2,3,3,3) en particular queda como:

x0 = 0 y 3 < ¿ x, < 3

r(x0.xi. ,X8) =

0

Xo - : £x,<3

se tiene que 3 < _J=1x¿ < 3 es el intervalo de células vivas entre A"m!n y Am„ para un nacimiento y

2 < _!í_ix¡ < 3 es el intervalo de células vivas entre Sm¿„ y Smax para la sobrevivencia. Las células se

encuentran en nuestro espacio de evoluciones Z ® Z donde las transformaciones para cada una de las células

x¡ ¡ se efectúan de manera simultánea o en paralelo.

2.2 Comportamientos en Life

El interés que se originó en Life se debe principalmente a los comportamientos complejos que la regla puede

producir, llegando a resultados muy importantes como fue el hecho de demostrar que la regla Life puede

realizar computación universal [10].

En el espacio de evoluciones existen cuatro tipos de comportamientos:

1. Configuraciones que desaparecen.

2. Configuraciones estáticas.

3. Configuraciones periódicas.



4. Configuraciones periódic a desplazamiento.

evolucionando sobre un fondo estable de puros O's. En la literatura de Life se les han asignado nombres

a cada una de estas estructuras como: bhnker, blanker. block, beehive, loaf, pond, tub. traffic hghts, ships,

baker, barber, train, beacon maker. bigship. hertz. Z, rocket, honey farm, snake. barge. boat. ghder. flip flop.

pants. ghder gun. ticks, flashes, spaceships, boat maker, chesire cat. mega flip flop. pool table, pin wheel,

catherine wheel, puffer. candelabra. mosaic kills virus, latín cross. toad, r pentommo. dock, swastika. etc.

[18] [19].

2.2.1 Configuraciones que desaparecen

Son estructuras de células vivas que desaparecen en pocas iteraciones, es decir, todas las células vivas van

muriendo como se ilustra en la Figura 2.1.

I'":
f£ 5¿:

fe*
B-

y »«

i
:

. .. :» •

Figura 2.1: Configuración que desaparece, estructura swastika

La cruz swastika desaparece por completo a patir de la sexta generación, se puede observar la simetría que

existe en el espacio de evoluciones a través del tiempo. En particular el autómata celular Life es uniforme,

determinístico y simétrico.

2.2.2 Configuraciones fijas

Una configuración es estable a través del tiempo, si ésta no cambia s

configuraciones se les conoce como naturaleza muerta o still life.

forma ni desaparece. A todas estas

Figura 2.2: Configuración estática, estructura estable beehiv

A partir de la tercera generación la estructura de nombre beehive compuesta de seis células, se mantiene

estática a través del tiempo. Life tiene varias formas de estas estructuras, si se evoluciona una configui

aleatoria muchas de estas estructuras se producen casi inmediatamente.

2.2.3 Configuraciones periódicas

Son estructuras con un período dado y las configuraciones que producen estas estructuras son fijas. En la

Figura 2.3 se puede ver como una población compuesta de tres células cambia de su posición horizontal a

una posición vertical a través del tiempo.
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Figura 2.3: Configuración periódica, estructura periódica blinker

2.2.4 Configuraciones periódicas con desplazamiento

Este tipo de estructuras son muy interesantes e importantes en esta regla. Muchos de los descubrimientos

mas relevantes están relacionados a este tipo de estructuras, determinando las trayectorias que pueden tener

a través del espacio Z £ Z y que comportamientos o estructuras tan complejas se pueden llegar a producir

cuando estos ghders chocan unos con otros. Además estos choques se pueden realizar con cualquier otra

estructura, varias de estas estructuras complejas que se han llegado a obtener se han logrado a través de la

computadora paralela CAM (Cellular Autómata Machine), desarrollada en el MIT por Tommaso Toffoli y

Norman Margolus [53]. El ghder mas relevante en la literatura de Life es el ghder de cinco células Figura 2.4,

además este ghder tiene la característica de ser totalmente simétrico en un arreglo de 3 x 3, su periodo de

desplazamiento es en cuatro iteraciones.

¿0 ¿1 ¿2 ¿3 tí,

Figí a 2.4: Configuración periódica con desplazamiento, ghder

El ghder de la Figura 2.4 tiene una población total de cinco células y esta población se conserva en cada

paso. Es interesante notar que este ghder mantiene el mismo número de células vivas en cada iteración y

su desplazamiento es de forma diagonal con ocho trayectorias diferentes. Existen otros tipos de ghders que

varian de forma, tamaño, período de desplazamiento y dirección en el espacio de evoluciones, por lo tanto

comportamientos de este tipo fueron los que originaron un interés mas a fondo para poder explicar el origen

y el alcance de estas estructuras.

Figura 2.5: Ghder gun

El ghder gun de la Figura 2.5 es una estructura que produce ghders como el de la Figura 2.4, de manera



continua cada treinta iteraciones. Pero además algo verdaderamente sorprendente es que treinta ghders

como el de la Figura 2.4 pueden construir su propio ghder gun [19], es decir, crece ilimitadamente y puede

reproducirse así mismo.

2.3 Una variante de Life en dos dimensiones HighLife

El estudio de Life originó que otros investigadores buscaran reglas de evolución que tuvieran comportamientos

tan complejos como dicha regla, fue así como se mostró una variante de la regla de Conway llamada HighLife

por su precursor David I. Bell en [9]. Esta regla de evolución muestra comportamientos complejos similares

a los de Life y se representa como R{2, 3, 3.6), por ejemplo una configuración compuesta de 7 células vivas

como la de la Figura 2.6:

Figura 2.6: Configuración incial para la regla HighLife

produce una estructura que es simétrica en cada una de si

se puede ver su estructura después de 195 evoluciones y c

¡ iteraciones a través del tiempo, en la Figura 2.7

n una población de 3820 células vivas.

Figura 2.7: Comportamientos en HighLife



Este autómata celular tiene una diferencia importante con respecto a Life, casi desde cualquier config

uración inicial, el autómata celular crece ilimitadamente, cubriendo todo el plano de manera rápida. Si

el espacio de evoluciones empieza con una configuración aleatoria, después de varias iteraciones su compor

tamiento no presenta un patrón característico, como por ejemplo las regiones aisladas que existen en Life que

además son alcanzadas prácticamente desde cualquier configuración aleatoria. En la Figura 2.8 se muestran

algunas configuraciones periódicas o estables en el espacio de evoluciones.

Figura 2.8: Naturaleza muerta y blinkers en HighLife

La función de la Ecuación 1.2.1 para la regla HighLife queda como:

x0=0 y 3< _x,<6

r-(x0,xi Xg) = <

0

xo = l y 2< _>, <3

donde la diferencia que existe con la regla de Conway es que Xmax - 6, por esta razón es que HighLife crece

rápidamente en pocas iteraciones, hasta cubrir el espacio bidimensional completamente,
es decir, no significa

que el espacio de evoluciones se llene de puros Us. mas bien que el número de células vivas es mas que el de

células muertas.



2.4 Aplicando la teoría del campo promedio

2.4.1 Analizando la regla Life i?(2,3,3,3)

La teoría del campo promedio ha sido empleada en [16], [22], [24], [30]. [44] y [50], para tratar de explicar el

comportamiento de los estados de las reglas de evolución, la mayoría de estos estudios describen el compor

tamiento de las células a través de su densidad en el espacio de evoluciones en el tiempo. El análisis propone

un enfoque sencillo y práctico de como obtener dichas densidades e interpretar fácilmente los resultados, tal

como lo plantean Mcintosh en [44] y Chaté-Manneville en [16], graneando su curva de probabilidad en el

tiempo inicial y calculando sus curvas de probabilidad a través del tiempo, sustituyendo iterativamente el

polinomio de la Equación 1.5.1.

Se construye el polinomio de la teoría del campo promedio paso a paso para ver con claridad la relación

que existe entre las Ecuaciones 1.5.1 y 1.5.7, y las variables definidas por 5m!n. Smal, Xmin y Xmax. La

regla Life es la regla semiltotalística i?(2.3,3,3) entonces Smin = 2, Smax = 3, Xm,n = 3 y Xmax = 3. el

número de configuraciones que se pueden generar en la vecindad de Moore cuando Sm,„ = 2 es igual a 28,

como se ilustra en la Figura 2.9.

Figura 2.9: Configuraciones que determinan la sobrevivencia cuando Smln = 2

La transformación local cuando Smin = 2 determina 28 vecindades que se transforman a 1 en la siguiente

generación, donde la célula central en este caso es igual a 1. la Figura 2.9 ilustra todas las combinaciones que

se pueden generar en la vecindad de Moore, cuando la célula central está viva y se tienen dos vecinos vivos

para que en la siguiente generación la célula central siga viva. Empleando notación de las Ecuaciones 1.5.1

y 1.5.7 se representa el polinomio del campo promedio de la siguiente manera:

P(+1= sjr (n~1\PrHi-P<r-v-l+ E f""1
j^d-Pí)"-

(2-4.D

donde n representa el número de células que tiene una vecindad, n
- 1 son las combinaciones sin tomar en

cuenta la célula central, v indica el número de veces que aparece el estado 1 en la vecindad de Moore. n- v

indica el número de veces que aparece el estado 0 en la vecindad de Moore, p, es la probabilidad de tener l's

en la siguiente generación. 1 -

p, es la probabilidad de tener 0*s en la siguiente generación, la combinatoria



1 dará las constantes para cada uno de los términos del polin .. La primera sumatoria calculará

todas las combinaciones que se derivan del intervalo que definen Sm¡„ y Smax en el caso de la sobrevivencia.

La segunda sumatoria calculará todas las combinaciones que se derivan del intervalo que definen A*mln y

Xmax en el caso de los nacimientos. En el caso de la sobrevivencia al exponente r se le suma un elemento.

porque al momento de definir la cantidad de l's en la vecindad la célula central está viva. En el caso de los

nacimientos v representa el número de veces que aparece el estado 1 en la vecindad y no se le suma ningún

elemento porque la célula central está muerta.

La probabilidad de que se obtengan l's es igual a p. para garantizar su complemento q es la probabilidad

de que se obtengan O's. por lo tanto p + q
= 1 y q

= 1 —

p. Simplificando la Ecuación 2.4.1 empleando la

variable q se tiene finalmente:

- 1

¡Pt 1t

- 1

El exponente r para la variable p, se calcula sumando el número de células ocupadas por el estado 1

dentro de la vecindad deMoore. el exponente n — v para la variable q se calcula sumando el número de células

ocupadas por el estado 0 dentro de la vecindad de Moore. entonces se tiene que v = 3 y n
—

v — 9 — 3 = 6.

cuando Smin — 2. Nótese que las combinaciones se realizan en la vecindad isotrópica V (en los vecinos).

donde la célula central x0 es ocupada por el estado 1. en realidad al momento de calcular las configuraciones

no importa si x0 es ocupada por el estado 1 o el estado 0. sin embargo x0 es importante al momento de

definir los exponentes del polinomio.

Ahora se reaüza el cálculo cuando Smai — 3 como se ilustra en la Figura 2.10.

Figura 2.10: Configuraciones que determinan la sobrevivencia cuando Smai — 3

Cuando Smax = 3 se generan 56 vecindades que se transforman al estado 1 en la siguiente gen

dentro de la vecindad de Moore. éstas son combinaciones sin repetición. Por lo tanto se calcula

de combinaciones empleando el coeficiente binomial:

(n-l)\

donde n = 2r + 1 = V \

se tiene que c = Sm,n =

á valores de v = {0, 1 n — 1}. Por ejemplo para el caso de la Figura 2.9

1 = V = 8. entonces se tiene que:



2!((9-l)-2)!

donde este número representa las combinaciones sin repetición que se generan cuando Sm¿„ = 2 en la vecindad

isotrópica V = 8 o los vecinos de la vecindad de Moore. En el caso de la Figura 2.10 se tiene que Smax — 3,

entonces se tiene que:

í8\. (9-D! _«

~3!((9-l)-3)!

donde este número representa las combinaciones sin repetición que se generan cuando Smax = 3 €

vecindad isotrópica V' = 8o los vecinos de la vecindad de Moore. Nótese que para el caso cuando Xmin

y Xmax = 3, se tienen 56 combinaciones igual que cuando 5mar = 3. ésto se debe porque las combin

se realizan en las células de V, es decir, los vecinos de la vecindad sin tomar en cuenta la célula central x0.

por lo que las combinaciones de Smax — 3 son iguales a las combinaciones de Xm¡n — 3 y Xmax = 3, estos

valores van a determinar las constantes del polinomio.

El grado del polinomio se determina por el número de células vivas v y por el número de células muertas

n
—

v, que existen en los vecinos V de las Figuras 2.9 y 2.10, cuando Sm,n = 2 se tiene que v = 3 y n
—

v = 6,

cuando 5maJ. = 3 se tiene que t> = 4 y n
—
r = 5, cuando A"m¡n = 3 se tiene que v = 3 y n — v — 6 y cuando

Xmax — 3 se tiene que i> = 4 y n — v = 5, finalmente el polinomio para la regla de Life es:

Pt+1
= 28p3g? + 56p^f + 56p39(6 (2.4.4)

simplificando se tiene el polinomio de la teoría del campo promedio para Life:

pf+1=84p39?+56pfo5 (2.4.5)

la probabilidad que se genera cuando Smax — 3 es la misma probabilidad cuando A"mln = 3, porque el número

de l's en la vecindad de Moore es igual en los dos casos, por eso se tienen tres términos en el polinomio en

lugar de cuatro como pudiera pensarse.

La curva de probabilidad se obtiene poniendo el polinomio de la Ecuación 2.4.5 en términos de p:

pt+i =84p3(l-p()6 + 56p?(l-p,)5 (2.4.6)

donde p tomará valores de 0 a 1. La curva de probabilidad del campo promedio muestra directamente la

información de como se comporta la densidad de los estados en el espacio de evoluciones. La densidad es

interpretada a través de la existencia de puntos fijos en la curva de probabilidad que genera el polinomio. A

continuación se da la definición de punto fijo.

Definición 2.4.1. Un punto x es periódico para una función / si f"(x) = .r para algún n > 1 donde n E Z+

y se dice que x tiene periodo n bajo /. Si f(x) = x, entonces x es llamado un punto fijo en /. D

Los puntos fijos pueden ser estables o inestables. Sea / una función diferenciable, si el valor absoluto

de la primera derivada \f'(x)\ < 1. entonces x es un punto fijo estable. Si el valor absoluto de la primera

derivada \f'(x)\ > 1 entonces x es un punto fijo inestable. Si el valor de la primera derivada f'{x) = 0,

entonces x es llamado un punto crítico, es decir, su tangente es horizontal al eje x en el plano cartesiano.



La gráfica de la Figura 2.11 muestra la curva de probabilidad que produce el polinomio de la regla de

evolución Life, el eje horizontal q indicará la probabilidad de obtener O's, el eje vertical p indica la probabilidad

de obtener l's, p y q podrán ser evaluados en el intervalo cerrado [0, 1], por esta razón la diagonal mostrará

los punto fijos de la curva al momento de intersectar algún punto de la curva con la diagonal, porque eso

significa que f(x) = x en ese punto.

El punto fijo estable que se encuentra en 0 sobre el eje x de la Figura 2.11 indica que en el espacio de

evoluciones no hay células vivas, entonces la probabilidad de que se obtengan células vivas en la siguiente

generación es 0, ésto es por la condición de que Smin < 2; por otra parte si el espacio de evoluciones se

encuentra lleno de células vivas, entonces la probabilidad de que se obtengan células vivas en la siguiente

generación es 0, esto se debe por la condición de que Smax > 3 y los valores de la curva son igual a 0 conforme

nos acerquemos mas a 1 en el eje q.

Figura 2.11: Curva de probabilidad de la regla Life

Nótese la existencia de otros dos puntos fijos, un punto fijo inestable aproximadamente en 0.2 que indica

la existencia de comportamientos inpredecibles dentro de ciertas regiones locales, es decir, la densidad que

tiene el autómata en ese momento puede mantenerse igual, crecer rápidamente o desaparecer por completo

en unos cuantos pasos. El otro punto fijo es un punto crítico y se encuentra aproximadamente en 0.37 que

indica la densidad promedio de células vivas que se pueden conservar en el espacio de evoluciones a través

del tiempo. Para obtener el comportamiento en la siguiente generación se sustituye el polinomio pt de la

Ecuación 2.4.6, en él mismo para obtener la curva de probabilidad en pi+2 de la siguente manera:

Pt+2
= 84(84p3+1(l-p(+1)6+56p^+1(l-pí+i)5)3(l-(84p3+1(l-p(+1)6 + 56p4+1(l-Pí+1)5))6+

56(84p3+1(l-p/+1)6+56p4+1(l-pí+1)5)4(l-(84p3+1(l-pí+1)6 + 56p4+1(l-P(+1)5))5
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este polinomio mostrará el comportamiento de la curva en la siguiente generación. Nótese que conforme se

desee calcular mas generaciones el polinomio crece exponencialmente, los polinomios para la tercera y cuarta

generación ocuparían tres páginas completas. En la Figura 2.12 se granean las curvas de probabilidad para

la segunda, tercera y cuarta generación de la regla de evolución Life.

Figura 2.12: Curva de probabilidad de la regla Life, segunda, tercera y cuarta generación

El comportamiento de las células en cada generación delimita cada vez mas su densidad en el espacio de

evoluciones, en promedio éste es el comportamiento que debe seguir cualquier configuración inicial aleatoria.

se puede apreciar en la Figura 2.12 que el intervalo de la curva sobre el eje q se hace cada vez mas estrecho,

ésto indica que la población de células vivas es cada vez menor, en efecto así ocurre en Life.

En la fase de experimentación las curvas de probabilidad se calcularon sustituyendo el polinomio p0 en

pi, el polinomio po enp2 y así sucesivamente. Para tratar de acelerar el proceso en las curvas de probabilidad

se sustituyo el polinomio po en px , el polinomio pi en p2 y así sucesivamente, pero los resultados al momento

de generar la gráfica fueron idénticos, además de que para el segundo caso existe el problema de que el

polinomio a calcular es mucho mas grande que para el primer caso.

La densidad promedio de 0.37 calculada para la regla de evolución Life coincide con otros resultados



34

obtenidos en [50] y [24]. Todos los demás casos se estudian de la misma manera, para posteriormente

establecer una caracterización a través de sus curvas de probabilidad.

2.4.2 Analizando la regla HighLife i?(2,3,3,6)

La regla de evolución HighLife presenta comportamientos muy interesantes como se vio en la Sección 2.3,

pero tiene la característica que desde cualquier configuración inicial aleatoria en su evolución no presenta

comportamientos interesantes por si solo, como lo hace la regla Life.

El polinomio del campo promedio para la regla i?(2,3,3,6) queda como:

pt+i
= 28p3gf + 56p3gf + 56PUt + l&pWt (2-4.7)

simplicando se tiene:

Pt+i
= MpUt + 56pfgf + 28p«(/f3. (2.4.8)

Se puede suponer que la curva de probabilidad de HighLife debe ser mas alta que la de Life, ya que el

intervalo entre ATmln y Xmax originan muchos nacimientos en cada generación, se gráfica su curva del campo

promedio en la Figura 2.13.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 2.13: Curva de probabilidad de la regla HighLife

La Figura 2.13 muestra la curva de probabilidad para la regla HighLife, nótese la existencia de dos

puntos fijos, un punto fijo inestable aproximadamente en 0.17 que indica la existencia de comportamientos

inpredecibles donde la densidad de las células es difícil de definir, el otro punto fijo estable se encuentra
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aproximadamente en 0.52 que indica la existencia de densidades uniformes en el espacio de evoluciones, es

decir, la densidad de células que existe en ese momento se conservará con muy poca alteración en la siguiente

generación, ahora comparemos la curva de HighLife con la curva de Life en la Figura 2.14.
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Figura 2.14: Comparando HighLife con Life en el campo promedio

En la Figura 2.14 se puede ver que la probabilidad promedio de obtener l's en el espacio de evoluciones de

HighLife es mas alta que la de Life, también una diferencia importante es la existencia de un punto fijo estable

que no existe en Life y que si existe en HighLife, este punto fijo estable determina que las configuraciones

aleatorias c¡ con una densidad de células vivas en ese momento se mantendrá en las evoluciones siguientes y

ésto provoca que se tenga un comportamiento uniforme a través del tiempo a partir del momento en que se

alcanza una densidad que no variará en todo el tiempo en que sea evolucionado el autómata celular, es decir,

no se tendrá la formación de regiones aisladas dentro del espacio de evoluciones por lo tanto HighLife no

puede tener configuraciones complejas aleatoriamente, si puede crecer ilimitadamente, no puede desaparecer

rápidamente y no puede crear ghders de manera natural y su densidad se mantiene uniforme a través del

Esto es un problema importante en HighLife porque en el supuesto de que pudiera soportar compor

tamientos tan complejos como los que produce Life, entonces estas estructuras tendrían que construirse

con mucho cuidado, sin embargo se han probado diversas densidades en varias configuraciones c¡ aleatorias,

comprobando que el rango de densidades es un poco mas grande que el de Life.

Por ejemplo si en la regla de Life se trabajan con configuraciones aleatorias de densidades mayores o

iguales a 0.8. es muy difícil obtener l's en la siguiente generación prácticamente todas las configuraciones c¡

con esa densidad desaparecen en una evolución. Por otra parte si ambas reglas manejan densidades menores

o iguales a 0.01 es poco probable que puedan llegarse a construir cualquier tipo de estructuras, aunque si
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se manejan densidades que se encuentren en el intervalo 0.03 < c, < 0.1 la regla de evolución Life puede

llegar a generar varias de sus estructuras típicas y rápidamente establecer su densidad: por el contrario con

la regla HighLife se obtienen estructuras que crecen rápidamente y en unas cuantas generaciones se cubre

todo el plano sin mostrar algún patrón o estructura interesante, además de que la variedad de estructuras

fijas entre ambas reglas es muy notable.

Figura 2.15: Curva de probabilidad de la regla HighLife, segunda, tercera y cuarta generación

En la Figura 2.15 se muestran las curvas de probabilidad de HighLife para el comportamiento de las

estados en el espacio de evoluciones bidimensional en la segunda, tercera y cuarta generación. A diferencia

de Life la regla HighLife amplia el rango de probabilidad de la densidad promedio, donde este rango indica

que el número de células que se encuentran vivas se mantendrán vivas en la siguiente generación y en otro

paso mas las células vivas serán mas. hasta cubrir la mayor parte de el espacio Z & Z pero sin cubrirlo por

completo, a diferencia de Life la densidad promedio de células vivas se va acotando rápidamente lo que no

sucede con HighLife.

Los autómatas celulares en dos dimensiones tienen una amplia variedad de reglas con comportamientos

interesantes, por lo tanto HighLife no es la única variante de Life. Michael Magnier. Claude Lattaud y

Jean-Claude Heudin en [38] presentan varias reglas de evolución que pueden soportar comportamientos com

plejos, caóticos, cíclicos o desaparecer rápidamente: algunas de ellas tienen sus propios ghders y estructuras

periódicas como se ilustra en la Figura 2.16. El enfoque principal de este estudio es mostrar las clases de

Wolfram que pueden existir en dos dimensiones, haciendo una comparación en cada una de las clases. Estos

comportamientos pudieron ser reproducidos con los programas desarrollados en esta tesis.
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Figura 2.16: Reglas complejas en dos dimensiones
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2.5 Comentarios finales

En este capítulo se describió con detalle la estructura de la regla Life, ilustrando algunos de sus compor

tamientos mas importantes y se definió de manera general las reglas semitotalísticas: recomendamos las

siguientes referencias que tratan sobre la Sección 2.1 y la Sección 2.2 [10], [18], [19], [29], [42], [43] y [47].
Sin embargo de varias reglas de estudio en dos dimensiones que se han propuesto la mas destacada de ellas

es la regla HighLife, la cual se definió de la misma manera como se definió Life, recomendamos la siguiente

referencia que trata sobre la Sección 2.3 [9], La propuesta fundamental del análisis probabilístico de la tesis

con la teoría del campo promedio y que no ha sido reportada de esta manera, se aplica con detalle a Life

especificando cada uno de los pasos a seguir y explicando con detalle cada uno de los resultados obtenidos,

de igual manera se hizo el análisis con HighLife y se hace con todas las demás reglas de evolución para

autómatas celulares de tres y una dimensión que se analizan, recomendamos las siguientes referencias que

tratan sobre la Sección 2.4 [16], [24], [30], [32], [39], [44], [48] y [50].



Capítulo 3

Analizando autómatas celulares en

tres dimensiones similares a "The

Game of Life" con la teoría del campo

promedio

En este capítulo se hace un análisis de autómatas celulares en tres dimensiones que tienen comportamientos

similares a Life, aprovechando las investigaciones realizadas por Bays que presenta varias reglas de evolución

que son meritorias a ser llamadas Life. En la Sección 3.1 se presentan algunas reglas de evolución propuestas

por Bays con comportamientos similares a Life. En la Sección 3.2 se muestran estructuras interesantes de

algunas reglas de evolución que justifican su parecido a Life, finalmente en la Sección 3.3 se analizan las reglas

de evolución i?(5, 7, 6, 6) y i?(4, 5. 5, 5) con la teoría del campo promedio estableciendo su caracterización con

respecto a Life.

3.1 Reglas de evolución parecidas a Life

Los estudios realizados por Bays [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8] en autómatas celulares de tres dimensiones son

importantes, ya que es el primero en establecer varias condiciones para determinar si una regla de evolución

es meritoria a ser llamada Life en tres dimensiones, sus estudios han mostrado que existen varias reglas de

evolución en tres dimensiones que pueden tener comportamientos complejos, producir ghders, configuraciones

fijas, periódicas y no desaparecer rápidamente.

El primer problema es que deben de existir reglas de evolución "similares1" a Life en autómatas de una

y dos dimensiones bajo las condiciones que establece Bays, pero varias de estas condiciones no pueden

ser proyectadas a autómatas celulares de una y dos dimensiones. Se muestran algunas de las definiciones

establecidas por Bays para deteminar si una regla de evolución puede simular a Life en tres dimensiones.

Definición 3.1.1. Bays [2]

Una regla de evolución semitotalística R(Sm¡n, Smax • Xmin , Xmai) define un autómata celular del tipo

"The Game of Life", si y solo si, se cumplen las siguientes condiciones :

t'i



1. Un ghder debe existir de manera "natural" si se aplica la regla R(Sm¡n, Sma2., A"m¿„, Xmai) iterativa

mente a una configuración c, aleatoria.

2. Todas las configuraciones c; aleatorias que sean transformadas por la regla de evolución semitotalística

R(Smin,Smax, Xmin, Xmax) deben tener un crecimiento limitado.
_

La primera condición implica la existencia de estructuras periódicas con desplazamientos en el espacio

de evoluciones tridimensional Z ® Z ® Z sin necesidad de construirlos cuidadosamente, en Life comúnmente

los ghders empiezan a generarse en el intervalo de generaciones 80 < í, < 100 para toda configuración c¡

aleatoria de densidad promedio. La segunda condición implica que desde cualquier configuración inicial

aleatoria c¡, la regla de evolución debe alcanzar una densidad promedio baja, lo que significa que no se cubra

todo el espacio Z ® Z © Z por un solo estado o que un solo estado domine el espacio de evoluciones.

Nótese que la Definición 3.1.1 puede ser aplicada a autómatas celulares de dos y una dimensión, por

supuesto esta definición se basa en el modelo original de Life, lo que implica rápidamente que la regla

HighLife no cumple ninguna de las dos condiciones, dado que desde cualquier configuración aleatoria c¿ no

se producen ghders de manera natural y no crece limitadamente.

Las demás definiciones mostradas a continuación están basadas para autómatas celulares en tres dimen

siones y no pueden aplicarse a autómatas celulares de dos y una dimensión como se explica después de la

definición realizada por Bays.

Definición 3.1.2. Bays [2]

Una expanción de un objeto Life para construirlo en tres dimensiones, se obtiene haciendo copias de

todas las células vivas (x¡, y¡, 0) en el plano adyacente z, es decir, en la terna (x¡, y¡, 1). D

Un ejemplo bastante ilustrativo de la Definición 3.1.2 se puede realizar con el ghder de cinco células que

existe en Life Figura 2.4 y puede expanderse en tres dimensiones, haciendo copias de sus células vivas en el

plano adyacente z = 1 y poder evolucionarlo en el espacio tridimensional Z ® Z S Z.

z Z >0 Z Z ; z

Figura 3.1: Expanciones de Life en tres dimensiones

Las copias se realizan únicamente en el eje z = 1, la regla de evolución en tres dimensiones que evoluciona

el ghder de la Figura 3.1 es la regla semitotalística i?(5, 7,6.6), por esa razón se pueden construir objetos

análogos que existen en Life en la regla de evolución tridimensional i?(5,7.6,6).



Definición 3.1.3. Bays [2]

Una proyección de un objeto Life er

de las siguientes condiciones se cumple

dos dimensiones debe existir en tres dimensiones, si y solo si, ambas

1. Todas las células s (xí. yi, z¡) deben de estar en dos planos adyacentes. Por ejemplo sean los planos

2. La pareja de células (a-;,t/¿, 0) y (x¡, t/¿, 1) están ambas vivas o muertas. D

La Definición 3.1.3 es recíproca de la Definición 3.1.2, en la Definición 3.1.3 la primera condición dice que

si se tiene un objeto Life en tres dimensiones, tal objeto no puede ser reproducido en el espacio tridimensional

tal como se puede reproducir en dos dimensiones si sus copias se realizan en planos que no sean adyacentes.

como se ilustra en la Figura 3.2. La segunda condición dice que las células que se encuentran en los planos

adyacentes deberán estar vivas o muertas para garantizar que el objeto pueda reproducirse sin ningún

problema.

Nótese que estos planos adyacentes pueden estar en cualquier dirección, porque las estructuras que existen

en Life son simétricas en el espacio bidimensional Z ®Z y esta característica debe conservarse con sus objetos

s en tres dimensiones en el espacio tridimensional Z Z '•'■ Z.

dimensiones

Bays presenta diversas reglas de evolución que cumplen algunas condiciones necesarias para que sean

posibles sucesoras de Life en tres dimensiones, como las reglas #(5767), #(5777), #(5566), #(5755), i?(4656),

#(4655). #(6767), #(4567). #(6766). #(5655), #(5877), #(4666), #(4566), #(3455), #(3566). entre otras.

Revisando el comportamiento de cada una de estas reglas en tres dimensiones realizadas por Bays hemos

considerado analizar la regla #(5, 7, 6, 6), porque esta regla de evolución presentamuchas estructuras análogas

a Life en el espacio tridimensional y la regla de evolución #(4,5,5,5) porque muestra comportamientos

similares a Life, pero esta regla de evolución produce sus propios ghders y sus propias estructuras fijas que

no son análogas a Life o en dos dimensiones por otras reglas de evolución.



3.2 Reglas interesantes en tres dimensiones

3.2.1 Regla de evolución i? (5, 7, 6, 6)

La regla de evolución #(5, 7, 6, 6) puede reproducir objetos Life en el espacio tridimensional, conservando su

simetría a través del tiempo, Bays reportó esta regla en [2] mostrando algunas de las estructuras análogas de

dos dimensiones a tres dimensiones, como se ilustró en la Figura 3.1 el ghder de cinco células que existe en

dos dimensiones puede ser reproducido en tres dimensiones por esta regla de evolución, pero en el Capítulo

2 se mostró que en Life existe una estructura que puede reproducir cada treinta pasos uno de estos ghders

que se conoce como ghder gun Figura 2.5, el cual no ha sido descubierto en tres dimensiones.

En la Figura 3.3 se ilustra la evolución de una configuración aleatoria mostrando algunas estructuras

fijas, algunos bhnkers y ghders que produce la regla naturalmente.

iportamientos de la regla #(5. 7.6.6)



La regla de evolución #(5, 7,6.6) se representa como:

r(*0.Xi X26) = <

x0 =0 y 6< _>, < 6

xo = 1 y 5< _>, <7 t3-2-1)

3.2.2 Regla de evolución i?(4, 5. 5, 5)

La regla de evolución #(4.5,5.5) a diferencia de la regla #(5.7.6.6) produce varios objetos que no son

análogos en dos dimensiones dentro de sus configuraciones, pero produce varios ghders propios y muchas

estructuras periódicas y fijas tal como lo hace Life. Bays reporta en detalle todas sus características en [2].

En la Figura 3.4 se ilustran algunos ghders. bhnkers y estructuras fijas o mejor conocidas como stül hfe

de la regla #(4,5.5.5). aunque con el estudio que se realizó con la teoría del campo promedio se verá que

esta regla de evolución tiene diferencias probabilísticas importantes con respecto a Life.

Figura 3.4: Comportamientos de la regla #(4. 5. 5, 5)

Esta regla de evolución #(4, 5. 5, 5) se representa como:

x0 = 0 y 5 < _>, < 5

r-(X0.X! X26) = <

x0 = 1 y 4< _>, <5
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Esta regla de evolución es importante ya que podría realizar fenómenos tan complejos como lo hace

Life, lo que implica que si en tres dimensiones existe mas de una regla de evolución que puedan construir

estructuras tan complejas como lo hace Life, entonces deben de existir otras reglas de evolución en autómatas

celulares de dos y una dimensión que realizen lo que hacen esas reglas de evolución tridimensionales. Se

puede ver que la regla de evolución #(4, 5, 5, 5) podría ser la sucesora directa de Life en tres dimensiones, ya

que sería la traslación inmediata agregando el eje z

~

y z+ al plano cartesiano definido por x y y. sumándole

esos cuadrantes a la regla Life, obteniendo la regla #(2 + 2. 3 + 2, 3 + 2. 3 + 2) = #(4, 5, 5, 5).

3.3 Aplicando la teoría del campo promedio

3.3.1 Analizando la regla R(b, 7, 6, 6)

La regla de evolución #(5, 7, 6, 6) es muy interesante ya que puede reproducir muchas estructuras de Life que

son análogas en tres dimensiones, entre estas estructuras se encuentran algunas conocidas como el block, bhnk

ers, algunos still life. el ghder de cinco células, entre otros. El grado del polinomio crece rápidamente porque

se tiene una célula central y 26 vecinos, entonces si se utilizan reglas de evolución completas tendríamos 22

reglas de evolución y aunque se emplean reglas semitotalísticas se tienen 390,625 posibles reglas de evolución

a estudiar, por lo que el número de reglas de evolución a analizar es muy amplio.

El polinomio del campo promedio se calcula de la misma manera como se mostró en la Sección 2.4.1,

tomando encuenta que la vecindad de Moore se representa en tres dimensiones y no en el plano. Empleando

la Ecuación 2.4.2 el polinomio tiene tres términos originados por Smin — 5, Smax — 7. A"m¡n = 6 y Xmax — 6:

pi+l
= 65780p^,21 + 657800p*g(19 + 230230p^g21 (3.3.1)

simplificando se tiene que:

pí+1
= 296010p^21 + 657800p*gí19. (3.3.2)

El polinomio de la regla #(5,7,6,6) tiene tres términos, cuando Smin = 5 la variable v = 6 porque tiene

cinco l's en sus vecinos mas la célula central que seguirá viva en la siguiente generación en la vecindad de

Moore en tres dimensiones y n
— v = 27 — 6 = 21 donde 21 representa la cantidad de 0's en la vecindad de

Moore en tres dimensiones en ese momento. El segundo término representa las combinaciones sin repetición

de Smax = 7, donde se tienen 7 vecinos vivos y 26 posibles células a ocupar, la variable v = 8 porque la

célula central está ocupada por el estado 1 en esa configuración y n
—

v = 27 — 8 = 19. El tercer término

está determinado por Xm,n — 6 donde i> = 6 y n — v — 27 — 6 = 21, en este caso la probabilidad que origina

Xmin es igual a la probabilidad que origina A'max. por esta razón solo se tiene un término y no dos como

pudiera pensarse. En la Figura 3.5 se gráfica el polinomio de la Ecuación 3.3.2.

El procedimiento para gráficar el polinomio es el mismo que se explicó en la Sección 2.4.1, la curva de

probabilidad de la Figura 3.5 presenta un rango de células vivas mas estrecho que el de Life en el eje q,

ésto se debe porque el número de células vivas es menor al número de células muertas en una vecindad mas

grande que la que existe en dos dimensiones, nótese que la curva es tangencial a la diagonal. Mcintosh en

[44] menciona los diferentes tipos de comportamientos que pueden tener las curvas de probabilidad, diciendo

que la clase IV podrían ser todas aquellas reglas de evolución que tengan curvas de probabilidad que sean

tangenciales a la diagonal.



Figura 3.5: Curva de probabilidad de la regla #(5, 7, 6. 6)

En la Figura 3.6 se muestra el comportamiento de los estados en la segunda, tercera y cuarta generación

respectivamente, al igual que Life las curvas de probabilidad van acotando la curva sobre el eje q rápidamente

en cada generación, esto es fácil de comprobar ya que si ponemos una configuración aleatoria c,, la cantidad

de l's decrece muy rápido. Una característica importante es la existencia de un punto fijo inestable aprox-

imandamente en 0.2 que garantiza un comportamiento de densidades no predecible en el espacio, donde

pueden formarse configuraciones crecientes, locales, que desaparezcan o que se mantengan igual.

Figura 3.6: Curvas de probabilidad de la regla #(5. 7.6.6) segunda, tercera y cuarta generación

El comportamiento de la curva es uniforme con respecto a su punto máximo y no presenta cambios en

este punto crítico a través del tiempo, la similitud establecida con Life es que tiene un punto fijo inestable

recordemos que Life no tiene puntos fijos estables, la probabilidad de tener l's se va acotando en cada



generación al igual que Life y el comportamiento de la c

Life.

t través del tiempo al igual que

3.3.2 Analizando la regla i?(4,o, 5,3)

La regla de evolución #(4,5,5.5) estudiada por Bays en [2], muestra estructuras muy interesantes que son

independientes de las que produce la regla #(5,6,7,7), sus ghders y configuraciones periódicas fijas son de

construcción diferente y se producen de manera natural, además de que no son análogas en dos dimensiones.

Esto originó un interés especial que nos lleva a realizar el estudio probabilístico para saber como se comporta

la regla de evolución y que relación existe con Life. Probando con varias configuraciones aleatorias se puede

ver que el comportamiento de las células es similar al de la regla #(5. 6, 7. 7), se estaciona rápidamente pero

no desaparece por completo porque produce muchas estructuras periódicas fijas y still hfe.

La regla de evolución #(4, 5, 5, 5) en primera instancia puede ser vista como la sucesora lógica de Life, si

se suma la ordenada cala regla Life se tiene que #(2 + 2, 3 + 2, 3 + 2, 3 + 2) produce la regla de evolución en

tres dimensiones #(4. 5.5,5), pues el eje z está en el espacio Z ® Z lo que implica la existencia de planos: z+

y z~. Los valores de las variables Sm¡n = 4, Smax = 5. A"m,„ = 5 y Xmax = 5. determinan los coeficientes y

los exponentes del polinomio del campo promedio que queda como:

pí+1
= 14950pfo22 +65780pfo21 + 65780p^,22 (3.3.3)

Pt+i
= 80730p'^22 + 65780p?g21.

Nótese que los términos del polinomio de la Ecuación 3.3.4 son análogos a los de la Ecuación 2.4.5 que

representa a Life. La gráfica de probabilidad del polinomio de la Ecuación 3.3.4 queda de la siguiente n

0.2

//('A
0.15

f \

0.051 q

Figura 3.7: Curva de probabilidad de la regla #(4. 5. 5. 5)

la gráfica de la Figura 3.7 muestra un acotamiento de la probabilidad promedio
necesaria para la existencia del

estado 1. existe un punto fijo inestable aproximadamente en 0.1 y un punto fijo estable en aproximadamente

0.22. la primera diferencia con respecto a la regla Life es la existencia de un punto fijo estable que no existe

en Life.

La curva de probabilidad de la Figura 3.7 muestra que la probabilidad de tener l's en el espacio Z ® Z I Z

en la siguiente generación no es tan alto como la que representa Life, ésto se debe porque la ordenada r



en el espacio tridimensional implica mas vecinos en la vecindad y menos células vivas que determinen mas

población en la misma vecindad, consecuentemente la densidad poblacional es mas baja que la de Life, tal

como se mostró para la regla #(5, 7, 6. 6).

Se evoluciono esta regla de evolución con varias configuraciones aleatorias de diferente orden, obser-

vadando que no desaparece por completo rápidamente y tampoco llena el espacio de puros l's, mostrando

la existencia de algunos bhnkers. stül hfe y ghders que son diferentes de la regla #(5.7,6,6).

La curva de probabilidad de la Figura 3.7 en sus extremos inferiores sobre el eje q muestra el mismo

comportamiento que la regla #(5, 7, 6, 6) y #(2, 3, 3. 3), se puede notar que la densidad poblacional promedio

en tres dimensiones es menor que la que existe en dos dimensiones.

0.4 0.6

P
/

~

"\J\I
0.2

0.15

0.05

P

0.2

0.15

1

i \

. \
5a. generación

0.05
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Figura 3.8: Curvas de probabilidad de la regla #(4,5,5.5) segunda, tercera, cuarta y quinta generación

La Figura 3.8 muestra las curvas de probabilidad
de los polinomios del campo promedio para la segunda.

tercera, cuarta y quinta generación respectivamente.

Nótese que existen puntos fijos estables tangenciales a la diagonal y puntos fijos inestables alternándose

de generación en generación pares
e impares a partir de la segunda generación. En primera instancia se tienen

varios puntos máximos y mínimos por generación lo que implica inestabilidad en la densidad promedio de

células vivas que se encuentran en el espacio de evoluciones, también nótese que la cantidad de estos puntos

máximos y mínimos va aumentando
conforme se calculan mas generaciones. Es muy interesante ver que esta

regla de evolución aunque
no tiene una densidad promedio en su curva de probabilidad y tiene un punto fijo

inestable, presenta características muy
similares a Life a nivel de simulación, Bays reporta esta regla en [2]

ilustrando algunos ghders que
ha descubierto y configuraciones muy interesantes que la regla produce en el

espacio de evoluciones, aunque no reporta la existencia de un ghder gun o un mega flip-flop.
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Las curvas de probabilidad de la Figura 3.8 al igual que la regla de evolución #(5, 7, 6, 6) y la regla Life

van acontando la densidad promedio en el eje q en cada generación, pero la diferencia principal que tiene con

respecto a Life es la existencia de varios puntos máximos y mínimos que se encuentran en el intervalo de la

densidad promedio de la curva, por lo tanto esta regla de evolución aunque puede soportar comportamientos

complejos no muestra una densidad promedio al límite como la regla #(5,7,6,6) y tampoco como la regla

Life.

3.4 Comentarios finales

El estudio de los autómatas celulares en tres dimensiones es mas complicado dado el número de células que

pueden trabajar en la vecindad dentro del espacio tridimensional y por la cantidad de reglas de evolución que

se pueden generar, primero existe un problema de representación ya que existen pocos programas que pueden

hacerlo y con sus respectivas limitaciones, segundo el grado de los polinomios de Bernstein es muy alto. Sin

embargo se puede apreciar que el análisis con la teoría del campo promedio es útil, ya que permite agrupar

las reglas de evolución de acuerdo al comportamiento de los estados a través del tiempo, se seleccionaron

estas dos reglas de evolución aprovechando los estudios realizados por Bays en autómatas celulares que

evolucionan en tres dimensiones, se puede ver que particularizar una regla de evolución en tres dimensiones

similar a Life es mas complejo que un estudio analítico y esto puede ser visto por la regla #(4.5,5,5) que

estadísticamente hablando no tiene un comportamiento como Life, aunque la regla no está exenta de tener

su propio ghder gun y realizar una cierta computación, recomendamos las siguientes referencias que tratan

sobre la Sección 3.1 y 3.2 [2], [4], [5], [6], [7], [8] y [17], para la Sección 3.3 recomendamos [3]. [21], [24], [30]

y [32].



Capítulo 4

Analizando el autómata celular en

una dimensión "regla 110" con

diagramas de de Bruijn y la teoría del

campo promedio

En este capítulo se presenta el autómata celular en una dimensión de orden (2.1) regla 110, esta regla de

evolución muestra algunas características similares a Life presentadas por Cook en [14]. En la Sección 4.1

se define su estructura elemental y algunas herramientas empleadas para su estudio. En la Sección 4.2 se

muestran los tipos de comportamientos tal como su fondo periódico y sus ghders. En la Sección 4.3 se

muestra su análisis con la teoría del campo promedio.

4.1 Estructura de la regla 110

La regla 110 es una autómata celular que evoluciona en una dimensión de orden (k = 2,r = 1) y presenta

algunas características similares a Life, dentro de las estructuras que genera esta regla de evolución puede

producir configuraciones fijas, configuraciones periódicas fijas y configuraciones periódicas con desplazamien

tos, pero a diferencia de Life todas estas estructuras evolucionan sobre un fondo periódico llamado "ethef

por Cook. además de que puede soportar comportamientos complejos y reproducirse así mismo.

Cook establece una comparación de Life con la regla 110 en [14], es decir, ambas reglas pueden soportar

estructuras persistentes que pueden estar fijas o desplazarse a través del espacio de evoluciones, además de

que estas estructuras pueden interactuar entre ellas.

La función de transición p para la regla 110 se representa como:

Regla 110

^-(0,0,0) ->0 ^(1,0,0) -> o

^(0,0.1) ->1 y:(1.0,l)->l

^(0.1.0) -> 1 ,5(1,1,0) -» 1

i?(0. 1, 1) -» 1 vr(l,l,l)-K)

Tabla 4.1: Regla de evolución 110

49
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Life y la regla 110 pueden empezar en una configuración inicial aleatoria y después de un tiempo estable

cerse en el espacio de evoluciones. Cook muestra tres condiciones importantes que relacionan la regla 110

con la regla de Life.

1. Una célula muerta a-, en el tiempo t debe nacer en el tiempo t + 1, si su vecino derecho x¿+i está vivo.

2. Una célula viva x¡ en el tiempo t debe morir en el tiempo t + 1. si ambos de sus vecinos x,-\ y x¡+x

3. En otro caso la célula x¡ en el tiempo t seguirá igual en el tiempo t+l.

La regla 110 tiene configuraciones que existen únicamente como configuraciones iniciales, pero estas

configuraciones nunca se podrán generar a través de la evolución desde cualquier otra configuración, es decir.

no tiene ancestros. Este tipo de configuraciones se les llaman pertenecientes al "Jardín del Edén" , por ejemplo

la configuración 01010 es una configuración que nunca se podrá generar en el diagrama de evoluciones, la

única manera de que exista en el diagrama de evoluciones es en la configuración inicial: por su parte Life

también tiene configuraciones pertenecientes al "Jardín del Edén" [10].

El estudio sobre la regla 110 ha causado un gran interés ya que Cook ha mencionado en [14] que dicha

regla puede hacer computación universal, aunque no es claro como se puede llegar a comprobar. Nuestro

interés no radica en determinar si dicha regla puede hacer o no puede hacer computación universal, mas

bien en establecer las características que relaciona la regla 110 con la regla de Life. Tomando en cuenta que

la principal diferencia consiste en que la regla 110 evoluciona en un fondo periódico y Life no, otro punto

importante es que si la regla 110 presenta comportamientos similares a Life en una dimensión con sus propias

características, entonces implica que dichos comportamientos deben existir en autómatas celulares de dos

y tres dimensiones, comportándose como Life pero con un fondo periódico. Por otra parte es importante

resaltar que si el sistema de Cook puede simular todo lo que hace Life, se comprobaría que el sistema que

planteo von Neumann originalmente en [54], es llevado a un sistema mas sencillo que el modelo de Conway

y este modelo es la regla 110.

4.2 Diagramas de de Bruijn en la regla 110

Las características en las estructuras de Life son sencillas y muy complejas a la vez, éstas son alcanzadas

desde casi cualquier configuración aleatoria. Ahora bien Life es una regla semitotalística y la regla 110 no es

una regla totalística ni semitotalística. lo que implica que sus posibles proyecciones en autómatas celulares

de dos y tres dimensiones tengan que realizarse definiendo cada una de las vecindades que se derivan con

la vecindad de von Neumann y la vecindad de Moore. Cook presenta ocho tipos de ghders y un ghder gun

en [14], no describe sus métodos o las herramientas que emplea para construir dichos ghders, sin embargo

logramos reproducir estos ghders empleando teoría de gráficas con los diagramas de de Bruijn [45], tal como

lo describe Mcintosh en [46].

Se emplean diagramas de de Bruijn [45] para determinar la tranformación local en cada una de las

vecindades de la regla de evolución. Mcintosh reporta estas relaciones en [46] describiendo la importancia de

emplear estas herramientas que proporcionan la información rápidamente, estos diagramas se ajustan muy

bien a las reglas de los autómatas celulares en una dimensión aunque originalmente fueron empleados para

el estudio de la teoría de registro de corrimientos. La teoría de registro de corrimientos es una disciplina

basada en el tratamiento de secuencias traslapando.
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Figura 4.1: Evolución típica de la regla 110

En el espacio de evoluciones de la Figura 4.1 se puede ver la existencia de estructuras periódicas que se

desplazan a través de un fondo periódico llamado ether Figura 4.4, donde estas estructuras periódicas son

los ghders que se desplazan sin sufrir cambios en sus estructuras por el ether y a su vez el ether tampoco se

destruye por los desplazamientos de los ghders. La complejidad de la regla 110 se produce cuando los ghders

coalisionan entre ellos, originando otros ghders. Estas coalisiones son muy variadas pues la estructura que

se genera depende de que ghders son los que coalisionan, que desplazamiento tienen los ghders, a que altura

coalisionan, entre otras cosas.

Los vértices del diagrama de de Bruijn son secuencias de símbolos de algún alfabeto, estos símbolos

pueden ser secuencias de vértices de una gráfica en específico. Las aristas del diagrama describen como tales

secuencias pueden traslapar, por lo tanto diferentes grados de traslape producen diagramas diferentes, el

traslape se produce entre un símbolo inicial, los símbolos que traslapan y un símbolo tei i I

Por ejemplo la secuencia binaria 001 1 traslapa con la secuencia 0110 tomando el 0 de la primera secuencia

como el símbolo inicial. 011 como los elementos que traslapan entre la primera y segunda secuencia, el útimo

0 de la segunda secuencia como el símbolo terminal, las aristas pueden ser etiquetadas de acuerdo a la nueva

secuencia que se produce que es 0O110 y producir una variedad de caminos.

Cuando los símbolos son enteros consecutivos pueden ser tratados como elementos de un anillo o quiza

un campo finito.



La matriz de incidencia del diagrama de de Bruijn es:

(mod k2r)

donde k y r deteminan el orden del autómata celular. Sea un autómata celular de orden (k = 2. r

matriz de incidencia para el diagrama de de Bruijn de la Figura 4.2 queda como:

M;j --

110 0

0 0 11

110 0

0 0 11

Esta matriz se obtuvo empleando la Ecuación 4.2.1. Si i — 0 entonces j — ki = 2*0 — Oy j = (2*0) + 1 = 1

por lo tanto M00 = 1 y M0,i = 1. Si /' = 1 entonces j = ki = 2 * 1 = 2 y j = (2 * 1) + 1 = 3 por lo tanto

Mii2 = 1 y M1JS = 1. Si i = 2 entonces j = ki = 2 * 2 = 4 y j = (2 * 2) + 1 = 5, 4 módulo 4 es 0 y 5 en

módulo 4 es 1. por lo tanto M2,o = 1 y M2.i = 1. Si i = 3 entonces j = ki = 2 * 3 = 6 y ;' = (2 * 3) + 1 = 7,

6 módulo 4 es 2 y 7 en módulo 4 es 3, por lo tanto M33 = 1 y M3, 3 = 1. en todos los demás casos M,:j
= 0.

Finalmente se ve que la Ecuación 4.2.1 representa una gráfica de de Bruijn para cualquier autómata celular

de orden (k,r).

En la Figura 4.2 se muestra el diagrama de de Bruijn genérico para los autómatas celulares de orden

(* = 2,r = l).

000

Figura 4.2: Diagrama de de Bruijn genérico (2. 1)

El modulo k2r = 22 = 4 es el número de vértices en el diagrama de de Bruijn. j tomará valores de

k*i = 2i hasta (k*i)+ k — 1 = (2 * i) + 2 — 1 = 2/ — 1. Los vértices tienen fracciones de vecindad originada

por las secuencias 00, 01, 10 y 11. El traslape define cada una de las aristas como:
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Formando vecindades

(0,0) o (O.O) ooo

(0.0) o (0.1) 001

(0.1)0(1.0) 010

(0.1)0(1.1) 011

(1.0)0(0.0) 100

(l.O)o(O.l) 101

(1.1) o (1.0) 110

(l.l)o(l,l) 111

Tabla 4.2: Traslapes en el diagrama de de Bruijn genérico (2.1)

En la Tabla 4.2 se muestran los traslapes que se derivan de los elementos de cada vértice, estos traslapes

son las aristas del diagrama de de Bruijn genérico para los autómatas celulares de orden (2, 1) de la Figura 4.2.

El diagrama de de Bruijn genérico para un autómata (2,1) tiene cuatro vértices {0,1,2,3} que corre

sponden a cuatro vecindades parciales de dos células {00.01.10,11}. con ocho aristas representando sus

vecindades de tamaño 2r + 1 Tabla 4.1, entonces el número de vértices en el diagrama de de Bruijn está

determinado por A-2r y el número de aristas es igual a A-2r+1

El diagrama de de Bruijn para la regla 110 se deriva del diagrama de de Bruijn genérico de la Figura 4.2.

el diagrama de de Bruijn genérico puede ser diferenciado con respecto a una regla de evolución en particular.

En la Figura 4.3 se puede ver como cada arista representa el estado al que va a evolucionar la vecindad, el

estado 1 está de color negro y el estado 0 está de color gris, éste es el diagrama de de Bruin para la regla

110.

ooo ni

Figura 4.3: Diagrama de de Bruijn para la regla 110

Los diagramas de de Bruijn se emplean para describir como se pueden reproducir de manera mas sencilla

y práctica los resultados presentados por Cook en [14], cabe señalar que estas técnicas no han sido reportadas

por otros autores. Mcintosh describe su método en [46].

El diagrama de de Bruijn puede ser extendido para formar vecindades mas grandes y determinar el de

splazamiento de las células en t generaciones, ésto origina diagramas de de Bruijn mas grandes y complicados

de calcular, por ejemplo calculemos las vecindades de tamaño cinco.



Vecindades de tamaño cinco aplicando regla 110

(0.0,0,0)o

(0,0,0.0)o

(0. 0.O.ljo
(0, 0.0.1)o

(0.0,l,0)o

(0.0,l,0)o

(0.0.1,1)0

(0,0. 1,1) o

(0,l,0.0)o

(0.1.0.0)©

(0,1.0,1)©

(0.1.0,1)©

(0.1.1.0)©

(0.1,1,0)©

(0.1.1.1)©

(0.1.1.1)©

(1.0.0,0)©

(1.0.0,0)©

(1.0,0.1)©

(1.0.0.1)0

(1.0.1.0)0

(1.0.1.0)©

(1.0.1.1)©

(1.0,1.1)©

(1.1.0.0)©

(1.1.0.0)©

(1.1.0.1)©

(1.1.0,1)©

(1.1.1.0)©

(1.1.1.0)©

(1. 1.1.1)©

(1.1.1.1)©

Tabla 4.3: Ex

o.o.o. o;

0,0.0,1

o.o.i. o;

0,0.1,1

o, í.o, o;
0,1,0,1

o.i.i. o;

0.1,1.1

1.0,0.0;

1,0.0.1

1.0.1. o;

1.0,1,1

1.1,0.0;

1.1.0.1

1,1.1,0;

1.1.1,1

0,0.0,0;

0,0.0.1

0.0,1,0;

0,0.1,1

0,1,0,0;

0.1.0,1

0.1.1. o;

0,1,1.1

1.0,0.0;

1.0.0.1

1.0.1.0;

1.0.1,1

1.1.0,0;

1.1,0,1

1.1.1,0;

1.1.1.1

'cindad generación O

00000

00001

00010

00011

00100

00101

00110

00111

01000

01001

01010

01011

01100

01101

01110

01111

10000

10001

10010

10011

10100

10101

10110

10111

11000

11001

11010

11011

11100

11101

11110

11111

ensión de vecindades en el diagrama de de Bruijn con la regla 110

En la Tabla 4.3 se necesita que las vecindades parciales bajo Ia operación traslape "©' formen una vecindad

de tamaño par. después se aplica la regla 110 de la Tabla 4.1 sin tomar en cuenta la propiedad a la frontera.

ésto produce una vecindad de tamaño 2r + 1 en la generación 1, se aplica nuevamente la regla de volución

en esta vecindad y se obtiene el estado al que va a evolucionar la vecindad de tamaño cinco.

Por ejemplo la secuencia 0110 traslapa con la secuencia 1101 para formar la vecindad 01101. al aplicar la

regla 110 se tiene que 01101 genera la secuencia 111 que es una vecindad mas pequeña, si se vuelve aplicar

la regla de evolución a la secuencia 111 se tiene el estado 0, entonces la vecindad 01101 evoluciona a 0 en

dos generaciones.

Las fracciones de vecindad compuestas por 4 células derivan 16 vértices para el diagrama de de Bruijn de

este orden y 32 aristas que son las vecindades, después se calcula la célula de evolución que le corresponde

a cada vecindad de ese tamaño. Este método es el que se emplea para generar diagramas de de Bruijn

extendidos, que van a determinar como se puede construir una estructura que la regla 110 produsca en

particular.



55

Mcintosh hace notar que el problema de la regla 110 es un problema de cubrir el espacio con triángulos,

aunque Cook no aplica este enfoque ya que su análisis lo presenta con configuraciones muy grandes, con la

unión de varias configuraciones c, de diferentes tamaños en diferentes ciclos de longitud variada: si uno desea

hacer a mano tales procesos es una labor muy difícil de finalizar.

Figura 4.4: Ether en la regla 110

En la Figura 4.4 se determina el fondo no periódico con configuraciones de tamaño seis, por ejemplo el

vértice 5 (000101) traslapa con el vértice 11 (001011) formando la vecindad 11 (0001011). que evoluciona al

estado 1 aplicándole la regla 110 como se describe en la Tabla 4.3. nótese que hay A2,3,+1 = 128 vecindades

de tamaño seis. El corrimiento de los estados de estas estructuras es de un desplazamiento de dos células a

la derecha en tres generaciones.

La manera en que se van a identificar las estructuras
es siguiendo las secuencias de los estados que tienen

las aristas, porque las aristas van a estar representadas por un color, este color es el estado al que evoluciona

una vecindad dada, entonces se forma una secuencia de estados simplemente tomando el estado que tiene

cada arista hasta cerrar un ciclo y ver que la secuencia resultante produce una estructura en particular.

En la Tabla 4.4 se toma la secuencia de estados 1000101 que produce el ciclo de la izquierda en la

Figura 4.4, esta secuencia de estados debe producir el ether si se llena la configuración inicial con esta

secuencia de estados, entonces en el espacio de evoluciones se tendrá puro ether. Por otra parte el diagrama

de de Bruijn indica que esta secuencia
o cualquier permutación de ella, debe desplazarse 3 células a la derecha

en 2 generaciones.

En la Tabla 4.4 la configuración 1000101 muestra como todas sus células se mueven al mismo tiempo

tres posiciones a la derecha en dos generaciones marcadas con t. la configuración 1001111 también sufre
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Configuración ether

generación binario

0 1000101 t

1 1001111

2 1011000 t

3 1111001

4 0001011 t

5 0011111

6 0110001 t
7 1110011

8 0010110 t

9 0111110

10 1100010 t

11 1100111

12 0101100 t
13 1111100

14 1000101 t

15 1001111

Tabla 4.4: Secuencia 1000101 que produce puro ether

este cambio de desplazar todas sus células tres posiciones a la derecha en dos generaciones. Finalmente

permutaciones de la cadena 1000101 puede reproducir la estructura ether.

4.2.1 Ghders en la regla 110

Cook muestra ocho tipos de glidt rs y un glider gun. estos resultados fueron descritos en [14] pero dado algunos

problemas legales, no sean reportado con detalle como se obtuvieron estos resultados. La característica

importante en esta regla de evolución es que puede llegar hacer computación. Cook ha analizado a fondo

esta regla y menciona que dicha regla puede realizar computación universal.

La finalidad de estudiar esta regla de evolución no es determinar si la regla 110 puede o no puede hacer

computación universal, mas bien establecer sus relaciones con Life aunque se sabe que Life puede realizar

computación como se demostró en [10].

El uso de los diagramas de de Bruijn extendidos no han sido reportados para la reproducción de ghders

o cualquier otras estructuras que existan en el espacio de evoluciones de la regla 110. Cook presentó varias

configuraciones para que fueran analizadas por otros investigadores en el grupo de discución LifeCA. la

condición inicial: 00010011011111{15922-14}110{396-402}l{342-346}{653-1108}{343-996}1 establecida por

Cook es difícil de analizar. Por ejemplo la parte 110{396— 402} indica que la configuración 110 debe repetirse

en la configuración inicial 396 veces, a su vez la configuración resultante debe copiarse 402 veces, ésta es la

configuración inicial a estudiar.

Se puede apreciar que es un trabajo muy laborioso y que requiere una buena cantidad de tiempo para su

estudio. Empleando los diagramas de de Brujin se reproducen algunos de los ghders mostrados y clasificados

por Cook en [14]. los diagramas de de Bruijn extendidos que se muestran a continuación omitien todos los

detalles mostrados en la Sección 4.2.
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Glider A

En la Figura 4.5 se puede ver que una estructura de este tipo puede ser calculada con el diagrama de

de Bruijn en 3 generaciones y con un desplazamiento de 4 células a la izquierda, tomando la secuencia de

uno de los ciclos sabemos que el ghder A puede ser reproducido por la secuencia de estados 000111, si se

toma el ciclo definido por las vecindades parciales 28 —> 56 —> 113 —> 227 —> 199 —► 142 -> 28, las células de

evolución que representarán sus vecindades definen la secuencia 000111.

Nótese que cada uno de estos ciclos de longitud seis definen un ghder A, aunque las secuencias sean

diferentes, por ejemplo tenemos que las secuencias de estados 1 1 1 1 10 y 001 101 también definen la construcción

de ghders A en el espacio de evoluciones.

Figura 4.5: Ghder A

Es importante resaltar el hecho que la construcción de un ghder sigue una permutación de estados con

respecto a una secuencia dada, aquí se puede ver un problema menor muy interesante en los diagramas de

de Bruijn extendidos.

Tratar de establecer una clasificación de acuerdo al tipo de secuencias que pueden generar un ghder en par

ticular, dado que existen varias combinaciones
de estados que pueden producir una estructura en particular y

sabiendo que hay varias configuraciones que producen una estructura dada, ver cual sería la diferencia entre

utilizar una u otra configuración para obtener un resultado en el espacio de evoluciones con otras estructuras.
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Glider B

El glider B de la Figura 4.6 se desplaza de manera inversa al ghder A y se pueden reproducir varios de

ellos con el diagrama de de Bruijn en 5 generaciones con un desplazamiento de 10 células a la derecha.

El ciclo que se genera en este diagrama de de Bruijn es extenso, lo que implica un proceso mas grande

que realizar para obtener dicho diagrama, tal ciclo se ilustra con la etiqueta de "ghders B" en la Figura 4.6.

La Figura 4.7 ilustra varios ghders B.

1
Figura 4.7: Ghders B



En la Figura 4.8 se ilustran algunos ghders dados a conocer por Cook en [14],

Figura 4.8: Algunos ghders de la regla 110

Los gliders de la Figura 4.8 tienen un
tamaño fijo y un periodo de desplazamiento a través del tiempo, por

eso son estructuras periódicas con desplazamientos. Nótese que las estructuras son de diferentes tamaños.

algunas son grandes como el ghder gun que está constituido de 20 células con un desplazamiento en 77

generaciones, ésto implicaría que el diagrama de de Bruijn asociado al ghder gun debe ser enorme.

Otra característica muy impórtate son los choques que se pueden producir con estos ghders y originar

comportamientos complejos, este hecho provocó que se llegara a la conjetura de que la regla 110 puede

realizar computación universal siguiendo la lógica que se empleó con la regla de Life, analizando sus choques
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entre ghders como lo demostró Conway en [10] donde Life puede hacer computación universal con estos

choques. Life y la regla 110 tienen la característica de que si se quiere llegar a reproducir por ejemplo un

contador binario a través del espacio de evoluciones, no es común obtenerlo con configuraciones aleatorias.

es decir, hay que construirlo con cuidado en la configuración inicial para contruir dicho contador binario. En

[34] se muestra la construcción de un contador binario con la regla 110 emplando tres ghders, el ghder En se

incrementará en uno E„+x si choca con un ghder B y se decrementará en uno £n-i si choca con un ghder A.

Algunos ghders mas grandes son difíciles de obtener con los diagramas de de Bruijn. los diagramas aunque

pueden ser calculados implican una labor de ordenamiento con paciencia, como se muestra en la Figura 4.9.

Figura 4.9: Diagrama de de Bruijn extendido en 10 generaciones

En la Figura 4.9 se muestra el diagrama de de Bruijn en 10 generaciones con un desplazamiento de 10

células a la izquierda, se selecciono el nodo 211150 del diagrama de de Bruijn y se puede ver que en el espacio

de evoluciones se generan varios ghders con el ether. Aunque también puede llenarse el fondo con un solo

ghder y meter una línea
de puro ether, es decir, el ether sería como un glider y el ghder como el ether.
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4.3 Aplicando la teoría del campo promedio

4.3.1 Analizando la regla 110

El polinomio del campo promedio para la regla 110 queda como:

p,+i =2p1q2 + 3p2q1. (4.3.1)

La regla 110 definida en la Tabla 4.1, se puede ver que existen dos vecindades con dos células en el estado

0 y una célula con el estado 1, por lo tanto v = 1 y n
—

v = 2. Existen tres vecindades con dos células en el

estado 1 y una célula con el estado 0, por lo tanto v = 2 y n — v = 1.

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.10: Curva de probabilidad de la regla 110

En la Figura 4.10 se muestra la curva de probabilidad de la regla 110. observando que la curva tiene una

alta probabilidad de generar l's en su espacio de evoluciones. Nótese la existencia de un punto fijo estable en

aproximadamente 0.61. ésto indica que se tendrán comportamientos de estados que mantienen una misma

densidad en las siguientes generaciones, es decir, si se tiene un fondo periódico de puro ether y un ghder

evolucionando a través de ese fondo periódico, la cantidad de 0's y l's es la misma conforme el ghder se vaya

desplazando.

Es importante notar que la curva de probabilidad de la regla 110 tiene su punto máximo en aproximada

mente 0.56. lo que implica que la probabilidad de que exista el estado 1 es mas alta que la probabilidad de

que exista el estado 0. Por otra parte veamos que en los extremos de la curva sobre el eje q. la curva muestra

un levantamiento muy rápido y es porque la cantidad de l's que se generan en un paso es muy rápido, por

ejemplo si en nuestra configuración inicial c, únicamente ponemos una célula con el estado 1 y todas las



demás células en el estado 0, veremos que cuando evolucionemos esa configuración tendremos que en cada

generación crece en un factor doble, de acuerdo a cada generación c¡ será al doble en c¡+1 y c,-+i será el doble

en c,+2 y así sucesivamente, hasta que el triángulo que se está formando encuentre el límite de la longitud

del anillo y se equilibre la existencia de los estados. Además este fenómeno es idéntico cuando una célula en

la configuración inicial tiene el estado 0 y todas las demás células tienen el estado 1, por eso es que la curva

de probabilidad tiene esos crecimientos en ambos extremos.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura 4.11: Curva de probabilidad de la regla 110 segunda, t ] . ,1!
'

< I

'

En la Figura 4.11 se muestran las curvas de probabilidad de la regla 110 en la segunda, tercera, cuarta y

quinta generación. Se puede ver que la probabilidad de tener l's en cada generación se sigue manteniendo

alta y ésto se puede explicar desde la regla de evolución, donde se tienen 5 vecindades que se transforman

al estado 1 y 3 vecindades que se transforman al estado 0. El punto fijo estable deja de existir ya que la

derivada en el punto de intersección vale 0, además se mantiene en cada generación ampliando cada vez mas
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el rango de probabilidad en obtener l's en la siguiente generación en el eje x. Finalmente se puede ver que

sigue una distribución uniforme en su curva de probabilidad, también mantiene el punto fijo inalterable en

cada generación al igual que Life, pero su diferencia está en el rango de la probabilidad que tienen los estados

en particular del estado 1. ésto se debe por el ether que existe en la regla 110 y que no existe en Life, pero

se puede ver que la regla 110 tiene algunas características probabilísticas similares a Life. Sin lugar a duda

a pesar de tener algunas similitudes con Life, la regla 110 puede ser visto como un modelo original.

4.4 Comentarios finales

La regla 110 de ser comprobado plenamente su funcionamiento, se puede llegar a decir que es un modelo mas

sencillo que puede reproducir comportamientos como los que realizan los modelos de Conway y von Neumann,

un autómata celular que trabaja en una dimensión, únicamente con dos estados y con una vecindad de tres

células, además de la utilidad que se demostró al emplear diagramas de de Bruijn para reproducir parte

de estas estructuras, recomendamos las siguientes referencias que tratan sobre la Sección 4.1 y la Sección

4.2 [14], [34], [35], [45], [46] y [58]. El estudio analítico también resulto útil ya que permite establecer una

relación probabilística con la regla Life a pesar de su diferencia notable, de que Life no evoluciona en un

fondo periódico como lo hace la regla 110. sin embargo no es un factor que impida que la regla 110 pueda

simular a Life, recomendamos las siguientes referencias que tratan sobre la Sección 4.1 y la Sección 4.2 [22],

[23], [46], [45] y [46].



Capítulo 5

Conclusiones

En este capítulo se dan las conclusiones finales de la investigación realizada en esta tesis. En la Sección 5.1

se describe la relevancia de los resultados obtenidos así como las limitaciones que tiene este análisis. En

la Sección 5.2 se describen algunos resultados experimentales interesantes que se obtuvieron a través del

proceso de investigación en autómatas celulares de dos y una dimensión. En la Sección 5.3 se discuten los

trabajos futuros en base a los resultados obtenidos, para esquematizar de alguna manera las rutas posibles

a seguir en busca de una buena formalización teórica de los comportamientos de Life en general.

5.1 Resultados obtenidos

El autómata celular "The game of Life" es un modelo que se caracteriza por su sencillez, sin embargo a pesar

de ser un modelo muy sencillo ha demostrado tener una complejidad impresionante. La teoría del campo

promedio permite establecer características probabilísticas de la regla de evolución a nivel global y es aquí

donde se tiene la primera limitante de este estudio, porque no describe el comportamiento a nivel local, que

es precisamente donde se encuentra toda la complejidad de la regla.

La regla de evolución Life a pesar de ser una regla semitotalística merece mas estudio en cada una de las

vecindades: como se menciono el comportamiento a nivel global se tiene en el conjunto de configuraciones

finitas Cf(ü) y la teoría del campo promedio permite determinar como se comportarán los estados del

conjunto de estados por medio de su densidad a través del tiempo. La densidad que muestran cada uno de

los estados permite deducir el comportamiento de los estados de una manera global y general, es decir, se

sabe que son condiciones necesarias pero no suficientes para poder obtener evoluciones de ese tipo a nivel

global, sin embargo estas condiciones hay que formalizarlas de manera mas rigurosa a nivel local en los

conjuntos de configuraciones finitas CF(E) e infinitas C(S).

El análisis con la teoría del campo promedio es sencillo y fácil de interpretar, por esta razón se han

planteado cuestiones como la de establecer una clasificación de los autómatas celulares a través de esta teoría.

es decir, de una manera analítica y no fenotípica. Aunque establecer una clasificación en los autómatas celu

lares está aún lejos de darse, es importante tratar de acercar sus características probabilísticas y estadísticas,

para poder seguir buscando herramientas
mas útiles que ayuden a explicar mejor estos fenómenos.

Es claro que el entendimiento de Life no es sencillo y el estudio en tres dimensiones implica crecer el

problema de manera exponencial,
sin embargo se aprovecha el trabajo realizado por Bays y aplicando la teoría

del campo promedio se puede ver que las reglas de evolución tienen diferencias probabilísticas que ayudan

64
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a identificar mejor a cada regla de evolución y no solo confiar en los hechos fenotípicos. La importancia de

estudiar estos comportamientos en tres dimensiones es por el simple hecho de que el mundo real está en tres

dimensiones, pero es claro que su formalización es mas complicada.

El análisis realizado con la teoría del campo promedio se realiza de manera iterativa, es decir, se estudia la

densidad de los estados de generación en generación, sin embargo este análisis puede ser mas refinado haciendo

el análisis de manera compuesta: de manera compuesta no se obtiene la densidad por generaciones si no por

configuraciones, ésto nos llevaría a deducir mas rápido el comportamiento global de los estados. Gutowitz

utiliza la teoría de estructura local en autómatas celulares de una dimensión que proporciona resultados mas

exactos, sin embargo aplicar la teoría de estructura local en mas dimensiones es mas complicado.

Por otra parte la aparición de la regla 110 vino a dar un giro importante en los comportamientos que

tiene y que además son similares a Life, la importancia radica en que es un modelo mas sencillo que Life,

lo que permite emplear herramientas que se utilizan en una dimensión y de esta manera entender mejor sus

comportamientos para obtener una mejor explicación de ellos. Como se explico en el Capítulo 4 los diagramas

de de Bruijn determinan de manera precisa y directa la reproducción de algunos ghders que produce la

regla 110 y en general de las estructuras que puede producir la regla, de aquí surje el planteamiento de

extender estos diagramas de de Bruijn a dos dimensiones y ver si se pueden reproducir las estructuras de

Life con secuencias de estados a través de una gráfica. Posteriormente ésto permitiría explicar estructuras

tan complejas como el glider gun y justificar los resultados aplicando teoría de matrices y teoría de gráficas.

Finalmente se puede decir que el estudio de la teoría del campo promedio en autómatas celulares similares

a Life, ha dado resultados importantes en cuanto a características probabilísticas y que además permitió ver

de manera mas clara parte de la complejidad de Life. La teoría del campo promedio es fácil de interpretar

y aunque tiene limitaciones es útil como una aproximación mas clara y directa en la densidad que siguen

los estados del autómata al límite en el espacio de evoluciones de manera global, ya que la teoría del

campo promedio puede ser aplicada en autómatas celulares que manejen mas estados, mas vecinos y mas

dimensiones.

5.2 Resultados experimentales

En el proceso de investigación se hallaron reglas de evolución con comportamientos interesantes, aunque

algunos de estos resultados no se relacionan con Life propiamente. Una regla que presenta comportamientos

interesantes es la regla semitotalística i?(2,4,3, 3) que evoluciona con la vecindad de Moore, desde cualquier

configuración aleatoria el espacio de evoluciones muestra la construcción de laberintos, estos laberintos se

forman de manera natural y se van definiendo poco a poco, la construcción definitiva se alcanza en promedio

entre 100 y 200 generaciones.

La construcción de estos laberintos es a través de estructuras fijas, aunque en algunas regiones se identifi

can estructuras periódicas muy parecidas a los bhnkers, una evolución de este tipo se ilustra en la Figura 5.1.

se empleó una cadena de 7 células en forma de renglón y el comportamiento final se alcanzo en 277 genera

ciones con una población de 2864 células vivas.



Figura 5.1: Regla semitotalística i?(2,4. 3.3) empleando vecindad de Moore

Otro tipo de evolución interesante es aquella que va construyendo un fondo fijo poco a poco, aunque

se debe mencionar que esta regla no puede ser reproducida si se forma un toro con las células superiores e

inferiores, se fijan los límites superiores e inferiores. La regla de evolución se obtuvo usando las 512 vecindades

que tiene la vecindad de Moore como se ilustra en la Figura 5.2.

Figura 5.2: Comportamientos complejos empleando vecindad de Moore completa

Recordemos que la cantidad de reglas de evolución que se pueden derivar con las 512 vecindades son 2512

que es una cantidad grandísima. Por lo que el estudio en este tipo de reglas es muy amplio y se necesitaría

demasiado tiempo para poder analizar cada una de estas reglas de evolución.



En referente a la regla 110 se lograron obtene

dos dimensiones y una dimensión. Por ejemplo

regla 3CFC3CFC, se tienen evoluciones idénticas

su regla de evolución en la Figura 5.3.

.- proyecciones muy simples de esta regla en autómatas de

on el autómata celular de una dimensión de orden (2,2)

t los de la regla 110, para poder explicar este hecho veamos

Figura 5.3: Autómata celular (2.2) regla 3CFC3CFC

La explicación consiste en que de las cinco células que conforman cada vecindad en esta regla, únicamente

se toman las tres células centrales y aquellas que coincidan con las de la regla 110 evolucionarán de igual

manera, por esta razón es que se obtinen evoluciones idénticas. Empleando este enfoque con autómatas

celulares en dos dimensiones que utilizan la vecindad de von Neumann, se puede hacer lo mismo proyectando

únicamente las células horizontales o verticales que sean igual que las vecindades de la regla 110 y definiendo

una evolución del tipo de la regla 110 como configuración inicial, con esto veremos como planos de con

figuraciones en dos dimensiones se corren de abajo a arriba o de izquierda a derecha en cada generación

manteniendo estructuras del tipo de la regla 110.

Es importante ver que la regla 110 puede tener proyecciones en dos dimensiones donde exista un fondo

periódico y llenando el espacio con triángulos, por otra parte encontrar proyecciones en tres dimensiones

tratando de encontrar estructuras como tetraedros desplazándose en el espacio tridimensional que simulen

comportamientos de la regla 110.

Figura 5.4: Regla semitotalística /?(2.2. 2.4) empleando vecindad de von Neumann

Analizando autómatas celulares en dos dimensiones se encontró la regla semitotalística i?(2.2.2.4) que

emplea la vecindad de von Neumann y evoluciona en dos dimensiones, esta regla de evolución tiene la

característica de evolucionar a través de un fondo periódico como la regla 110 y poder coexistir con estructuras

periódicas como bhnkers. cubriendo todo el espacio de evoluciones como se ilustra en la Figura 5.4. Estos

comportamientos pueden obtenerse con configuraciones iniciales aleatorias con densidades promedio.
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5.3 Trabajos futuros

El estudio de los autómatas celulares con comportamientos similares a Life resulta difícil de generalizar, sin

embargo con el estudio probabilístico a través de la teoría del campo promedio se puede ver con mas claridad

la siguiente etapa de estos estudios.

1. Realizar un análisis con la teoría del campo promedio de manera compuesta para reafirmar los resul

tados obtenidos en esta tesis.

2. Realizar un programa que pueda calcular raíces de polinomios con coeficientes muy altos y obtener

resultados exactos de los polinomios del campo promedio.

3. Extender el estudio de los diagramas de de Bruijn en autómatas celulares de dos dimensiones para

poder reproducir ghders o still hfes de manera precisa.

4. Determinar reglas de evolución en dos y tres dimensiones que realmente reproduscan problemas como

es el tratar de llenar el espacio de evoluciones con triángulos y obtener comportamientos como la regla

110.

5. Realizar un programa completo para modelar autómatas celulares en tres dimensiones adecuadamente.



Apéndice A

Programas gráficos desarrollados en

"Objetive-C"

En este apéndice se muestran los 5 programas desarrollados para esta tesis de entorno gráfico en autómatas

celulares de una y dos dimensiones, estos programas están codificados con el lenguaje orientado a objetos

Objetwe-C. implementados inicialmente en el sistema operativo OpenStep y transportados a Mac OS X

"Acua", Mac OS X Server "Rhapsody" y Windows NT. haciendo notar la potencialidad de transportabilidad

en cada una de las plataformas mencionadas.

Estos programas son: ACOSXL21 autómata celular en una dimensión de orden k = 2 y r — 1,

ACOSXSTY autómata celular en dos dimensiones que trabaja con la vecindad de von Neumann y reglas de

evolución semitotalísticas donde ü = {0. 1}. ACOSXSTM autómata celular en dos dimensiones que trabaja

con la vecindad de Moore y reglas de evolución semitotalísticas donde S = {0, 1}. ACOSXY autómata celular

en dos dimensiones que trabaja con la vecindad de von Neumann y reglas de evolución completas donde

E = {0, 1} y ACOSXM autómata celular en dos dimensiones que trabaja con la vecindad de Moore y reglas

de evolución completa donde ü = {0. 1}.

El software que se usó y que es aplicable en cualquiera de las cuatros plataformas mencionadas es el

WebObjects 4.0. 1 Developer, en este apéndice solo se describe la construcción del programa ACOSXM con

el sistema OpenStep en la Sección A.6. ya que los otros programas siguen un esquema similar. Finalmente

se muestran pantallas de ejecución de cada una de las aplicaciones en cada una de las plataformas.

Los programas codificados en Windows NT tienen detalles que deben tomarse en cuenta, estos detalles

no consisten precisamente de la aplicación en si. El sistema operativo MS-Dos no tiene un buen manejo

de procesos y tampoco un buen manejo de la memoria RAM. esto implica que las aplicaciones como el

ACOSXY y el ACOSXM consuman muchos recursos de la máquina, en realidad los programas pueden correr

en Windows 95/98/2000 pero estos sistemas operativos son menos estables que el Windows NT. para correr

adecuadamente se recomiendan 128MB de memoria RAM. pentium II a 233 Mhz y Windows NT como

mínimo.
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A.l ACOSXL21

Autómata celular en una dimensión de orden k — 2 y r = 1. se puede variar el tamaño de las células,

establecer configuraciones aleatorias de diferentes densidades, continuar la evolución si se desea y limpiar el

espacio de evoluciones.

Figura A.l: ACOSXL21 para Mac OS X

En la Figura A.l se muestra la aplicación
ACOSXL21 en la plataforma Mac OS X y puede

máquinas G3. G4 y G4 Cube de Macintosh.



A.2 ACOSXSTV

Autómata celular en dos dimensiones que trabaja con la vecindad de von Neumann y emplea reglas semi

totalísticas, se puede variar la regla de evolución en enteros de 1 a 4, establecer configuraciones aleatorias

de diferentes densidades, introducir con el ratón células dentro del espacio de evoluciones, evolucionar paso

a paso, evolucionar de manera continua y detenerla en el momento que se desee pulsando el mismo botón,

limpiar el espacio de evoluciones y se puede introducir una evolución del tipo de la regla 110.

En la Figura A.2 se muestra la aplicación ACOSXL21 e

máquinas G3. G4 y G4 Cube de Macintosh.

la plataforma Mac OS X y puede correr en las
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A.3 ACOSXSTM

Autómata celular en dos dimensiones que trabaja con la vecindad de Moore y emplea reglas semitotalísticas.

se puede variar la regla de evolución en enteros de 1 a 8, establecer configuraciones aleatorias de diferentes

densidades, introducir con el ratón células dentro del espacio de evoluciones, evolucionar paso a paso y

evolucionar de manera continua, detenerla en el momento que se desee pulsando el mismo botón y limpiar

el espacio de evoluciones.

Figura A.3: ACOSXSTM para Windows NT

En la Figura A.3 se muestra la aplicación ACOSXSTM en la plataforma Windows NT y puede correr en

las máquinas con Windows NT Workstation y Windows NT Server.
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A.4 ACOSXV

Autómata celular en dos dimensiones que trabaja con la vecindad de von Neumann completa, es decir, se

pueden manejar las 32 vecindades que se derivan de esta vecindad, la regla de evolución cambia su estado

únicamente dando un clik a los botones, se pueden introducir reglas aleatorias, limpiar el arreglo de los

botones, establecer configuraciones aleatorias de diferentes densidades, introducir con el ratón células dentro

del espacio de evoluciones, evolucionar de manera continua y detenerla en el momento que se desee pulsando

el mismo botón, evolucionar paso a paso, introducir una evolución del tipo de la regla 110 y limpiar el espacio

de evoluciones.

Figura A.4: ACOSXY para OpenStep

En la Figura A.4 se muestra la aplicación ACOSXY en la plataforma OpenStep y puede correr en las

máquinas Pc's con el sistema operativo OpenStep. Next Station y Next Cube de Next Computer.
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A.5 ACOSXM

Autómata celular en dos dimensiones que trabaja con la vecindad de Moore completa, es decir, se pueden

manejar las 512 vecindades que se derivan de esta vecindad, la regla de evolución cambia su estado únicamente

dando un clik a los botones y se muestra la vecindad que es activada, se pueden introducir reglas aleatorias,

limpiar el arreglo de los botones, establecer configuraciones aleatorias de diferentes densidades, introducir

con el ratón células dentro del espacio de evoluciones, evolucionar de manera continua y detenerla en el

momento que se desee pulsando el mismo botón, evolucionar paso a paso, introducir una evolución del tipo

de la regla 110 y limpiar el espacio de evoluciones.

Figura A.5: ACOSXM para Mac OS X Server

En la Figura A.5 se muestra la aplicación ACOSXM en la plataforma Mac OS X Server y puede correr

las máquinas G3. G4 y G4 Cube de Macintosh.



A.6 Construcción del programa ACOSXM

Para poder desarrollar una aplicación con WebObjects se emplean dos herramientas importantes, la primera

de ellas es el Project Builder Figura A.6 que permite manejar todos los recursos que usaremos a través de la

construcción del proyecto.
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OPENSTEP 4.2 Reléase Notes:

Project Builder

Figura A.6: Project Builder

La segunda herramienta importante es el Interface Builder Figura A. 7 que permite

gráfica de una manera muy sencilla.
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Primero abriremos el Project Builder

en la Figura A.8.

Figura A. 7: Interface Builder

proyecto nuevo de tipo aplicación como se ilustra
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Figura A.8: Proyecto de tipo aplicación

El Project Builder creará un folder con el nombre que se le dio a la aplicación que contendrá todos los

archivos necesarios que necesatará el proyecto, en el primer browser de izquierda a derecha nos muestra la

clasificación de recursos que podemos usar, para empezar a construir la interface gráfica daremos un click

en Interfaces y doble click en el archivo life2dm.nib, esto provocará que se abra automáticamente el Interface

Builder como se muestra en la Figura A.9.

A.9: Interface Builder inicial



Emplearemos dos ventanas de tipo NSWindow y arrastraremos los objetos de las paletas del Interface

Builder que necesitemos hacia nuestras ventanas, para obtener dos ventanas como el de la Figura A. 10 y sus

atributos serán definidos a través del Inspector, que se encuentra en Tools —¥ Inspector.

Figura A. 10: Ventanas Panel principal y Espacio de evoluciones en dos dimensiones

La ventana de Panel principal tendrá 512 botones de tipo NSButton que cambiarán de la etiqueta 0 a 1 y

viceversa, esta matriz de botones se hace seleccionando un botón con la etiqueta 0 y con la tecla Alt le damos

un clik a la esquina inferior derecha y sin soltar el ratón lo arrastrarnos hasta crear una matriz de 16 x 32

botones, después emplearemos 6 botones que controlarán las acciones de dibujar una configuración aleatoria

(Configuración aleatoria), evolucionar paso a paso (Evolución paso a paso), evolucionar de manera continua

(Evolución), limpiar el espacio de evoluciones (Limpiar vista), poner reglas aleatorias (Regla aleatoria), limpiar

los botones de la regla (Limpiar regla) y finalmente dibujar una configuración como la regla 110 en el espacio

de evoluciones (Regla 110). El botón con la etiqueta Evolución deberá tener una etiqueta alterna que se

llamará Parar evolución y sera de tipo Toggle con el Inspector. Un objeto view para dibujar la vecindad que

representará cada botón, un campo de texto (Células vivas) que contará el número de células vivas en cada

generación, un campo de texto (Generaciones) de tipo NSTextField que contará el número de generaciones

que se vayan produciendo, dos campos de texto (x, y) que nos indicará la posición cuando una célula sea

introducida o borrada en el espacio de evoluciones y un campo de texto (Densidad) que nos indicará la

densidad de células en el espacio de evoluciones en una configuración aleatoria, a su vez este campo de texto

será manipulado por un objeto de tipo NSSlider. Después creamos cuatro tipos de subclases en la carpeta

Classes de nuestra ventana life2dm.nib, una subclase de tipo NSObject llamada control, dos subclases de

tipo NSYiew llamadas vecindad y hfe2dM y otra subclase de tipo NSMatrix llamada matriz.

Una vez creadas las clases se crearán sus archivos de código situándonos en el menú Classes —► Créate

Files.... creará los archivos control.h, vecindad.h, matriz. h y life2dm.h en la carpeta Headers del Project

Builder. también se crearán los archivos control.m, vecindad.m, matriz.m y life2dm.m en la carpeta Classes

del Project Builder. En los archivos Headers se definirán los objetos y las acciones a las que respoderán los

objetos que están en la interface gráfica. La subclase matriz será conectada a la matriz de botones, vecindad

al view que se encuentra
en el Panel principal. hfe2dm será conectada al view que representará el espacio de

evoluciones y la subclase control controlará la comunicación con todas las demás subclases como se ilustra

en la Figura A. 11



Figura A. 11: Conexión de objetos

La subclase control será instanciada en Classes —> Instantiate. los botones mandarán mensajes a la in

stancia control y estos mandarán mensajes a la subclase que pueda responder. Los objetos tienen asignados

métodos a los cuales pueden responder, las clases pueden tener varios métodos que responderán a un mensaje

dado, la conexión entre objetos y métodos se hará una vez que se haya realizado la programación correspon

diente en cada una de las clases. Finalmente para construir la aplicación en el Project Builder iremos a Tools

-> ProjectBuild —> Build &¿ Run y se creará el archivo life2dm.app que es el archivo ejecutable de la aplicación.

en los sistemas Acua. Rhapsody y OpenStep. en el caso de Windows NT el archivo se llama life2dm.exe. La

transportación únicamente consiste en redefinir el archivo life2dm.nib en el Inspector del Project Builder que

está en Tools —> Inspector... y compilar en la nueva plataforma, aunque en Windows NT se debe reconstruir

en life2dm-windows.nib de lo contrario fallará la construcción del archivo life2dm.exe. en el sistema Acua

es recomendable revisar si la Interface no ha sido alterada ya que Mac OS X cuenta con mas objetos y la

jerarquía de clases es mas extensa, además a diferencia de las otras plataformas Acua ya no emplea funciones

PostScript para dibujar, mas bien objetos que responden a métodos de dibujo. Acontinuación mostraremos

la codificación de cada una de las clases.
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