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Resumen

Este trabajo trata con el problema de representar objetos de dimensién n en
un subconjunto de R2, luego de hacer un estudio del estado del arte sobre
este tema, se encontré que los algoritmos existentes para tal propdsito eran
inadecuados, al menos desde la perspectiva del Enfoque Légico-Combinatorio
al Reconocimiento de Patrones.

Como resultado de este estudio surge una nueva clasificacién de los algo-
ritmos previos, ademads la necesidad de formular una definicion de represen-
tacién mds general, a la que hemos llamado isoanaldgica.

Se desarrolla con detalle un algoritmo que satisface tal definicién, y que,
a pesar de ser mds general que los algoritmos previos, necesita minimizar
sélo la mitad de las variables con respecto a otros algoritmos. No obstante el
algoritmo fue desarrollado bajo la mirada del Enfoque Légico-Combinatorio
al Reconocimiento de Patrones, se puede aplicar a resultados obtenidos por
otros enfoques.

Finalmente se da una implantacién computacional del algoritmo y se
presentan experimentos.
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Introduccién

En términos muy generales, cuando se modelan matemdticamente fenémenos
del mundo real, la informacién que se tiene de los objetos en estudio se
codifica en un n—uplo, ademds el experto en dichos fenémenos tiene una
nocién de la relacion que éstos guardan entre si, o al menos de c6mo obtener
dicha relacién. Dependiendo de la aplicacion la relacién puede ser: distancia,
cercania, semejanza, parecido, analogia, similaridad, lejania, disimilaridad,
entre otras.

Asi, este trabajo enfrenta el problema de representar objetos n dimensio-
nales en 2 dimensiones. La idea es contar con un método que nos permita
“visualizar”en un plano la relacién que guardan los objetos en la dimensién
n. De tal manera que entre mayor sea la disimilaridad de dos objetos, mayor
debe ser la distancia de los puntos que los representan en el plano.

Note que el problema surge desde dos perspectivas igualmente legitimas.
Por un lado el experto quiere tener una imagen del modelo que se ha cons-
truido, para constatar que se “corresponde”(al menos intuitivamente) con
lo que él sabe del fenémeno en consideracién. Desde el lado del modelador,
dicha imagen le permite observar la “estructura”que guardan los objetos mo-
delados, para poder decidir qué método(s) de anilisis de informacion utilizar.
Por ejemplo, la imagen puede revelar: el nimero de agrupamientos que con-
forman los objetos modelados; que tan disimilares son los objetos de cada
agrupamiento o que tan disimilares son los agrupamientos.

En la préctica profesional de muchas ciencias aplicadas, como por ejemplo
las Geociencias, la visualizacién de los datos ha cobrado una importancia
capital.

Entre otras cosas motivada por el incremento sustancial de los volimenes
de datos que se generan en casi todas las ramas del conocimiento, fruto de
los procesos de automatizacién que se realizan en todo el mundo en todas las
ramas del saber.
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Entre los efectos practicos de esta visualizacién se puede subrayar la po-
sibilidad que le brinda al usuario de confirmar o reajustar su propio modelo
de la realidad, tomar decisiones que complementan las sugeridas por algin
algoritmo, etc. El problema de la representacién en el plano de objetos n-
dimensionales es uno de esos problemas de visualizacion.

Varios métodos se han propuesto para resolver este problema [Sam69],
[CL73], [OF73], [L*77], [NW79], [W*81], [KM83], [Gow84], [S*88b], [S*88a],
[TM90], pero al menos desde el enfoque Ligico-Combinatorio al Reconoci-
miento de Patrones (ELCRP) [RS*95], que tiene como principales carac-
terfsticas que los objetos se pueden codificar por medio de variables tanto
cuantitativas como cualitativas e incluso se puede trabajar con codificacio-
nes incompletas de los objetos en estudio. Estos métodos poseen una serie
de inconvenientes que evitan hacer un uso generalizado de ellos.

Unos exigen que los objetos se codifiquen como vectores en R", lo cudl
puede ser 1til en aplicaciones de Ciencias Exactas e Ingenieria, pero insufi-
ciente en Ciencias Sociales o de la Salud, donde frecuentemente se trabaja
ademds con variables de tipo cualitativo, por ejemplo.

Otros obtienen diferentes representaciones para el mismo modelo, el pro-
blema con estos métodos es que en lugar de ser una ayuda en el proceso de
modelacién, pueden ser causales de errores y confusién. Por ejemplo, una re-
presentacién pudiera mostrar que un modelo contiene tres agrupamientos y
otra representacién mostrar que el mismo modelo tiene cuatro agrupamien-
tos; o que, bajo una representacién k objetos pertenecen a cierto agrupa-
miento y con otra representacién esos mismos k objetos pertenecen a otro(s)
agrupamiento(s). Ademés generarian el problema de saber cudl es la mejor
representacion.

Lo anterior motivé a proponer una definicién de las caracteristicas que
desde el ELCRP debe cumplir un método de representacién para poder hacer
un uso generalizado del mismo. En concreto, se define formalmente lo que
entendemos por Representacién Isoanaldgica, por supuesto que el método
que aqui se propone satisface esta definicién.

El resto del documento tiene la siguiente estructura: el primer capitulo
presenta como ha evolucionado el concepto de representacién desde 1936
hasta nuestros dias, también contiene conceptos propios del ELCRP que
permitirdn clasificar los métodos de representacién previos a este trabajo,
ahi mismo se dard un panorama de ellos y un bosquejo de los métodos de
minimizacién no lineal sin restricciones.

En el segundo se define el concepto de Representacién Isoanaldgica, tam-



INTRODUCCION 17

bién contiene el desarrollo de nuestro método.

Se da en el tercer capitulo la implantacién computacional de nuestro
algoritmo. Se concluye con los alcances y limitaciones del método construido
y se proponen nuevas tareas a resolver.
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Capitulo 1

Métodos Previos

En este capitulo se describe cémo han conceptualizado el problema de la
representacién de objetos n dimensionales los autores de algunos métodos
analizados, y el lugar que ocupa la representacién en el reconocimiento de
patrones.

Asimismo se propone una nueva clasificacién de los métodos de repre-
sentacion que se han desarrollado con anterioridad, bajo la perspectiva del
ELCRP [RS*95] y de la aplicabilidad que ellos tienen.

Es pertinente también explorar las distintas técnicas de minimizacién no
lineal sin restricciones, para elegir la mas adecuada y con ella implantar
nuestra propuesta de representacion.

1.1 Historia del Concepto de Representacién

Para Siedlecki et. al. [ST88b] una operacidn de mapeo es aquella que trans-
forma un conjunto de vectores reales de dimension d sobre un plano, y al re-
sultado de dicha operacién se le llama mapeo. Anotan también que es comin
usar el término mapeo tanto para la operacién como para su resultado.

1.1.1 Fisher

En [S*88b] se afirma que la primera técnica de mapeo usada ampliamente
se basa en el algoritmo para la clasificacién lineal de datos propuesto por
R. A. Fisher en 1936, ahora conocido como discriminante de Fisher. Este
método toma m vectores de dimensién n y los transforma en m vectores de

19
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dimensién dos.

Fisher trabajaba con especialistas en taxonomia, uno de sus objetivos era
clasificar flores llamadas Iris, baséndose en tres especies (Iris Versicolor, Iris
Virginica e Iris Setosa) conformé 150 vectores de dimensién 4 (como muestra
para la clasificacién), 50 vectores por cada especie distinta. Su propésito
era resolver problemas de reconocimiento de patrones supervisado. Fisher
no tenfa en mente el problema de la representacién de objetos. Ya que en
esos afios no habia computadoras, mucho menos dispositivos y técnicas de
computadora para visualizar informacién.

Note que el afio en que se publica el articulo de Fisher es el mismo en
que Alan M. Turing publica “On computable numbers, with an aplication
to the Entscheidungsproblem”, lugar donde se expone uno de los modelos
matematicos de lo que ahora conocemos como computadora.

Recordemos que es hasta mediados de los cuarenta cuando se construyen
las primeras computadoras (basadas en bulbos) bajo la direccién de Howard
Aiken en Harvard, John von Neumann en el Instituto de Estudios Avanzados
de Princeton, J. Presper Eckert y William Mauchley en la Universidad de
Pensilvania, sin olvidar a Konrad Zuse! en Alemania [Tan93].

1.1.2 Sammon

Tres décadas después gracias al desarrollo de la electrénica, de algoritmos
y programas de computadora para graficar en dos y tres dimensiones, se
plantea el problema de la representacién de objetos como una herramienta
“visual”, por ello Sammon plantea en [Sam69).

“El problema de andlisis de datos multivariados es detectar e
identificar la “estrucutura”que estd presente en una lista de m
vectores de dimensién n.

Donde la palabra estructura se refiere a la relacién geométrica
entre subconjuntos de vectores (datos) en el espacio n. Algunos
ejemplos de estructuras son agrupamientos (clusters en inglés) hi-
peresféricos y hiperelipsoidales, también ciertas relaciones lineales
y no lineales entre los vectores de algiin subconjunto.

1En su honor es que una de las distribuciones més robustas de Linux lleva el nombre
de SuSE.
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...el algoritmo se basa en mapear los m vectores de dimensién n
a un espacio de dimensién menor, tal que la estructura inherente
de los datos sea mantenida aproximadamente bajo el mapeo.

El interés primordial estd en mapeos a espacios de dos y tres
dimensiones, ya que la configuracién de datos resultante puede
ser facilmente evaluada por observadores humanos.”

Sammon también hace referencia a que el primero en usar en lugar de
distancia el concepto mas relajado de similaridad (disimilaridad) es Shepard,
cuando en 1962 publica su articulo “The lysis of prozimities: ltidi
mensional scaling with an unknown distance function”.

Shepard modelaba experimentos psicolégicos, en los que es frecuente te-
ner solamente una medida de similaridad (disimilaridad) entre cada par de
objetos, y no un conjunto con m vectores de dimensién n.

Note que en general Sammon habla de mapear los vectores en la dimensién
n a vectores en un espacio de menor dimensién, por lo que se puede identificar
su propuesta con el problema general en reconocimiento de patrones conocido
como reduccidn de variables (feature reduction en inglés).

No obstante, Sammon utilizé su algoritmo para producir mapeos en dos
y tres dimensiones, con el afdn de encontrar visualmente los agrupamiento:
que estaban inherentes en los datos, es decir, lo utilizé como un algoritmo
para el reconocimiento de patrones no supervisado.

Es pertinente aclarar de una vez, que hemos preferido usar el término
més general de representacion (el cual definiremos en la seccién (2.1)), con
tal de no violar la nocién de mapeo dada en [S*88b] (M : R" — R?), la cual
es muy restrictiva por exigir como entrada vectores de dimensién n y por
ofrecer como resultado vectores en el plano.

1.1.3 Chang & Lee

A partir de Chang & Lee [CL73] se empieza a reconocer la importancia de la
repesentacién como una técnica poderosa para agrupar objetos, basandose en
la habilidad humana de interpretar imagenes en una, dos o tres dimensiones,
en concreto ellos opinan que:

“Generalmente estamos de acuerdo en que los seres humanos no
tienen dificultad en agrupar datos representados en una, dos o
tres dimensiones, usando solamente la percepcién visual.
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No obstante, para datos en una dimensién mayor a tres, ya que
los datos no se pueden ver, dicha habilidad perceptiva deja de
existir.

Para remediar esta limitacién podemos tratar de reducir la di-
mensién de los datos y mapearlos a un espacio de una, dos o tres
dimensiones.”

Asi estos autores ven la representacién como un método con el cual se
pueden resolver problemas de reconocimiento de patrones no supervisado,
donde la decisién de cudntos grupos existen en la muestra y cudles objetos
pertenecen a cada grupo, es tomada por un observador humano.

1.1.4 Lee, Slagle & Blum

Conforme va pasando el tiempo se gana experiencia y se quieren resolver
aplicaciones donde los objetos no se pueden modelar via variables reales, por
ejemplo Lee, Slagle & Blum [L*77] tienen la siguiente posicién.

“Considere el siguiente problema. Damos un conjunto de datos
y queremos saber la relacién geométrica que guardan los puntos
que representan a los datos.

Si los datos son de dimensién dos y numéricos, podemos encontrar
dichas relaciones simplemente desplegandolos.

En otro caso, es deseable contar con alguna técnica de mapeo que
preserve la relacién entre los datos.

Una técnica de despliegue muy famosa es la de andlisis de las
componentes principales, que si bien, es excelente en muchos as-
pectos, tiene los siguientes inconvenientes:

—

. Involucra encontrar los vectores propios de la matriz de co-
varianza de los datos. Si la dimensionalidad de los datos es
grande, resulta muy dificil encontrar dichos vectores propios.

2. La técnica solamente trabaja con datos numéricos.

Recientemente una técnica llamada mapeo no lineal ha sido usa-
da para desplegar datos?. El método se basa en el escalado mu-

2Ge refieren a los algoritmos en [Sam69] y [CL73].
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tidimensional de los datos, la matriz de distancias es la tnica
informacién necesaria para trabajar con esta técnica.

La técnica del mapeo no lineal trata de preservar todas las distan-
cias. Esto puede ser muy ambicioso ya que usualmente termina
en el caso donde ninguna distancia se preserva exactamente.

Si el propésito del analisis de datos es detectar la existencia o no
existencia de grupos (clusters), el mapeo lineal es adecuado.

Por otro lado, si estamos interesados en conocer la estructura
detallada de los datos es usualmente inadecuado.

Correspondientemente, introduciremos una técnica de mapeo de
datos que también se basa en el concepto de distancia.

No obstante esta técnica es distinta del mapeo no lineal en los
siguientes sentidos:

1. No intenta preservar todas las distancias, en lugar de eso
solamente se preserva exactamente un subconjunto de ellas.

2. Permite al usuario hacer diferentes mapeos de los mismos
datos, cada mapeo enfatizando un punto de vista particu-
lar.”

Si bien es cierto que es imposible que el mapeo preserve exactamente todas
las distancias, también es cierto que puede ser muy engafnoso un método que
dé diferentes representaciones para los mismos datos.

El hecho de distintas representaciones o puntos de vista nos encara a
un problema de subjetividad, note que para fines practicos seria imposible
explorar todas las posibilidades, asi que no hay forma de saber cual es la
mejor representacion, ni siquiera si la mejor representacién esta dentro de las
que se hayan obtenido.

1.1.5 Niemann & Weiss

Es en Niemann & Weiss [NW79] donde se enuncia de una forma muy clara
la relevancia que tiene el problema de la representacion dentro del reconoci-
miento de patrones, veamos lo que ellos enfatizan.
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“Un enfoque para analizar la estructura de una muestra de pa-
trones (objetos o puntos representando datos) es mapear los pa-
trones desde un espacio de variables de dimension alta hacia el
plano. Después de esto, los patrones pueden ser representados
por puntos en el plano y su estructura se verd directamente.

Por supuesto se requiere que el mapeo preserve la estructura de
los patrones tan bien como sea posible, aunque se debe tolerar
cierta cantidad de distorsién de la estructura, ya que en general
no es posible mapear datos de dimensién alta hacia el plano, sin
que haya distorsién.

Aquellas regiones del plano donde la densidad de los puntos sea
alta revelardn agrupamientos, dichas regiones indicaran los pun-
tos que deben conformar a cada clase.

Si se da una muestra de patrones que pertenecen a un nimero
desconocido de clases, es posible obtener el nimero de clases a
partir del conjunto de puntos en el plano.

También es posible identificar exactamente que puntos pertenecen
a una clase y convertir un proceso de aprendizaje no supervisado
en supervisado.”

Cabe sefialar que también proponen una metodologia a seguir para apro-
vechar al maximo una representacién, que si bien ahora esté claro son ellos
los primeros que lo escriben tan explicitamente.

1.1.6 Wismath, Soong & Akl

Una nueva aplicacién para los métodos de representacion surge en [W+81],
los autores proponen usar a éstos para hacer reduccién de variables, veamos
cémo plantean el problema.

“En la fase de disefio de un clasificador para propésitos de reco-
nocimiento de patrones, se cuenta con un conjunto de patrones
Py, Py, ..., P, donde cada uno de éstos pertenece a una de varias
clases C1,Cy, ..., C.

Cada patrén P; se representa por un vector de tamafo N cuyos
componentes p;j, j = 1,2,..., N, son medidas tomadas al objeto
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del mundo real al cual describe el patrén. Incluso se puede asumir
que se conoce a qué clase pertenece cada patrén.

Usualmente no se sabe a priori qué medidas serdn mas ttiles pa-
ra discriminar entre las distintas clases. Lo que inevitablemente
conduce a que se tomen un gran nimero de medidas, consecuen-
temente surgen serios problemas de almacenamiento y tiempo en
el proceso de clasificacién.

Por lo tanto es deseable seleccionar un subconjunto de medidas
de tamano n del conjunto més grande de tamano N, donde n
es mucho mas pequeiio que N. Las medidas seleccionadas son
llamadas variables y la operacion es llamada seleccidn de variables
o reduccidn de la dimensionalidad.

La idea bésica para nuestra seleccién de variables involucra el uso
de gréficas de computadora y la habilidad humana en reconoci-
miento de patrones para elegir interactivamente un nimero de
variables, no necesariamente determinadas de antemano.”

Su propuesta implica hacer primero una representacién bidimensional de
los objetos en base a las N mediciones originales, después ir seleccionando
subconjuntos de mediciones, sobre la base de éstos hacer nuevas representa-
ciones, si se “preservan”las clases con respecto a la representacién original,
entonces ese subconjunto de mediciones tiene el mismo poder de discrimina-
cién que el conjunto original.

Esto a todas luces es un proceso de prueba y error, pero como muchos
autores mencionan, se tiene una gran confianza en la habilidad humana para
interpretar imagenes en una, dos o tres dimensiones.

1.1.7 Kakusho & Mizoguchi

Kakusho & Mizoguchi [KM83] observan que los métodos de representacién
pueden ser usados también como verificadores o evaluadores del desempeno
de algoritmos de reduccién de variables y de agrupamiento, como el siguiente
plantemiento lo muestra.

“Al tratar con problemas del mundo real en reconocimiento de
patrones, frecuentemente necesitamos extraer mucha informacién
de un nimero de datos con propiedades estadisticas desconocidas.
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En estos casos frecuentemente se usan métodos de anélisis no
paramétricos, tales como andlisis de clusters y andlisis de minima
dimensi6n.

Encontrar la dimensionalidad intrinseca de un conjunto de datos
es uno de los objetos més importantes en el problema de extrac-
cién de variables y clasificacion de patrones, con el propésito de
conocer el nimero minimo de variables necesarias para represen-
tar a los datos y la posibilidad de representarlos en dos o tres
dimensiones.

Verificar el resultado del agrupamiento también es importante en
analisis de clusters. El mapeo de datos en dos y tres dimensiones
es uno de los métodos de verificacién maés confiables. Cuando tal
mapeo de datos de dimensionalidad alta se hace exitosamente,
podemos verificar facilmente al propio algoritmo de agrupamien-
to.”

Es conveniente ser muy cuidadoso, encontrar la dimensionalidad intrinseca
de un conjunto de datos, significa no solamente conocer el nimero minimo de
variables necesarias para representar a los datos, también significa que con
dichas variables podremos seguir distinguiendo la clase a la que pertenece
cada objeto.

Representar los datos en dos o tres dimensiones significa “ver”con cierto
grado de distorsién la relacién de disimilaridad que tienen los datos, de nin-
guna manera significa que hemos reducido su dimensionalidad a dos o tres
dimensiones.

Visto de otra forma, podemos tener el mismo conjunto de datos y dis-
tintas nociones de disimilaridad entre ellos, por lo que tendremos distintas
representaciones para el mismo conjunto de datos.

No obstante, es rescatable de estos autores ver a los métodos de repre-
sentacion como poderosas herramientas de evaluacién de algoritmos para
clasificacién y agrupamiento.

1.1.8 Siedlecki, Siedlecka & Sklansky

En [S*88b] encontramos una resefa de distintos métodos de representacién y
en [S*88a) los mismos autores muestran una serie de experimentos con dichos
métodos, este trabajo exhaustivo los llevé a plantear lo siguiente.
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“Existen dos aplicaciones principales para los mapeos en reco-
nocimiento de patrones: agrupamiento y disefio interactivo de
clasificadores.

Hay varias ventajas de hacer agrupamiento con la ayuda de ma-
peos bidimensionales.

Primero, el observador humano es capaz de identificar y extraer
con la ayuda de herramientas gréficas patrones que son indetec-
tables por los buscadores de agrupamientos cldsicos.

La segunda ventaja es la mayor facilidad que se tiene al com-
parar agrupamientos mediante métodos de mapeo que mediante
métodos clasicos (dendrogramas).

Una tercera ventaja es que el mapeo bidimensional frecuentemen-
te le da al usuario humano una experiencia de mayor profundidad
y mayor confianza en los resultados que cuando se usan técnicas
clasicas de agrupamiento.

Entre las desventajas estd la tendencia a sesgar el resultado a
causa de las proyecciones especificas a cada mapeo. No obstante,
esto se puede evitar examinando los datos con diferentes métodos,
los cuales tienen diferencias inherentes significativas y por tanto
se obtendran distintos mapeos bidimensionales.

El diseno interactivo de clasificadores automaticos de patrones
es la segunda aplicacién principal de los métodos de mapeo. Las
ventajas y desventajas de su uso son equivalentes al caso de agru-
pamiento, pero agregando aqui consideraciones acerca de cémo
estimar el error que tendra el clasificador.

Desgraciadamente el uso de estimadores en conjuncién con los
métodos de mapeo no ha sido tan bueno como en el caso de su
uso con los métodos de disefio clasicos. Pero esta situacién puede
ser compensada por la habilidad y tendencia de los diseniadores
humanos para crear hipersuperficies de separacién robustas.”

De aqui podemos resaltar que se confia mucho en la habilidad humana
para descubrir la “estructura inherente”en un conjunto de objetos y que
hace falta algun criterio para decidir cual algoritmo de representacién arroja
mejores resultados, o cual es mas adecuado para una aplicacion en especifico.
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Por ello en la seccién (2.1) propondremos un criterio que pretende salvar
esta deficiencia.
1.2 Conceptos Preliminares

Para tener un marco de referencia que permita clasificar a los métodos pre-
vios, es necesario enunciar algunos conceptos que se tienen en el ELCRP

Definicién 1.2.1 Sea U un universo de objetos, A C U una muestra de

objetos, donde |A| = m, y sean E\, E,,...,E, conjuntos cualesquiera no
necesariamente disjuntos, entonces a By X E; X --- x E, se le llama
E to de Repr tacion Inicial (ERI) de los objetos. Asi, cada

objeto del universo se describe por medio de un n—uplo O € ERI.

Note que no se ha puesto restriccién alguna sobre los conjuntos E;, i =
1,...,n, por lo que estos pueden ser del tipo que mejor refleje la naturaleza
de las variables con las que se estan describiendo los objetos en estudio.

Los objetos en un problema de RP estan relacionados por medio de una
funcién de disimilaridad?, la cual puede ser desde una funcién analitica hasta
un algoritmo muy complejo, éste puede incluso contener una buena cantidad
de heuristicas®.

Definicién 1.2.2 Sea A un conjunto totalmente ordenado. Definimos la
funcion de disimilaridad como disim : ERI x ERI — A, que ademds
cumple con las propiedades siguientes, para i,j = 1,...,m:

1. disim(0;, 0;) = mingea{z}
2. disim(0;, 0;) = disim(0;, 0;)

Definir la similaridad es muy fécil ya que es un concepto dual, por lo que
tenemos la siguiente definicién.

3D di de una aplicacién en ifi

“En problemas reales interesantes, éste es casi siempre el caso.
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Definicién 1.2.3 Sea A un conjunto totalmente ordenado. Definimos la
funcién de similaridad como sim : ERIx ERI — A, que ademds cumple
con las propiedades siguientes, parai,j = 1,...,m:

1. sim(0;, 0;) = mazzea{z}

2. sim(0;, 0;5) = sim(0;, 0;)

La definicién del ERI es lo suficientemente general, como para permitir
describir objetos, mediante aquellos conjuntos de valores que mejor reflejen
la naturaleza de los objetos de un universo dado.

Debemos enfatizar que nuestra definicién de disimilaridad (similaridad)
es una manera muy general de relacionar objetos en problemas de reconoci-
miento de patrones, note que si los objetos se representan por vectores en R
la funcién de disimilaridad podria corresponder a la distancia euclidea.

La definicién de funcién de disimilaridad no exige que ésta cumpla con la
desigualdad triangular, dicho de otra manera que sea una norma, ya que es
frecuente que este fenémeno ocurra en aplicaciones reales.

Si bien es deseable eliminar la condicién de simetria, como se requiere,
por ejemplo en [SS95], nosotros no lo abordaremos en este trabajo.

Enfatizando, las definiciones (1.2.1) y (1.2.2), nos permiten modelar un es-
pectro bastante amplio de aplicaciones, ademds de ser los principales criterios
para poder clasificar los métodos de representacién previamente existentes,
cosa que se hard en la seccién (1.3),

Por otro lado, en la bibliografia aparecen dos propuestas de clasificacién
de algunos métodos de representacién, brevemente, en [KM83], se propone
la siguiente:

e Algoritmos Globales

— Métricos

— No Meétricos
e Algoritmos Locales

— Métricos

— No Métricos
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los algoritmos globales representardn con mayor precisién a objetos con disi-
milaridad mayor, contrariamente, los algoritmos locales prefieren representar
con mayor precisién a objetos con menor disimilaridad, dejando en segundo
término a los de mayor disimilaridad.

Por algoritmos métricos se entiende a aquellos que asumen que la funcién
de disimilaridad cumple con las propiedades de una norma, es decir, que el
ERI es un espacio normado, los no métricos no piden tal restriccién.

En esta clasificacién se afirma que no hay algoritmos que representen
la disimilaridad entre objetos independientemente de la magnitud de ésta.
Como veremos en la seccién (1.3), es una afirmacién falsa. Ademas no refleja
las caracteristicas que debe cumplir el ERI para poder aplicar alguno de los
algoritmos.

Por otro lado en [ST88b] se presenta la siguiente clasificacién:

o Algoritmos Analiticos
e Algoritmos No Analiticos

por algoritmos analiticos los autores entienden aquellos que encuentran una
representacién para todo objeto en el ERI, aunque no esté en la muestra;
los algoritmos no analiticos son aquellos que sélo representan a los m objetos
en la muestra, por lo que si la muestra cambia se tiene que recalcular la
representacién.

Esta es una clasificacién demasiado general como para poder tomar algu-
na decisién sobre qué algoritmo usar, no dice propiedad alguna de la represen-
tacién obtenida, ni qué propiedades debe cumplir la funcién de disimilaridad.

Concluyendo, ambas clasificaciones se construyen tomando en cuenta las
propiedades matematicas que los algoritmos poseen, no en su aplicabilidad,
por esto presentaremos nuestra propia clasificacién en la siguiente seccién.

1.3 Clasificaciéon de los Métodos Previos

Ahora propondremos nuestra propia clasificacién de los métodos de repre-
sentacién previamente existentes, hay tres clases; restrictivos, aquellos que
toman como ERI a R"; generales, los que cumplen con las definiciones (1.2.1)
y (1.2.2); por ultimo los de alto riesgo, métodos que obtienen diferentes re-
presentaciones para la misma muestra, efecto debido a pardmetros extra que
requieren para su funcionamiento.
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1.3.1 Meétodos Restrictivos

Estos métodos son aquellos que asumen de entrada que el ERI es el propio
R", por lo cual su aplicacién estd restringida a problemas que cumplan con
esta condicién tan restrictiva. Por lo que solamente se muestra el plantea-
miento general de su funcionamiento.

Hacen una transformacién lineal de ®" en R2. Para representar a un
objeto z € R™ por un punto y € R? se hace la multiplicacién matricial

y = Az + b, donde
T
- Tl
4= (%)

y 71,72 € R", son los vectores que se obtienen al optimizar un criterio
especifico (dependiente de cada algoritmo), los detalles los puede ver en
[S*88b).

1.3.2 Métodos Generales

Dentro de éstos tenemos dos algoritmos, segiin [KM83] el de Kruskal que es
no métrico y el de Sammon que si lo es.

El de Kruskal (citado en [KM83]) sélo pide como entrada la disimilaridad
entre cada par de objetos y asume que ésta es simétrica, por lo que sélo se
requieren m(m — 1)/2 valores, de los m? posibles. La propuesta de Kruskal
es minimizar el siguiente funcional de 2m variables:

m

Z (du_Euf/ z d% (1.1

i<ji=1,j=2 i<j,i=1,j=2

donde d;; es la disimilaridad entre los objetos i—ésimo y j—ésimo en el ERI,
E,_,, es la distancia euclidea entre el punto i—ésimo y j—ésimo en R?. Kruskal
usé el método de descenso por gradiente para hallar el minimo.

El algoritmo de Sammon [Sam69), usa la idea de minimizar un funcional
muy parecido al de Kruskal, siguiendo la misma notacién que para (1.1) seria:

- 2
1 Z (du - d'l) (1.2)

m
Y= i i
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si bien Sammon en su articulo original pedia que cada d;; correspondiera a
la norma euclidea en R", su algoritmo se puede usar con cualquier funcién
de disimilaridad que cumpla con la definicién (1.2.2), él usé el método de
descenso més rapido para encontrar el minimo.

Estos dos algoritmos fueron “inspiracién”para el desarrollo posterior de
algunas alternativas para aproximarse al minimo. EIl problema en ambos
casos es tener que minimizar un funcional de 2m variables y guardar m(m —
1)/2 valores para la disimilaridad entre objetos, cosa que para esos afios
(Kruskal en 1964 y Sammon en 1969) era mucho pedir®.

1.3.3 Métodos de Alto Riesgo

Los métodos que corresponden a esta seccién tienen el problema de nece-
sitar, ademds de la disimilaridad entre los objetos, pardmetros extras que
conllevaran a producir distintas representaciones, cosa que creemos, es po-
co recomendable dado que la realidad es unica. Los clasificamos como de
alto riesgo, porque basarse en ellos para tomar alguna decisién puede dar
resultados muy sesgados.

El primero es el método de relajacién heuristica [CL73], trabaja con el
funcional (1.2), requiere un parametro extra k < m, la idea es que sélo se
minimiza (1.2) para los objetos en {1,...,k}, los puntos encontrados se fijan
en lo que los autores llaman un marco, los restantes m — k objetos son repre-
sentados con respecto a dicho marco, pero no con respecto a los objetos en
{k+1,...,m}. Asi, conforme demos distintos valores de k tendremos distin-
tas representaciones, también es sensible a cudles k objetos se seleccionen.

El método de triangulacién [L*77] se apoya en el hecho de que si tenemos
tres objetos cualesquiera en el ERI, digamos O;, O; y O, sus tres disimilari-
dades se pueden preservar exactamente en 2, situando a los puntos P; y Py
€ R? a una distancia igual a su disimilaridad, para calcular la ubicacién de
Py, se intersectan dos circulos, uno con centro en P; y radio disim(O;, Ox),
el otro con centro en P; y radio disim(0O;, O).

Posteriormente los restantes m —3 objetos son representados con respecto
a P,y P;, preservando exactamente un total de 3+2(m —3) = 2m — 3 disimi-
laridades de las posibles m(m—1)/2. Entonces dependiendo de cuales 2m—3

5Sammon incluso sefiala que una limitacién de su algoritmo era que podia representar
a lo més 250 objetos, si bien empezaba a buscar algoritmos de paginacién para manejar
memoria virtual.
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puntos se elijan para preservar exactamente su disimilaridad, se tendran dis-
tintas representaciones. Otro problema de entrada con este método es que
asume que la disimilaridad entre objetos cumple con la desigualdad triangu-
lar, de lo contrario no habria interseccién posible entre dichos circulos.

En [NW79] se presenta una generalizacién a (1.2), se propone minimizar
el funcional:

! Z df; (du - ;11)2 (1-3)

m +2
Yisimtg= @ i

Note la introduccién del pardmetro p, en [S*88b] se afirma que cuando
p < 0 el algoritmo representard con mayor precisién objetos con menor di-
similaridad® (local), con p > 0 a objetos con mayor disimilaridad (global),
con p = 0 no tendréd preferencias’ (neutral), es decir, no importa qué tan
grande o pequefia sea la disimilaridad entre los objetos, el algoritmo la repre-
sentard con la misma exactitud. Nuevamente dependiendo de p obtendremos
diversas representaciones.

Finalmente en [KM83] se presenta una alternativa para el funcional en
(1.1), los autores en lugar de preservar las disimilaridades de todos los obje-
tos con respecto a los demas, utilizan la idea de los k—vecinos mas cercanos,
de la siguiente manera, si el objeto i tiene k—vecinos mas cercanos en el
FERI, su respectivo punto en la representacién debera tener los correspon-
dientes k—vecinos maés cercanos, el mismo argumento se aplica para todos
los k—vecinos mas cercanos. Nuevamente dependiendo de k se obtendrin
distintas representaciones.

De esta manera hemos establecido una clasificacion de los métodos de re-
presentacion, tomando en cuenta su aplicabilidad y no sus propiedades de re-
presentacion (local/global) o cualidades matematicas (analiticos/no analiticos)

6De esta manera es erréneo que en [KM83] se tome al algoritmo de Sammon como
global, note que (1.2) es igual a (1.3) cuando p = —1.
7También hay que sefialar que en este caso la raiz cuadrada de (1.3) es igual a (1.1).
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1.4 Minimizacién No Lineal Sin Restriccio-
nes

Este espacio estd dedicado a los métodos para encontrar el minimo de una
funcién f(x) : R* — R[BT92]. Asuma que f tiene al menos derivadas de
segundo orden continuas y que esté acotada inferiormente. Asi, el problema
de
i 1.4
min f(x) (1.4)

tiene una solucién x* para la cual Vf(x*) =0y V2f(x*) > 0.
Se dice que un método para calcular x™ es de descenso, si dado un punto
inicial x, genera una secuencia de la forma:

Xet1 = Xk + apdy (1.5)

donde dy es una direccién de descenso en x, es decir, V f(x;)Td < 0.

Dependiendo de cuénta informacién se tenga sobre f y/o el nimero de
variables que se desean minimizar, se calcula la direccién de descenso di,
dando lugar a diferentes métodos de minimizacién. También es importante
la eleccién del tamafio de paso oy en (1.5), lo que se desea es que estando
en x; y descendiendo en la direccién d se obtenga el mayor decrecimiento
posible para f, lo cual se logra haciendo:

o) = min f(xx + adg) (1.6)
a>0

1o que se conoce como busqueda lineal.

En las siguientes secciones se enunciaran los distintos métodos de mini-
mizacién que como ya se dijo dependen de la forma de obtener di. Como
el aspecto de la minimizacién es el medio y no el fin de esta investigacion,
no se presenta cémo se obtienen los diferentes métodos, si quiere mas deta-
lles de cémo se desarrollan éstos, puede consultar [B¥92] y [NL87], son dos
excelentes resenas de los métodos que a continuacién se enuncian. Si quiere
detalles més profundos (tanto de teorfa como de implantacién) y ejemplos,
debe consultar [F1e87] y/o [DB83].

1.4.1 Gradiente Conjugado

Esta familia de métodos se basa en que las direcciones de descenso sean con-
jugadas. En general, sea G una matriz simétrica, definida positiva, entonces
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los vectores u # 0, v # 0 y u # v son conjugados con respecto a G si
u’Gv =0.
Sea
gk = g(xk) = Vf(xx),
entonces el vector de descenso di4; para el método de gradiente conjugado
es
diy1 = —grs1 + Brdi
donde si 8 se calcula como

T 2
Bk+18k+1 _ Bi41
fy — BeriBen _ Ben 7
glee gt
se dice que es el algoritmo Fletcher-Reeves. Pero si se calcula como
T
8k+1(8k+1 — Bk
b = BnlEr -8 (18)
8k 8k

corresponde al algoritmo de Polak-Ribiere. Cuando f es cuadratica (1.7) y
(1.8) son iguales, sin embargo, es preferible (1.8) cuando f es no cuadrética.

La ventaja de esta familia de métodos es que no requieren del Hessiano
de f, almacenarlo tiene un costo en memoria de n(n — 1)/2 valores, cantidad
que es prohibitiva cuando n es muy “grande”, peor aun en nuestro caso,
ya que la matriz de disimilaridades requiere de igual cantidad de espacio en
memoria. La desventaja es que no convergera tan rapido como los métodos
de las siguientes subsecciones.

1.4.2 Quasi-Newton

Si el nimero de variables a minimizar no es “muy grande”y no cuenta con la
forma analitica del Hessiano, puede usar la familia de métodos quasi-newton,
su principal caracteristica es que obtienen aproximaciones al Hessiano, éstas
son actualizadas en cada iteracion.

En esta familia di; se calcula resolviendo:

Bisidis1 = —8rs1

donde By, es una aproximacién al Hessiano de f y se actualiza, por ejemplo,
de acuerdo a la férmula BFGS
1 1 .
———BysisTBi + ——yiyT
&Sk L yzsk *

By =B — 7B
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donde sg = Xp41 — Xk = akdk ¥ Yk = 8k+1 — 8-

Estos métodos también se pueden construir actualizando la inversa de la
aproximacién al Hessiano, es decir, si Hy es una aproximacion a la inversa
del Hessiano, entonces

dit1 = —He418k+1,

Hy,, se actualiza de acuerdo a la férmula BFGS

Hk}'ksz + (1+ THkYk) 5}:5:

T &  —
Sk Yk SkYk /) SkYk

Hiyy = Hy —

1.4.3 Newton

Si se tiene el Hessiano de f en forma analitica y no es “muy grande”el niimero
de variables a minimizar, dy;; se obtiene de la siguiente manera:

-1
diyr = _G[;+1gk+l

donde se asume que la inversa del Hessiano analitico G;i‘ existe. Es decir,
el método involucra la solucién al sistema de ecuaciones

Girdess = —8k+1-

El método tiene convergencia cuadritica, pero no siempre se tiene la
segunda derivada en forma analitica. Conceptualmente es el mas simple de
las tres familias que se han mencionado.

Ya que se espera que el nimero de objetos a representar sea “muy gran-
de”y que el funcional a minimizar en (2.12) es no cuadratico, se opté por
utilizar el método de minimizacién de gradiente conjugado, calculando S
como en (1.8). Este método ya se encuentra codificado en varios lenguajes,
en particular en ANSI C en la referencia [Sof92].



Capitulo 2

Propuesta

Una vez analizados los métodos previos a este trabajo, se dard una definicién
de lo que creemos se debe esperar de los algoritmos de representacién, poste-
riormente enfocaremos el problema desde dicha perspectiva y concluiremos
con nuestro algoritmo de representacién isoanalégica.

2.1 Representacién Isoanalégica

La clasificacién de los métodos de representacién en base a su utilidad y
adecuaciéon metodolégica, permite proponer la siguiente

Definicién 2.1.1 Sean:
e ERI = E, x Ey x ... x E, el espacio de representacion inicial,
e ERF = E| x E} x ... x E] el espacio de representacidn final,
e A, A’ conjuntos totalmente ordenados,

e disimggr; : ERI x ERI — A la funcidn de disimilaridad en el ERI que
cumple:

1. disimgri(0;, 0;) = minzea{z},
2. disimgri(0;,0;) = disimgri(0;,0i),

o disimprr : ERF x ERF — A’ la funcion de disimilaridad en el ERF
que cumple:

37
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1. disimgrr (0., 0}) = mingea{z},
2. disimprr(0}, 0}) = disimggrr (05, 05),
e a: A — A, una funcién parcial de analogia de A en A', que satisface:

1. a(mingea{z}) = mingear{z},

2. Vz,y € A siz <ay entonces a(z) <a a(y).
em:AXxB— Aym: Ax B — B proyecciones tales que si (z,y) €
A x B entonces:
m(z,y) = z,m2(2,y) = y-

4

que una repr tacion R C ERI x ERF es isoanaldgica cuando
cumple:

1. |R| < o0,

2. Vri,7; ER, si
disimpgr(m1(ri), m(r5)) =7 € A

entonces
disimprr(ma(r:), m2(r;)) < a(z) € A,

3. 8i3ry,r; € R,i # j, tal que

mi(re) = m(r;)
entonces

disimpgp(ma(ri), ma(rx)) = disimprp(ma(r;), ma(r%)), V7 € R,

4. R sdlo debe depender de disimppg;, disimggrr y de a.
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Que R C ERIXERF yno R: ERI — ERF, es debido a que se busca un
algoritmo que asocie objetos en la dimensién n con objetos en la dimensién
[, pero posiblemente el algoritmo en distintas ejecuciones asocie un objeto
en el ERI con distintos objetos en el ERF, para evitar que el nimero de
asociaciones posibles sea infinito se establece la condicién (1) de la definicién
(2.1.1), esta condicién la violan los métodos que hemos clasificado como
generales.

El sentido de la condicién (2) de la definicién (2.1.1) es el de garantizar
que la disimilaridad de los objetos en el ERI sea preservada en medida de
lo posible por los objetos en el ERF, via la disimilaridad en el ERF y de
acuerdo a la analogia dada entre A y A’.

La condicién (3) de la definicién (2.1.1) propone que si acaso los objetos
en el ERI son asociados a més de un objeto en el ERF, los objetos asociados
deben de mantener la misma disimilaridad en el ERF con respecto a todos los
demads objetos asociados, dicho de otra manera que las distintas asociaciones
deben ser rigidas. Esta condicién junto con la condicién (1), nos garantizan
que es suficiente ejecutar un algoritmo de representacién isoanaldgica una
sola vez, ya que cualquier otra posible asociacién entre objetos, obtenida por
tal algoritmo, mantendra las mismas disimilaridades en el ERF.

Como queremos que la representacién muestre por medio de objetos en
el ERF la estructura que tienen los objetos en el ERI, en base a la disimi-
laridad que en ese espacio guardan y a la analogia que existe entre A y A’,
la condicién (4) de la definicién (2.1.1) es necesaria.

Los métodos que clasificamos como restrictivos son los que exigen de
entrada que el FRI sea R". Los que se clasificaron como generales violan la
condicién (1) y (4) de (2.1.1), porque R no es finita y las asociaciones que
hardn dependerdn del punto inicial que se dé como minimo . Por otro lado
los métodos que hemos clasificado de alto riesgo violan las condiciones (3) y
(4) de (2.1.1), como ya se explicé a causa de requerir pardmetros extras se
producen asociaciones no rigidas.

En este lugar es conveniente decir que, el camino que se construye desde
el momento en que un especialista en cualquier rama del conocimiento le
plantea una aplicacién a un modelador de problemas de reconocimiento de
patrones, hasta que se obtiene una matriz de disimilaridades, es muy largo e
independiente del enfoque que se tenga al reconocimiento de patrones.

Para el problema de representacién isoanaldgica lo inico que se necesita
conocer de inicio son:
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1. El nimero m de objetos a representar,

2. La matriz de disimilaridades en el ERI entre cada par de objetos ya
analogizada, es decir: a(disimgr;(0;,0;));4,5 € {1,...,m}.

Serd responsabilidad del algoritmo de representacién isoanaldgica en base a
estos datos, calcular m objetos en el ERF que satisfagan la definicién (2.1.1).

2.2 Un Primer Acercamiento

Asociemos cada objeto en el ERI con un punto en ®? el cual serd nuestro
ERF, ie.,

0~ P = (’)z =1,...,m
Yi

usaremos la norma euclidea en ®? para medir la disimilaridad en el ERF

P = Pl = /(zi—2)* + (i — ;)%

A’ serd [0,b],b € R y sea disimy; = a(disimgri(0;, 0;)).
Como primer acer iento podemos pl nuestro problema como uno
de minimizacién no lineal sin restricciones de la siguiente manera:

min f(Py, P, ..., Pn) = (2.1)
n
>l B - Py |2 —disim?)?
<Ji=14=2

La semantica del funcional en (2.1) dice que debemos de situar los puntos
en el ERF a una distancia igual a su disimilaridad en el ERI, note que el
cuadrado sobre la norma es para facilitar el desarrollo analitico-numérico;
para no alterar la relacién || P, — P; || = disim;; también elevamos al
cuadrado la disimilaridad. Por otro lado, cada término del funcional se eleva
al cuadrado para que éste sea mayor o igual que cero garantizando que existe
minimo.

Ahora procederemos a encontrar el gradiente del funcional en (2.1) para
analizar sus puntos criticos.
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Proposicién 2.2.1 La primera deriwada parcial de f con respecto a cada
punto es:

af a
=43 fu(P = P)si=1,...,mi#k. (2.2)
oF; k=1
Prueba : Sea f,y=|| P, — P ||> = disim?;r, s = 1,....m; 1 # s
entonces »
L(%):"‘aff.-+'“% 3
op; Byi k=1 op, k=i+1 op;

dado que f,s = f,- tenemos la siguiente igualdad

f*‘ =2/u(2(Pe - P)(-1) =
4fii(P = P) = (2.4)

Ok —aputetrs - BY) =
Afu(P: — Pi) (2.5)

sustituyendo (2.4) y (2.5) en (2.3) obtenemos (2.2).0

Con estos elementos analiticos podemos encontrar los puntos criticos del
funcional, note que (2.2) nos genera el siguiente sistema de ecuaciones que
hay que resolver para ver cuando V f = Oym.

fia(Pr = Po)+ fis(Pr — P3)+ -
4 fim(Pr = Pn) = 0
fa(Py = P)+ fs(P2 — P3)+
At fom(Py — Pn) = 0
; (2.6)
fmt(Pn = PO)+ fm2(Pn — Po) +-+-
“+ fam1(Pmn — Pn-1) = 02

Sumando todas las ecuaciones de (2.6) y en virtud de que fr,(P, — P;) =
—fs+(Ps — P,) hayamos que

Vf:ﬁ;m;VP,‘eW;i:I,.“,m
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Es decir cualesquiera m puntos en ®?, conforman un punto critico para
el funcional (2.1), por lo que la idea expresada por dicho funcional viola las
condiciones (1) y (4) de la definicién (2.1.1)%.

Lo anterior sucede dado que tenemos cualquier lugar del plano para si-
tuar los puntos que conformaran nuestra representacién, de tal manera que
adoptamos una convencién analoga a la que en Fisica se denomina sistema
de referencia inercial.

2.3 Propuesta Mejorada

Empecemos analizando qué sucede al elegir dos puntos cualesquiera de los m
y fijarlos en alguna parte del plano, por ejemplo podemos hacer lo siguiente:

Pﬂ=<g),P.,=(d”g'"°“);

a,be{l,...,m}a#b;

es decir, un punto lo situamos en el origen y otro en el eje = a una distancia
del origen igual a la disimilaridad entre los objetos elegidos.

Asi que al sumar todas las ecuaciones de (2.6), y ya que las derivadas
parciales de f con respecto a P, y P, son cero obtenemos:

fu(Py = By)+ fia(Pr)+
fu(Pr = Py) + faa(Po)+

frms(Pm = Py) + fma(Pn) = 0
lo cual podemos escribir como:
m
> (P = B)+ fra(P) =10 @7
k=1ka kb

Notemos que (2.7) se cumple en particular cuando fy = 0 = fya;k =
1,...,m;k # a;k # b; por lo que tenemos el siguiente desarrollo:

| P = B |* —disimi, — (|| Px — P, || —disim?,) = 0=

!Lo mismo ocurre con los algoritmos de Kruskal y Sammon.




2.3. PROPUESTA MEJORADA 43

(zx — disimya)® + yp — disimd, — (2} + y? — disim?,) = 0 =

A} = 2ardisimy, + disimi, + g — disim?,— f2— gF + disim}, = 0=

—2adisimy, + disim}, — disim}, + disim}, = 0 =

_ disim2, — disim}, + disim},
=" (2:8)
2disimgy,

sustituyendo en fx, = 0 tenemos:

disim, — disim, + disim2,\?\
Yk =% (dzsimia - <_b02—disin::,—’m) ) (2.9)

El problema al que ahora nos enfrentamos es que la relacién en (2.9)
puede dar como resultado un nimero complejo. Pero podemos minimizar
(2.1) sélo con respecto a y;,i = 1,...,m,i # b,i # a, es decir, en lugar de
minimizar un funcional de 2m variables, minimizaremos solamente m — 2
variables, aprovechando la ecuacién (2.8).

Desgraciadamente no siempre funciona el esquema de fijar cualesquiera
dos puntos, desarrollemos un ejemplo simple. Supongamos que como ERI
tenemos al propio ®2, por lo tanto el funcional en (2.1) debe de comportarse
como el mapeo identidad, salvo posibles transformaciones rigidas. Asi, pode-
mos tomar los puntos que definen un trapecio, digamos que P; = (.25,.5)7,
P, = (0,007, Py = (1,0)" y P, = (.75,.5)T.

Tomando la norma euclidea entre los puntos como su disimilaridad, ob-
tenemos la matriz de disimilaridades siguiente:

0 559 9014 .5
559 0 1 .9014
9014 1 0 559

5 .9014  .559 0

(2.10)
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Figura 2.1: Representaciones obtenidas al fijar P, y Py; P,y Ps; P y Py,
para la matriz de disimilaridades (2.10).



2.3. PROPUESTA MEJORADA 45

Y L s
15 R3c0dtria e

-2-15-1-050 05 1 1.5 2

T T T T T T T
"f2-4c04t.ria” e

-2-15-1-050 051 1.5 2

P SR S R N |
15 "f3-4c04t.ria” e
1k i
05 .
0+ .« . 4
05 F * .
1k 4
-15

L

i Q-
-2-1.5-1-050 0.5 1 1.5 2

Figura 2.2: Representaciones obtenidas al fijar P, y Py; P,y Py ; Py y Py,
para la matriz de disimilaridades (2.10).
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como se muestra en las figuras (2.1), (2.2), no importa cudles puntos se
fijen, obtenemos la misma figura salvo rotaciones, traslaciones, reflexiones y
composicién de éstas.

Veamos qué sucede si distorsionamos un poco la relacién de disimilaridad
que guardan los puntos del trapecio, por ejemplo, haciendo disim;, = .22
Intuitivamente esperamos ver una figura como las obtenidas para la matriz de
disimilaridades (2.10), excepto que uno de los lados no paralelos del trapecio
debe ser mas corto, su matriz de disimilaridades seria:

0 29014 5
2 0 1 .9014
9014 0 559

. (2.11)
5 9014 559 0

En esta ocasién observamos cinco tipos de representaciones por lo que se
viola la condicién (3) de la definicién (2.1.1). En la figura (2.3) se fijaron los
puntos P, y P, efectivamente evoca un trapecio aunque no se corresponde
con lo esperado, en la figura (2.4) se han fijado a Py y P;, vemos que mejora
con respecto a lo esperado, pero el lado distorcionado es ain grande, note
que disimyy = .5y disimgy = .559 y mejora mucho la figura (2.4) a la figura
(2.3).

Al fijar P, y Py se obtiene una representacién isoanaldgica a aquella re-
sultado de fijar P, y Py, note que disim,3 = disimyy = .9014, como se ve en
las figuras (2.5) y (2.6) el lado distorcionado ya no es tan grande.

Como se puede observar en la figura (2.7), cuando se fijaa P,y P, la
representacion obtenida dista mucho de parecer un trapecio.

Finalmente al tomar los puntos con disimilaridad méxima (P, y Ps) ob-
tenemos una representacién que sin discusion es superior a las otras como se
observa en la figura (2.8), sin embargo, note el parecido con las figuras (2.5)
v (2.6), y que disimyy = 1y disimyz = disimyy = .9014.

Hemos observado con este ejemplo que entre més lejanos sean los puntos
que se fijan, las representaciones son mejores y que el algoritmo es muy sensi-
ble a ello, es decir, la representacién mejoré sustancialmente cuando se fijaron
los puntos con disimilaridad .559 a la de aquellos con disimilaridad .5. Tam-
bién que fijar a P; y P3 da como resultado una representacién isoanaldgica a

2Esta relacién entre estos puntos (objetos) es inverosimil en ®?, pero nada extrafia en
problemas reales.
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Figura 2.3: Representacién obtenida al fijar P, y Py, para la matriz de disi-

milaridades (2.11).
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Figura 2.4: Representacion obtenida al fijar P3 y Py, para la matriz de disi-

milaridades (2.11).
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Figura 2.5: Representacién obtenida al fijar Py y Ps, para la matriz de disi-

milaridades (2.11).
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Figura 2.6: Representacion obtenida al fijar P y P, para la matriz de disi-

milaridades (2.11).
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Figura 2.7: Representacion obtenida al fijar Py y P,, para la matriz de disi-
milaridades (2.11).
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Figura 2.8: Representacion obtenida al fijar P, y P3, para la matriz de disi-
milaridades (2.11).
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la producida por fijar P, y Py, dado que tienen la misma disimilaridad. Por
lo que la estrategia que elegimos es tomar siempre los objetos mas lejanos
en el ERI para fijarlos en el ERF. Con esto obtenemos una representacion
que si es isoanalgica, salvo posiblemente una reflexién, debida a los puntos
iniciales dados al algoritmo de minimizacién no lineal sin restricciones.
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Ahora podemos presentar nuestro algoritmo.

Algoritmo 2.3.1 Algoritmo para la representacidn isoanaldgica en R?* de
objetos n-dimensionales.

Entrada: Una matriz de disimilaridades entre m objetos Mdisim?, tal que
Mdisim;j = disim;;; 4,5 = 1,...,m.

Salida: P, e R%i=1,...,m.

1. Elegira,be {1,...,m};a #b, si

{z}

disimg, = max
z€Mdisim

2. Definir

Pﬂ=(g),Pb:(disém“">

3. Para k=1,...,m; k # a;k # b hacer

. ., o,
o= disim2, — disim§, + disimi,
2disimgy

4. Minimizar

Firs Yias -+ 3 Yim—a) = (2.12)
f (Il P - P II1? *dzssz])z

i<j izi1,j=iz

donde iy, s, .- ., im—2 € {1,2,...,m} = {a,b}.

S S S
3Simétrica y con ceros en la diagonal principal.
4En particular nosotros usamos el método de gradiente conjugado como aparece en
[Sof92].
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Capitulo 3

Implantacién Computacional

En este capitulo se presentan los detalles de la implantacién computacional,
se verdn las estructuras de datos utilizadas, las funciones mds importantes,
las dependencias entre las funciones, las herramientas que se utilizaron para
su puesta a punto y ejemplos de aplicacién.

3.1 Estructuras de Datos

Las estructuras de datos utilizadas son:

[

)

o~

. float *fxs arreglo de elementos de punto flotante para almacenar las

coordenadas z;,i = 1,...,m, calculadas como en (2.8).

. float *fpini arreglo de elementos de punto flotante para almacenar la

aproximacién inicial al minimo, como se especifica en (2.12). En este
mismo arreglo el algoritmo de gradiente conjugado de Polak-Riviere
regresa la aproximacién final al minimo.

. float *fys arreglo de elementos de punto flotante para almacenar las

coordenadas y;,i = 1,...,m, este arreglo contiene el resultado de la
minimizacién con las coordenadas y, = 0 y y, = 0 incluidas.

. float **flejania como se debe almacenar la matriz de disimilaridades

y ésta es simétrica y con ceros en la diagonal principal, se opté por
tener un arreglo de m — 1 apuntadores a arreglos de punto flotante,
el primero de dimensién m — 1, el segundo de dimensién m — 2,...,
el ltimo de dimensién 1. De esta manera sélo se almacena la parte

53
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triangular superior de la matriz. Otra forma seria almacenar la parte
triangular superior de la matriz en un sélo arreglo, pero conlleva tener
que evaluar un polinomio de direccionamiento cada vez que se accede
a la matriz.

. float fminimo flotante donde se almacena el valor del funcional en el

punto minimo.

. int imobjetos entero para almacenar el niimero de objetos a representar.

int P_subindice_a, P_subindice_b par de enteros para indicar a los objetos
mas disimilares en la representacién.

. int iteraciones entero donde se almacena el nimero de iteraciones que

se llevaron a cabo para encontrar el minimo.

3.2 Funciones mas Importantes

En esta seccién se especifica lo que hacen las funciones mas importantes, es-
tableciendo el nombre de cada funcién, el valor que regresan, sus pardmetros
de: entrada, salida y entrada/salida; ademds de su propésito.

1.

»

Funcién: float **get_farness_mat(int *iobjetos)

Regresa: Un arreglo de apuntadores a los renglones que estén en la
parte triangular superior de la matriz de disimilaridades.

Parametros de Entrada: Ninguno.

Parametros de Salida:
(a) int *iobjetos niimero de objetos a representar.

Parametros de Entrada/Salida: Ninguno.

Propésito: Obtiene los arreglos necesarios para la matriz de disimila-
ridades, lee dicha matriz y el nimero de objetos a representar.

Funcién: void max_farness_mat(float **fmatriz, int icuantos, int *iren-
glon, int *icolumna)

Regresa: void

Pardmetros de Entrada:
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=

(a) float **fmatriz Matriz de disimilaridades.
(b) int icuantos Nimero de objetos a representar.
Pardmetros de Salida:

(a) int *irenglon El primero de los dos objetos con disimilaridad
mayor.
(b) int *icolumna El segundo de los dos objetos con disimilaridad
mayor.
Parametros de Entrada/Salida: Ninguno.

Propésito: Calcula los objetos con disimilaridad maxima.

. Funcién: float *calculaxs(float **fmatriz, int icuantos, int ip_a, int ip_b)

Regresa: Un arreglo de punto flotante que almacena las coordenadas
Fp b= 105510
Parametros de Entrada:
(a) float **fmatriz Matriz de disimilaridades.
(b) int icuantos Ntimero de objetos a representar.
(c) intip-a El primero de los dos objetos con disimilaridad mayor.
(d) int ip_b El segundo de los dos objetos con disimilaridad mayor.
Parametros de Salida: Ninguno.
Parametros de Entrada/Salida: Ninguno.
Propésito: Calcular las coordenadas z;,i = 1,...,m, como en (2.8).
Funcién: void frprmn(float p[], int n, float ftol, int *iter, float *fret, float
(*func)(float []), void (*dfunc)(float [], float []))
Regresa: void
Parametros de Entrada:
(a) int n Nimero de variables a minimizar.
(b) float ftol Tolerancia para la convergencia al valor de la funcién.
(c) float (*func)(float []) Funcién a minimizar.

(d) void (*dfunc)(float [], float [])) Gradiente de la funcién a mi-
nimizar.

Pardmetros de Salida:
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(a) int *iter Nuimero de iteraciones efectuadas para alcanzar el
minimo.

(b) float *fret Valor de la funcién en el minimo.

Parametros de Entrada/Salida:

(a) float p[] A la entrada contiene el punto de aproximacién ini-
cial, a la salida contiene el punto donde la funcién alcanza el
minimo.

Propésito: Minimiza (2.12) por el método de gradiente conjugado de

Polak-Riviere, extraido de [Sof92].

. Funcién: float fenx(float *fvec_a_evaluar)

Regresa: El valor del funcional (2.12).
Parametros de Entrada:

(a) float *fvec_a_evaluar Arreglo que contiene el punto en el que
se desea evaluar el funcional.

Pardametros de Salida: Ninguno.

Parametros de Entrada/Salida: Ninguno.

Propésito: Evalia el funcional (2.12) tomando en cuenta que z;,i =
1,...,m;y, ¥ ys son constantes.

Funcién: void dfenx(float *fvec, float *fdvec)

Regresa: void

Parametros de Entrada:

(a) float *fvec Arreglo que contiene el punto en el que se desea
hayar el gradiente del funcional.

Parametros de Salida:

(a) float *fdvec Arreglo que contiene el gradiente del funcional en
el punto dado por el pardmetro de entrada.

Parametros de Entrada/Salida: Ninguno.

Propésito: Calcula el gradiente (2.2) tomando en cuenta que ;,i =
1,...,m;ya ¥ ys son constantes.
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3.3 Dependencias Funcionales

La relacién que tiene cada funcién con respecto a las funciones que llama se
establece a continuacién.

1. main(argv) Funcién principal.

(a) flejania = get_farness_mat(&imobjetos) Obtiene los arreglos nece-
sarios para la matriz de disimilaridades y la lee.

(b) max_farness_mat(flejania, imobjetos, &P _subindice_a, &P _subindice_b)
Calcula los objetos con disimilaridad maxima.

(c) fxs = calculaxs( flejania, imobjetos, P_subindice_a, P_subindice_b)
Calcula las coordenadas z;,i = 1,...,m, como en (2.8).

(d) frprmn(fpini - 1, imobjetos 2, 00000.1, &iteraciones, &fminimo,
fenx, dfenx) Minimiza (2.12) por el método de gradiente conjugado
de Polak-Riviere, extraido de [Sof92].

(e) fys = agrega(fpini) Agrega las coordenadas y, y ¥, a su parametro.

3.4 Herramientas Utilizadas

La infraestructura computacional utilizada fue: una computadora con proce-
sador a 100 Mhz., sistema operativo Linux S.u.S.E., el algoritmo se implanté
en ANSI C, se compil6 con gee y las gréficas se dibujaron con gnuplot. El
documento se proceso con ETEX.

Note que todo el software usado es Software Libre disponible via inter-
net, existe para plataformas diversas, por ejemplo, en una etapa intermedia
de esta tesis se utilizé una computadora personal con sistema operativo MS-
DOS, desde entonces se trabajé con gec, gnuplot y BETEX.

La decisién de utilizar gnuplot se basé en que puede generar las gréficas en
diferentes formatos, incluyendo por supuesto gréficas en cédigo ITEXpuro.

El compilador gce ha mostrado en la practica, ser, sino el mejor, si uno de
los mejores, no sélo para C, también para sus descendientes C++ y Objective
C.

Finalmente, no requiere justificacién el uso de ETEX.



58 CAPITULO 3. IMPLANTACION COMPUTACIONAL

3.5 Ejemplos

Aunque en Internet se encuentran disponibles matrices de disimilaridad, no
estan disponibles los expertos ni los modeladores que las obtuvieron, por lo
tanto, utilizar dichos datos no es 1til para evaluar a nuestro algoritmo para
la representacién isoanaldgica, asi mostraremos solamente 8 representaciones
para un conjunto de 109 objetos obtenidos de la manera siguiente:

-

. Se capturaron las coordenadas de los puntos donde se pulsaba el botén
de un ratén en un plano cartesiano, al emular que se escribia la palabra
ISAS.

)

. Los puntos se enumeraron conforme se iban capturando.

w

. Se tomo la norma euclidea entre los puntos y con estas distancias se
formé la matriz de disimilaridades.

En la figura (3.1) observamos el resultado del algoritmo presentado, es
decir, se fijaron los puntos con mayor disimilaridad (P;s y Pgs), note que
efectivamente al hacer una reflexion sobre el eje z se lee ISAS. El valor del
funcional en la solucién es 3.7724719 x 10~'2, realizé 93 iteraciones y ocupé
3 minutos y 22 segundos de procesador.

La figura (3.2) se obtuvo fijando a P; y Pss. El valor del funcional en la
solucién es 6.4183337 x 107'2, realiz6 64 iteraciones y ocupé 2 minutos y 10
segundos de procesador. Un hecho notable en este ejemplo es el siguiente,
como efectud sélo 64 iteraciones, se hicieron tres ejecuciones méds, sorpren-
dentemente en todas lleg6 a 64 iteraciones y al mismo valor del funcional en la
solucién. Ocupé en la siguiente ejecucién 2 segundos mas, en las iltimas dos
1 segundo mds. Tal parece que es insensible al punto inicial de aproximacién,
ya que éste se escoge aleatoriamente.

La figura (3.3) se obtuvo fijando a Pss y Pige. El valor del funcional en
la solucién es 5.0113780 x 107'2, realizé 77 iteraciones y ocupé 2 minutos y
36 segundos de procesador.

La figura (3.4) se obtuvo fijando a Pss y Pygs. El valor del funcional en
la solucién es 6.1023786 x 107'2, realiz6 71 iteraciones y ocupd 2 minutos y
19 segundos de procesador.

La figura (3.5) se obtuvo fijando a Py y P,. El valor del funcional en
la solucién es 8.9629609 x 1071, realiz6 78 iteraciones y ocupé 2 minutos y
34 segundos de procesador. Por la forma en que se “escribi6” ISAS, estos
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Figura 3.1: Representacién isoanaldgica obtenida por nuestro algoritmo para
el ejemplo ISAS.

puntos estdn muy cercanos, note que la aproximacién fue menos precisa,
lo cual apoya nuestra idea de tomar los puntos mds lejanos para que la
representacién sea isoanalégica.

La figura (3.6) se obtuvo fijando a Pjos y Pige. El valor del funcional en
la solucién es 3.2346820 x 1071°, realizé 95 iteraciones y ocupé 3 minutos y
1 segundo de procesador. El mismo comentario que se hizo para el ejemplo
anterior se aplica aqui.

La figura (3.7) se obtuvo fijando a Ps; y Pso. El valor del funcional en la
solucién es 5.2470762 x 10~'2, realizé 118 iteraciones y ocupé 4 minutos y 3
segundos de procesador. Esta vez por ser tan “excesivo”el nimero de itera-
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Figura 3.2: Representacién obtenida al fijar P, y Pss, para el ejemplo ISAS.

ciones, se hizo una ejecucién adicional, el valor del funcional en la solucién
fue el mismo, realizé igual nimero de iteraciones y tardé un segundo menos.

Finalmente la figura (3.8) se obtuvo fijando a P; y Pige. El valor del
funcional en la solucién es 5.3959584 x 1072, realizé 98 iteraciones y ocupé
3 minutos y 24 segundos de procesador.

Los tiempos reportados son medidos desde que el programa inicia hasta
antes de escribir los puntos de la representacién a un archivo. Como se
trabajé en un ambiente Linux, los tiempos se obtuvieron via el comando ps,
este comando reporta, entre otras cosas, el tiempo de procesador utilizado
por cada proceso.

En la tabla (3.1) se muestra un resumen de los resultados discutidos.
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Figura 3.3: Representacién obtenida al fijar Ps5 y Piqg, para el ejemplo ISAS.

Prueba Puntos fijados

1

0N O U W N

Pis, Py
Pli P55
PSS) P109
Psg, Pios
P, P,
Pios, Pioy
P37y PSU
Py, Piog

Error
3.7724719 x 10712
6.4183337 x 10712
5.0113780 x 10712
6.1023786 x 10712
8.9629609 x 10710
3.2346820 x 10710
5.2470762 x 10712
5.3959584 x 10712

No. de Iteraciones Tiempo
93
64
7
71
78
95
118
98

Tabla 3.1: Resumen de los experimentos hechos con el ejemplo ISAS.
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Figura 3.4: Representacion obtenida al fijar Pss y Pios, para el ejemplo /SAS.
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Figura 3.5: Representacion obtenida al fijar P y P,, para el ejemplo ISAS.
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Figura 3.6: Representacién obtenida al fijar Pios ¥ Pyg9, para el ejemplo
ISAS.
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Figura 3.7: Representacién obtenida al fijar P37 y Pso, para el ejemplo /SAS.



66 CAPITULO 3. IMPLANTACION COMPUTACIONAL

T T T
"f1-109isas.ria”  *
0.6 [ -
0.4 4
02 4
opst B
*
.o
.
-0.2 ./"—. —
L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.8: Representacién obtenida al fijar P; y Pyge, para el ejemplo ISAS.



Conclusiones

Pocas son las propuestas desarrolladas para resolver el problema de la re-
presentacién de objetos n—dimensionales, al hacer la revisién bibliografica
hallamos que ninguno de los métodos reportados era del todo satisfactorio, al
menos desde el punto de vista de su aplicabilidad y al abrigo del ELCRP; las
clasificaciones (anteriormente propuestas) de dichos métodos atienden més a
las técnicas matematicas usadas para resolver el problema que a su espectro
de aplicabilidad.

El objetivo de nuestra clasificacién creemos que es claro: darle al mo-
delador de problemas reales elementos de andlisis, que le permitan elegir
el método de representacién que mejor se ajuste a las caracteristicas de su
aplicacién y/o intereses.

Por este orden de cosas, propusimos las caracteristicas que, estamos con-
vencidos, debe de cumplir un algoritmo de representacién, para que pueda
clasificarse como de Representacion Isoanaldgica. Esta definicién se ampara
en los supuestos epistemolégicos de que la realidad es tnica e independiente
de nuestros sentidos.

El reto de construir un algoritmo que cumpliera con nuestra propia de-
finicién fue alcanzado a la luz de ella, en el camino fue posible hacer una
aportacién muy beneficiosa en la préctica: reducir la dimensionalidad del
problema a minimizar, originalmente 2m variables, actualmente sélo m — 2
variables.

El analisis de las familias de métodos de optimizacién no lineal sin res-
tricciones, conllevé a la utilizacién del denominado método de gradiente con-
jugado de Polak-Riviere, es el que mejor se ajusto a nuestras necesidades, es
decir, minimizar problemas de dimensionalidad “grande”con un funcional no
cuadratico.

Experimentalmente se encontré que el algoritmo funciona como el mapeo
identidad si el ERI es ®2. Que es insensible (hablando numéricamente)
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al punto inicial de aproximacién. Proponemos esto ya que dicho punto es
siempre elegido aleatoriamente.

La aproximacion mas precisa se alcanza fijando a los puntos que corres-
ponden a los objetos con disimilaridad méxima. La menos precisa cuando
los puntos fijados tienen disimilaridad minima. También que dos representa-
ciones son isoanaldgicas si las disimilaridades de los puntos fijados es igual,
incluso si la disimilaridad con otros puntos es distinta.

No estamos afirmando que es el mejor, sino que, hasta donde sabemos, el
tnico de representacién isoanaldgica.

Nuestro algoritmo de Representacidn Isoanaldgica fue sometido al IV Sim-
posio Iberoamericano de Reconocimiento de Patrones [LMRS99] y aceptado
para exposicién oral.



Trabajo Futuro

Siendo la principal critica a otros métodos el aspecto de aplicabilidad, el
siguiente paso a dar es alimentar el algoritmo de Representacion Isoanaldgica
con datos reales, para que pueda ser evaluada su eficacia.

También seria conveniente compararlo con otros métodos no gréficos de
clasificacién y agrupamiento; para confirmar o rechazar la hipétesis de que
bien podria servir como un clasificador, agrupador o validador gréfico en
problemas de Reconocimiento de Patrones. Si pasa estas pruebas, serd im-
perativo demostrar rigurosamente los resultados experimentales obtenidos.

Analizar el caso en que no se exija simetria a la funcién de disimilaridad,
como se expuso, este supuesto fue clave para desarrollar nuestro algoritmo.
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