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Resumen

En el mundo real, la mayor parte de los problemas de optimizacién tienen dos o mas
objetivos (normalmente en conflicto) que deseamos satisfacer al mismo tiempo. Este ti-
po de problemas, llamados multi-objetivo, han sido abordados con diversas técnicas de
programacién matematica. Sin embargo, no existe ningin método de optimizacion que
pueda garantizar la solucion de cualquier problema multi-objetivo no lineal, lo que abre
la puerta al uso de métodos alternativos de optimizacion.

En los tltimos 20 anos, las metaheuristicas bio-inspiradas (sobre todo, los algorit-
mos evolutivos) han sido ampliamente utilizadas para resolver problemas de optimizacién
multi-objetivo no lineales, debido, entre otras cosas, a su generalidad, sus pocos requeri-
mientos de informacion y su uso de una poblacion, que les permite generar varias soluciones
no dominadas en una sola ejecucion algoritmica.

La optimizacion mediante camulos de particulas, es un tipo de metaheuristica bio-
inspirada que simula el comportamiento de un grupo de aves que buscan comida. Este
tipo de técnica ha mostrado ser un optimizador mono-objetivo muy eficiente, lo cual
constituye una motivacién importante para intentar extenderla a la solucién de proble-
mas multi-objetivo.

En este trabajo de tesis se propone un nuevo algoritmo de optimizacién mediante
cumulos de particulas multi-objetivo utilizando los operadores del estandar de 2011 de esta
metaheuristica, llamado SPSO2011 [1]. Esta es la versién mono-objetivo mas competitiva
que se conoce a la fecha del algoritmo de optimizacion mediante ciimulos de particulas, lo
que la hace ideal para extenderla a la solucién de problemas multi-objetivo. El algoritmo
propuesto se basa en un método de descomposicion, a fin de explotar de mejor manera
los operadores del SPSO2011. El desempeno del algoritmo propuesto se compara con el
de algoritmos evolutivos multi-objetivo del estado del arte (MOEA/D)[2], y con el de
optimizadores multi-objetivo basados en cimulos de particulas (SMPSO [3] y AMOPSO
[1]), usando problemas de prueba e indicadores de desempeno cominmente utilizados en
la literatura especializada.
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Abstract

In the real world, most optimization problems have two or more (normally conflic-
ting) objectives that we aim to satisfy at the same time. This type of problems, called
multi-objective, has been tackled using different mathematical programming techniques.
However, there is no optimization method that can guarantee the solution of every nonli-
near multi-objective optimization problem, which opens the door to the use of alternative
optimization problems.

In the last 20 years, bio-inspired metaheuristics (particularly, evolutionary algorithms)
have been widely used to solve nonlinear multi-objective optimization problems, due to,
among other things, their generality, their few information requirements, and their use of
a population, which allows them to generate several nondominated solutions in a single
algorithmic execution.

Particle swarm optimization is a type of bio-inspired metaheuristic that simulates the
behavior of a group of birds seeking for food. This sort of technique has been shown to
be a very efficient single-objective optimizer, which constitutes an important motivation
to try to extend it to the solution of multi-objective problems.

In this thesis work, we propose a new multi-objective particle swarm optimizer using
the operators of the 2011 standard of this metaheuristic, called SPSO2011 [1]. This is the
most competitive single-objective version known to date of particle swarm optimization,
which makes it ideal to extend it to solve multi-objective problems. The proposed algo-
rithm is based on decomposition, in order to better exploit the operators of SPSO2011.
The performance of the proposed algorithm is compared with respect to that of state-
of-the-art multi-objective evolutionary algorithms (MOEA/D) [2], and multi-objective
particle swarm optimizers (SMPSO [3] and dMOPSO [1]) using standard test problems
and performance indicators taken from the specialized literature.
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Capitulo 1

Introduccion

Cada tipo de metaheuristica bio-inspirada constituye un area de investigacién en si y
actualmente existe un gran nimero de variantes de cada una de ellas, incluyendo exten-
siones multi-objetivo a varias de ellas. El algoritmo de nuestros interés para fines de esta
tesis es el de optimizaciéon mediante cimulos de particulas (particle swarm optimization
o PSO), el cual fue propuesto inicialmente en 1995 [5]. Los PSOs operan sobre poblacio-
nes, lo cual les ayuda a no quedar atrapados en éptimos locales. Ademads, no necesitan
informacion especifica del problema, lo cual los hace adecuados para atacar problemas de
optimizacién global. A la fecha existen muchisimas variantes del PSO para optimizacién
global, entre las cuales destacan las versiones estandarizadas [0], que intentan presentar
un punto de referencia para los futuros avances del PSO.

En este trabajo de tesis se propone un PSO para optimizacién multi-objetivo (o sea
un multi-objective particle swarm optimizer o MOPSO) que se base en el PSO estandar
del 2011 (SPSO2011) ya que hasta ahora, este algoritmo no se ha extendido a problemas
multi-objetivo. La razén para elegir el SPSO2011 es que este algoritmo ha demostrado ser
muy bueno en optimizacién global [1] y de ahi nuestro interés en extenderlo a problemas
multi-objetivo.

1.1. Objetivos

El objetivo general de esta tesis es proponer un MOPSO basado en el SPSO2011, que
logre resolver adecuadamente problemas de optimizacién multi-objetivo no lineales que
tengan de uno a diez objetivos.

particulares

1. Disenar un MOPSO que introduzca los operadores del SPSO2011.

2. Definir los alcances y limitaciones del algoritmo.
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3. Compararlo con algoritmos evolutivos multi-objetivo del estado del arte tales como
Multi-Objective Evolutionary Algorithm Based on Decomposition (MOEA/D) [2],
Speed contrained Multi-objective PSO (SMPSO) [3] y Decomposition-Based Multi-
Objective Particle Swarm Optimizer (AMOPSO) [1].

1.2. Estructura del documento

Este documento consta de seis capitulos, que describen el trabajo realizado y los re-
sultados obtenidos, los cuales se describen a continuacion:

En el Capitulo 1 se presenta la introduccion del trabajo de tesis.

En el Capitulo 2 se describen los conceptos béasicos, abarcando la computacion evolu-
tiva, y la optimizacion multi-objetivo y explicando el funcionamiento de la optimizacién
mediante cimulos de particulas.

En el Capitulo 3 se describe en qué consiste la optimizacion evolutiva con muchos ob-
jetivos, sus principales dificultades y los enfoques principales que abordan los algoritmos
propuestos en la literatura, para resolverlos.

En el Capitulo 4 se presenta a detalle el diseno y los componentes del algoritmo pro-
puesto.

En el Capitulo 5 se presenta el diseno experimental para evaluar el algoritmo pro-
puesto, asi también como los resultados de dicha experimentacién y la comparativa con

algoritmos del estado el arte.

En el Capitulo 6 se presentan las conclusiones y el trabajo a futuro, partiendo de los
resultados de la experimentacion y el proceso de desarrollo de la propuesta.

Cinvestav Departamento de Computacion



Capitulo 2

Conceptos basicos

2.1. Computacion evolutiva

La Computacién Evolutiva es una rama de la inteligencia artificial inspirada en los meca-
nismos de la evolucién y la seleccion natural. Esta concibe a la evolucién como un proceso
de optimizacién el cual es simulado para resolver problemas. La idea fundamental de la
computacién evolutiva es simular la evolucién de una poblacién de posibles soluciones a un
problema, utilizando operadores inspirados en la variaciéon genética y en la seleccion na-
tural (reproduccién, mutacién, competencia y seleccién). Esta simulacién de la evolucién
opera como un método de bisqueda en un espacio de soluciones posibles. El conjunto
de opciones de busqueda consiste en las posibles secuencias genéticas, y las soluciones
deseables son los organismos mas aptos para sobrevivir y reproducirse en su ambiente.

Conceptos basicos de computacion evolutiva

En las técnicas de la computacion evolutiva existe una poblacién conformada por indi-
viduos los cuales tienen la capacidad de reproducirse con una determinada probabilidad
y que representan posibles soluciones al problema que se desea resolver. Al reproducirse
los individuos, de manera inherente se realiza un proceso de exploracion en el espacio de
busqueda para mejorar cada vez mas las posibles soluciones y con esto acercarnos a la
solucion 6ptima del problema. A cada individuo se le asocia una aptitud, la cual describe
la habilidad o capacidad del individuo; con dicha aptitud se evalia la supervivencia de
un individuo en cada generacion. Esto se relaciona con el valor de la funciéon objetivo
para la correspondiente interpretacién de éste en términos de soluciones del problema.
La poblacion se renueva generaciéon tras generacién bajo el principio de la supervivencia
del més apto. Ademas, cuenta con diversidad entre sus individuos, con lo cual se busca
obtener un muestreo representativo del espacio de bisqueda del problema, es decir, contar
con un mecanismo de exploracién. Por esta razon, todos los algoritmos evolutivos tienen
tres caracteristicas importantes que los distinguen de otros algoritmos de busqueda. En
primer lugar, son algoritmos poblacionales. En segundo lugar, hay comunicacién e inter-
cambio de informacién entre todos los individuos de la poblacién, mediante la seleccion o
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la recombinacién de los individuos. Por tltimo, cuentan con un elemento muy importante:
sus operadores son estocasticos. Esto les permite evitar, con mayor facilidad, el quedar
atrapados en éptimos locales.

Entre los problemas apropiados para resolver con estas técnicas se encuentran aquellos
en los que la region factible no se puede modelar de manera sencilla, asi como aquellos
en que no se cumplen condiciones de convexidad o conectividad, o cuando no se cuenta
con conocimiento previo de las caracteristicas del espacio de buisqueda. A continuacién se
definen algunos conceptos basicos de la computacién evolutiva:

Poblacion: es el conjunto de individuos que representan las posibles soluciones a
un problema. Estos individuos estan compuestos de un cromosoma o genoma cuya
codificacion es llamada genotipo. De manera opuesta se encuentra la decodificacién
de dicho cromosoma a la cual se denomina fenotipo.

Operadores: son los procedimientos que manipulan la informaciéon genética de
la poblacién para crear nuevos individuos a partir de la poblacion original. Los
operadores genéticos mas comunes en los algoritmos evolutivos (AEs) son la cruza
y la mutacién.

Mutacién: es la perturbacién sobre uno o més elementos (también denominados
como alelos) del cromosoma de un individuo. Permite alcanzar una region del espacio
de busqueda diferente a la del individuo original, lo que ayuda a que la bisqueda
no se estanque en un éptimo local.

Cruza: tiene la finalidad de heredar la informacion genética de dos o mas padres a
los individuos de la siguiente generacion. En la computacion evolutiva, la cruza entre
cromosomas se simula intercambiando segmentos de cadenas lineales de longitud fija.
Los genes de los padres se combinan para formar las cadenas cromosémicas de sus
descendientes, buscando preservar los buenos genes y obtener mejores soluciones al
problema. El principio detrds de la cruza es combinar dos o mas individuos con
caracteristicas deseadas para producir uno o mas individuos que combinen tales
cualidades.

Seleccion: es el proceso mediante el cual se determina qué individuos pasarédn a
formar parte de la siguiente generacion. Cada uno de los individuos cuenta con un
valor de aptitud determinado, el cual indica la diferencia entre los individuos de la
poblacién. A la determinacién de dichos valores se le conoce como evaluacién de la
funcién de aptitud y dado que el proceso de seleccién toma en cuenta esta funcion,
se dice que este procedimiento esta basado en el principio de supervivencia del mas
apto.

Cinvestav Departamento de Computacién
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2.1.1. Principales paradigmas

La computacién evolutiva se conforma por tres principales paradigmas: los algoritmos
genéticos (AGs), la programacion evolutiva (PE) y las estrategias evolutivas (EE). Dichos
algoritmos tienen en comun el uso de operadores que simulan la reproduccién, la muta-
cién, la competencia, y la seleccién de individuos dentro de una poblacién. A continuacion
se da una explicacién breve acerca del funcionamiento béasico de cada uno de estos para-
digmas [7].

Algoritmos genéticos

Los algoritmos genéticos (AGs) fueron propuestos por John H. Holland [¢] y original-
mente fueron denominados planes reproductivos. John H. Holland fue motivado por su
interés en resolver problemas de aprendizaje de maquina. Con los AGs se introducen con-
ceptos existentes en la naturaleza, como el genotipo y fenotipo. El genotipo representa
la informacién genética de un individuo, que ha heredado de sus antecesores y que a su
vez transmite a sus descendientes. El fenotipo son las caracteristicas visibles de cada in-
dividuo. En computacién evolutiva, el fenotipo es la representacién decodificada de una
posible solucién al problema y el genotipo es la cadena cromosémica que codifica dicha
solucion. El algoritmo genético opera a nivel de genotipo de las soluciones y enfatiza la
importancia de la cruza sexual sobre la mutacion, por lo que la cruza es el operador prin-
cipal de este paradigma el cual utiliza una seleccién probabilistica. La cadena binaria es
la representacién tradicional de los algoritmos genéticos, y es llamada cromosoma. A cada
posicion dentro del cromosoma correspondiente a una variable de decision se le denomina
gene y cada uno de sus elementos especificos es llamado alelo. De tal forma, para poder
aplicar el algoritmo genético se requiere de los siguientes componentes basicos:

= Una representacién de las soluciones al problema.

= Un procedimiento para crear una poblaciéon de posibles soluciones de manera alea-
toria.

= Una funciéon de evaluacién que simule el ambiente, clasificando los individuos en
términos de su aptitud.

= Operadores genéticos que alteren la composicién de los descendientes que se produ-
cirdan para las siguientes generaciones.

= Los pardmetros utilizados por el algoritmo genético tales como: el tamano de po-
blacién y la probabilidad de cruza, probabilidad de mutacién y ntimero maximo de
generaciones, entre otros.

Los AGs han sido aplicados en diversas areas, como por ejemplo: bases de datos, generacion
de gramaticas, reconocimiento de patrones, etc. En el algoritmo 1 se muestra un algoritmo

genético genérico.
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Algoritmo 1: Algoritmo genético genérico

Entrada: Tamano de poblacién (tampob), niimero maximo de generaciones

(Gmax)

Salida: ConjuntoDeSoluciones
1 inicio
2 Generar aleatoriamente la poblacién inicial, G(0)
3 =10
4 mientras Clerta condicion de paro no se satisfaga o t < Gmax hacer
5 seat:=t+1
6 calcular la aptitud de cada individuo de G(t)
7 seleccionar G4 (t) con base en la aptitud de G(t)
8 aplicar los operadores genéticos a GG1(t) para generar G(t + 1)
9 fin
10 fin

11 devolver ConjuntoDeSoluciones

Estrategias evolutivas

Las estrategias evolutivas (EEs) fueron propuestas por varios investigadores alemanes en-
cabezados por Ingo Rechenberg en 1964 [9]. Son un método de ajustes discretos aleatorios
inspirado en el mecanismo de mutaciéon que ocurre en la naturaleza. Por esta razon el
operador principal es la mutacion y la cruza es un operador secundario en las EEs. La
versién original de la EEs, denotada por (1 + 1)-EE, usa un solo padre y produce en
cada iteracién un solo hijo usando mutacién. El mejor de entre los dos (el padre y el hijo)
pasard a formar parte de la siguiente generacién. En la (1 + 1)- EE, a partir de un padre
xt = (2%, 2%, ...,2%,)T se genera un hijo mediante:

't =2 + N;(0, Uit) (2.1)

donde ¢ es la generacién en la que se encuentra el algoritmo y N;(0, ;') es un vector de
numeros Gaussianos independientes con media cero y desviacién estandar ;. De tal forma,
la mutacién opera como una perturbacion entre los individuos. Mas tarde, el concepto de
poblacién fue propuesto por Rechenberg [10] en las EEs, al crear una estrategia evolutiva
llamada (p+1)-EE, la cual estd compuesta de p padres, credndose un solo hijo a partir de
éstos, el cual puede reemplazar al peor padre de la poblacién en una seleccion extintiva,
el algoritmo bésico de la (1 4+ 1)- EE se presenta en el algoritmo 2.

Finalmente, Hans-Paul Schwefel introdujo a las estrategias el uso de multiples hijos
en las denominadas (u + A)-EE y (u,A)-EE, donde p padres producen A hijos. La primera
estrategia selecciona p individuos de la unién de padres e hijos, mientras que la segunda
selecciona g individuos de la poblacién de hijos.

Las EEs han sido empleadas para resolver problemas en areas tales como: bioquimica,
éptica y redes, entre muchas otras [11].
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Algoritmo 2: Algoritmo bésico de la estrategia evolutiva (1 + 1)-EE

1 inicio

2 Generar aleatoriamente el padre inicial

3 mientras Clierta condicion no se satisfaga hacer

4 se aplica la mutacién (2.1) al padre para generar un hijo
5 seleccionar al mejor entre padre e hijo

6 el individuo seleccionado pasa a ser padre

7 fin

8

9

fin
devolver ConjuntoDeSoluciones

Programacion evolutiva

La programacién evolutiva (PE) fue propuesta por Lawrence J. Fogel [12]. En este pa-
radigma, la inteligencia se ve como un comportamiento adaptativo. En este algoritmo se
simula la evolucién al nivel de las especies. Utiliza una seleccién probabilistica y no re-
quiere de la cruza u otro tipo de recombinacién, puesto que, en la naturaleza, una especie
no puede mezclarse con otra y este algoritmo evolutivo simula este principio. Enfatiza
los nexos de comportamiento entre padres e hijos, en vez de buscar emular operadores
genéticos especificos, como lo hacen los algoritmos genéticos.

Algoritmo 3: Algoritmo basico de la programacion evolutiva

Entrada: Tamano de poblacién (tampob)

Salida: ConjuntoDeSoluciones

1 inicio

2 Generar aleatoriamente la poblacién inicial

3 mientras Clerta condicion no se satisfaga hacer

4 calcular la aptitud de cada hijo

5 seleccionar las soluciones que se mutaran

6 aplicar mutacion

7 reemplazar la poblacién actual con los individuos mutados
8
9

fin
fin

10 devolver ConjuntoDeSoluciones

La PE ha sido utilizada en diferentes areas tales como: reconocimiento de patrones, pre-
diccién, identificacion, control automadtico y juegos, entre otras [12, 13].

El algoritmo 3 muestra un algoritmo bésico de programacién evolutiva.
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2.2. Optimizacién multi-objetivo

Los problemas de optimizacién multi-objetivo (POMs) se encuentran en précticamente
todas las areas del conocimiento. En los POMs, los objetivos a ser optimizados normal-
mente se encuentran en conflicto entre si, lo que implica que no tienen una solucién tnica.
En los POMs; se obtiene un conjunto de soluciones que representa los mejores compromi-
sos posibles entre todos los objetivos (es decir, soluciones en las que no es posible mejorar
un objetivo sin empeorar otro).

En esta tesis se resuelven problemas de optimizacién multi-objetivo continuos (o sea,
cuyas variables de decisién son nimeros reales) y sin restricciones los cuales se definen de
la siguiente manera:

min  F(7) (2.2)

e

donde ¥ = (21, ..., z,) es un vector solucién en Q@ C R" y F se define como el vector de
las funciones objetivo:

F: Q=R F@) = (A, )"
donde cada f; : R® — R es una funcién continua y sin restricciones.

Para describir el concepto de optimizacion en el que estamos interesados, se propor-
cionan a continuacion las siguientes definiciones [14]:

Definicién 1 (Dominancia de Pareto): Un vector @ = (uy, ...ux ), domina a otro vector

—

U = (vy,...tx) (denotado por @ < ) siy sélo si, Vi € {1,...k} w; <wv;y Ji € {1,....,k}
U; < V.

Definicién 2 (Optimo de Pareto): Sea * € (Q, se dice que * es un dptimo de Pareto,
si y s6lo si no existe otra solucién & € Q tal que F(Z) < F(a*).

Definicién 3 (Conjunto de éptimos de Pareto): El conjunto de dptimos de Pareto,
PS. se define como:

PS = {Z € Q|7 es un 6ptimo de Pareto}
y su imagen (PF = {F(%)|Z € PS}) se denomina frente dptimo de Pareto.

Para resolver un POM se espera obtener la mayor cantidad de elementos del conjunto
de 6ptimos de Pareto que sea posible, manteniendo al mismo tiempo una distribucion de
soluciones que sea lo més uniforme posible a lo largo del frente de Pareto.
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2.3. Optimizacién mediante cimulos de particulas

James Kennedy y Russell C. Eberhart [5] propusieron en 1995 la heuristica denominada
optimizacién mediante cimulos de particulas (PSO por sus siglas en inglés). La idea bési-
ca detras del algoritmo es usar un conjunto de “particulas” para explorar el paisaje de
aptitud de un problema particular, simulando el comportamiento social de una parvada
de aves que buscan comida.

Aunque en su versién original fue adoptado para balancear pesos en una red neuronal
[15], el PSO se convirtié rapidamente en un optimizador global muy popular principal-
mente en problemas en los que las variables de decisién son nimeros reales [16, 17].

Desde 2006, se han establecido tres versiones estandar del PSO, nombradas SPSO 2006,
2007, y 2011 [6]. En general, cada una tiene ligeras modificaciones comparadas con su
version anterior. Al ser disenadas, se utilizaron los ultimos avances tedricos hasta ese mo-
mento para establecer un algoritmo de referencia en cuanto a las variantes futuras.

A continuacién se formalizara la notacién necesaria para entender esta heuristica y se
explicaran las diferencias entre las diferentes versiones.

2.3.1. Notacion necesaria

Para poder explicar la heuristica es necesario definir la siguiente notacién:

w es el peso inercial que lleva la particula y es empleado para inducir cierto grado de
la velocidad anterior en la velocidad actual.

c1 es el factor de aprendizaje cognitivo, y representa la atraccién de la particula a la
mejor direccion de acuerdo a su propia experiencia.

¢ es el factor de aprendizaje social, y representa la atraccién de la particula hacia la
mejor direccion de acuerdo al comportamiento social.

r1y ro son valores aleatorios que regulan la implicacion del factor de aprendizaje cog-
nitivo y social.

D es la dimensionalidad del espacio de buisqueda, es decir, la cantidad de variable de
decision del POM.

E es el espacio de busqueda, un hiper-paralelepipedo definido como el producto Eu-
clidiano de los D intervalos reales.
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D
E = (Q)[ming, max,| (2.3)
d=1
f es la funcién de aptitud definida en E.
t es la iteraciéon actual.
x;(t) es la posicién i en la iteracién ¢.
v;(t) es la velocidad en la iteracién ¢.
pi(t) es la mejor posicién personal hasta la iteracion t.
l;(t) es la mejor posicién personal encontrada en el vecindario hasta la iteracién ¢.

2.3.2. Inicializacion de cumulos

Sea N;(t) el conjunto de vecinos de la particula i en el tiempo ¢. Se utiliza una primera
topologia [18] para conectar a los vecinos en cada vecindario N;(0). Posteriormente, ini-
cializamos cada particula de la siguiente manera:

En SPSO 2006 y 2007:

[IZ’l(O) = U(ml’nd, méxd)
UZ<O) _ U(ming,méxg)—xz;(0)
pi(0) = 2;(0)

o~

i(0) = argminjeNi(o))(f(pj(O)))

Donde U(ming, maxy) es un nimero aleatorio entre [min,, max,| generado por una distri-
bucién uniforme.

En SPSO 2011, la inicializacién es casi la misma, solo varia la asignacion de velocidad:

v;(0) = U(ming — ;(0), méxy; — z;(0))

2.3.3. Actualiza velocidad y posicion

En SPSO 2006 y 2007, la velocidad se actualiza dimensién por dimension de la siguiente

manera:

Ui’d(t + 1) = wvi7d(t) +cir (pl(t) — x,(t)) + Cgrg(li(t) — I‘l(t)) (24)

Los valores w, ¢; y ¢o, son parametros definidos por el usuario pero se recomienda
utilizar:
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X{t+1)

wy, /

Figura 2.1: Construccién de la siguiente posicién en SPSO 2006 y 2007. Los puntos z} y
son seleccionados de manera aleatoria dentro de dos paralelepipedos definidos por p; y I; con su
distancia hacia x;.

Los valores r; y 75 oscilan con distribucién uniforme en el intervalo [0,1]. Dada la
velocidad, la siguiente posicién se calcula con:

La construccién de la siguiente posicion de la particula se ilustra en la figura 2.1.

En SPSO 2011:

Es en esta parte del algoritmo en la que el SPSO2011 difiere de manera significativa
con respecto a sus antecesores. En esta version se explota la idea del invariante rotacional
(figura 2.2). Para cada particula, en cada iteracién, se define un centro de gravedad (G;)
el cual se construye con base en tres puntos: la posicién actual de la particula (z;(¢)), un
punto (F;) ligeramente alejado del (p;(t)) y otro (L;) ligeramente alejado del (1;(t)), de la
siguiente manera:
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X(t+1)

Figura 2.2: Construccion de la siguiente posiciéon en SPSO2011. El punto z; es seleccionado de
manera aleatoria dentro de una hiper-esfera H;(Gj, ||Gi — z;l]).

G % + (2 + e (P — xz)3) + (@i + cora(Li — 1)) (2.6)

Después se define un punto x; dentro de una hiper-esfera de centro G; y radio ||G; — ;.

v, = Hy(G, |G — i) (2.7)

Entonces, la velocidad y la nueva posicién se actualizan usando:

vi(t 4+ 1) = wo(t) + x; — x4(t) (2.8)

zi(t +1) = 2;() + vt +1) (2.9)

En el algoritmo 4 se muestra el pseudocédigo del SPSO2011.
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Algoritmo 4: Pseudocddigo del SPSO2011

1 inicio
2 Inicializacion del cimulo
3 Localizar lider
4 g=20
5 mientras ¢ < Gmax hacer
6 para cada Particula hacer
7 Definir centro de gravedad e hiper-esfera con las ecuaciones (2.6) y (2.7)
8 Actualizar velocidad y posicién conforme a las ecuaciones (2.8) y (2.9)
9 Evaluar particula
10 Actualizar pbest
11 fin
12 Actualizar lider
13 g++
14 fin
15 fin
2.3.4. Topologias de conexién entre particulas

Cada particula selecciona a su lider conforme la informacién proporcionada por todo

su vecindario, esto es, del vecindario se selecciona como lider a la mejor particula. Definir
el vecindario consiste en asignar una topologia de conexién para conectar las particulas
entre si, y ésta determina la manera en la que se comparte informacién entre particulas.
A continuacién se presentan algunas de las topologias més utilizadas en PSO:

= Anillo: En esta topologia cada particula comparte su informacién personal con sus

dos vecinos adyacentes, tal y como se muestra en la figura 2.3.

(D

Figura 2.3: Topologia de anillo, con un total de 8 particulas.

= Estrella: En esta topologia, todas las particulas comparten su informacion personal
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a una sola particula llamada particula focal. Un ejemplo de ella se muestra en la

figura 2.4.

O

Figura 2.4: Topologia de estrella, con un total de 8 particulas.

= Totalmente conectada: En esta topologia todas las particulas en el cimulo estéan
conectadas unas con otras, tal y como se muestra en la figura 2.5.

R

Figura 2.5: Topologia totalmente conectada, con un total de 8 particulas.

= Arbol: En esta topologia, cada particula comparte su informaciéon personal con la
particula que se encuentra conectada a ella en un nivel superior y a un nivel inferior.
en la figura 2.6 se muestra una topologia de drbol con una altura igual a tres

A

Figura 2.6: Topologia de arbol, altura igual a 3, grado 4 y un total de 21 particulas.
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2.3.5. Pseudocddigo general de PSO y MOPSO

En el algoritmo de PSO, una particula es un vector que describe a una solucién candida-
ta. El algoritmo es iterativo, y en cada iteracién cada particula se “mueve” a través del
paisaje de aptitud, haciendo uso de informacién personal (de sus particulas cercanas) y
también de todo el cimulo. El algoritmo general de un PSO de un solo objetivo es el que
se muestra en el algoritmo 5.

Algoritmo 5: Pseudocddigo del PSO general

1 inicio

2 Inicializacion del cimulo

3 Localizar lider

4 g=20

5 mientras ¢ < Gmax hacer

6 para cada Particula hacer
7 Actualizar velocidad y posicién conforme a las férmulas (2.4) y (2.5)
8 Evaluar particula

9 Actualizar pbest

10 fin

11 Actualizar lider

12 g++

13 fin

14 fin

Para extender el PSO a problemas multi-objetivo es necesario hacer algunas modifica-
ciones al algoritmo general. En este caso, el lider debe ayudar a la particula a dirigirse
hacia una posicion no dominada. Para lograr esto, se mantiene un archivo de soluciones
no dominadas, y es de este conjunto del cual se seleccionan los lideres para cada particu-
la. El algoritmo 6 muestra el pseudocodigo general de un multi-objective particle swarm

optimizer (MOPSO).

Se hace notar que es practica comun dotar a un MOPSO de un operador de mutacién
(o turbulencia), el cual no existe en la versién mono-objetivo del PSO. Esto se debe a
que en la versiéon multi-objetivo es muy importante mantener la diversidad de la pobla-
cion. Adicionalmente, los MOPSOs requieren de un mecanismo especifico para mantener
diversidad, el cual permita generar varias soluciones no dominadas diferentes en una sola
ejecucion algoritmica. Muchos MOPSOs utilizan un archivo externo (llamado también
poblacién secundaria) para almacenar las soluciones no dominadas generadas a lo largo
del proceso de busqueda. Este archivo cumple la funciéon de mantener soluciones no domi-
nadas que el re-cdlculo de la velocidad del PSO podria perder (a esto se le llama elitismo).
Adicionalmente, se permite el ingreso de soluciones al archivo externo solo cuando son no
dominadas con respecto a su contenido o cuando dominan a soluciones del mismo (en ese
caso, se borran del archivo las soluciones dominadas). Algunos MOPSOs usan un estima-
dor de densidad en el archivo externo.
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Algoritmo 6: Pseudocddigo del MOPSO general

1
2
3
4
5
6
7

©

10
11
12
13
14
15
16
17

inicio

Inicializacion del cimulo

Localizar lideres en un archivo externo
g=20

mientras ¢ < Gmaz hacer

para cada Particula hacer
Seleccionar el lider con base en la optimalidad de Pareto o un criterio
analogo

Actualizar velocidad y posicién
Mutar

Evaluar particula

Actualizar pbest

fin
Actualizar los lideres del archivo externo

gt++

fin
Reportar los resultados en un archivo externo

fin

2.3.6. Esquemas de seleccion en MOPSOs

Se han propuesto MOPSOs con diferentes esquemas de seleccion, de entre los cuales,

los principales son los siguientes:

» Basados en jerarquizacién de Pareto: Seleccionan a sus lideres con base en la

optimalidad de Pareto. Tal es el caso de SMPSO propuesto por Nebro y Durillo [3]
en 2009, ellos proponen utilizar un coeficiente de constricciéon para evitar un sesgo
de la velocidad de las particulas hacia el limite de las variables. La propuesta es muy
buena en POMs con dos y tres objetivos pero por utilizar jerarquizacion de Pareto
no escala adecuadamente a problemas con muchos objetivos.

Basados en indicadores de desempeno: Adoptan un indicador de desempeno
(normalmente) el hipervolumen en su mecanismo de seleccién de lideres o para
mantener diversidad. Tal es el caso de MOPSOhv propuesto por Garcia y Coello
[19] en 2014. Este MOPSO utiliza la contribucién al hipervolumen y con base en
ello selecciona a las mejores particulas, teniendo un buen desempeno al resolver
problemas de mds de tres objetivos. R2-MOPSO propuesto por Fei Li [20] en 2015,
utiliza el indicador R2 para seleccionar a sus mejores particulas, el cual logra muy
buenos resultados al resolver problemas de dos o tres objetivos.

Basados en descomposicion: Transforman el problema multi-objetivo en varios
problemas mono-objetivo que se resuelven simultaneamente. Tal es el caso del MOP-
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SO/D propuesto por [21] en 2008, el cual implementa descomposicién utilizando el
método de Tchebycheff de manera muy similar a MOEA /D con la diferencia de que
utiliza como motor de busqueda el algoritmo de un MOPSO. Otro ejemplo es el
dMOPSO propuesto por Zapotecas [1] en el 2011. Esta propuesta utiliza descom-
posicién con el método denominado Penalty Boundary Intersection (PBI) [2] y un
mecanismo de reinicializacién de particulas.
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Capitulo 3

Optimizacion evolutiva con muchos
objetivos

Los algoritmos evolutivos multiobjetivos (AEMOs) han sido ampliamente utilizados
para resolver problemas en la vida real. Sin embargo, los AEMOs basados en dominancia
de Pareto tienen serias dificultades resolviendo problemas de cuatro o mas objetivos a
pesar de que tienen buen desempenio en dos y tres objetivos [11, 22]. Esto se debe prin-
cipalmente a que conforme se incrementa la cantidad de objetivos en un problema de
optimizacién multiobjetivo (POM), el espacio objetivo crece exponencialmente provocan-
do que los individuos de la poblacién en su mayoria sean soluciones no dominadas. Esto
conlleva a la pérdida de presién de seleccion durante el proceso evolutivo, dificultando
asi la convergencia del conjunto de soluciones al frente de Pareto. Esta dificultad ha sido
ampliamente analizada de manera analitica y experimental en la literatura especializada

[23, 24].

Un problema de optimizacién con muchos objetivos (MaOPs por sus siglas en inglés)
se define como un POM de cuatro o més objetivos. La dificultad que tienen los AEMOs
para resolver MaOPs ha llamado el interés de una gran cantidad de investigadores dando
lugar a una nueva generaciéon de algoritmos evolutivos llamados many-objective evolutio-
nary algorithms (MaOEAs). Las principales propuestas se han enfocado en el desarrollo
de mecanismos de seleccién alternativos, la reduccion del niimero de objetivos y la explo-
racién de solo algunas regiones del espacio de soluciones.

En la primera seccién de este capitulo se explicaran los principales desafios que enfren-
tan los MaOEAs al resolver problemas de mas de cuatro objetivos. En la segunda y ltima
seccién se exponen los enfoques mas representativos de las propuestas que hay hasta el
momento para la solucién de este tipo de problemas, haciendo énfasis en sus ventajas y
limitaciones.
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3.1. Dificultades en el manejo de muchos objetivos

Cuando incrementamos el nimero de objetivos, nos enfrentamos con las siguientes difi-
cultades [25]:

» Deterioro de la capacidad de bisqueda. Provocado por el fenémeno de resis-
tencia a la dominancia [26, 27, 28]. Una gran cantidad de soluciones no dominadas
provoca que las soluciones no se puedan comparar usando dominancia de Pareto.

= Representacion del frente de Pareto. En los problemas de optimizacion conti-
nuos con m objetivos en conflicto, el frente de Pareto es una variedad de dimension
(m - 1) [29, 30]. Para describir tal frente es necesario aumentar el tamano de pobla-
cién exponencialmente con respecto a m.

= Visualizacion del frente de Pareto. La visualizacion del conjunto de soluciones
en el espacio objetivo necesita de técnicas especiales, tales como la proyeccién a un
espacio de menor dimensién y coordenadas paralelas [31].

En 1978, Bentley et al. [32] determinaron que en un conjunto de N vectores m-
dimensionales, generados de manera aleatoria, el nimero esperado de vectores no do-
minados es de orden O((logN)™™1).

Ademas, Farina y Amato [33] proponen la ecuacién (3.1) para determinar, en un
espacio de dimensién m, la proporcién e de vectores no comparables (segin la dominancia
de Pareto) con respecto a un vector dado. De acuerdo a la ecuacién (3.1) , a medida que
aumenta el nimero de objetivos, la proporciéon de soluciones no comparables con respecto
a una solucién determinada crece de manera exponencial.

2m —2
e=—m (3.1)

La ecuacién (3.1) también representa la forma en que se reduce la proporcién de so-
luciones que pueden dominar a una soluciéon determinada. Debido a esta reduccion, la
probabilidad de generar descendientes que dominen a sus ancestros disminuye de manera
exponencial. De esta manera, Farina y Amato explican cémo la dominancia de Pareto
puede resultar inadecuada para discriminar entre soluciones en espacios de busqueda con
muchos objetivos.

Teytaud et al. [31] compararon el limite inferior de tiempo computacional de ciertos
AEMOs con respecto al limite superior del tiempo requerido por una busqueda aleatoria,
analizando AEMOs que utilizan dominancia de Pareto para discriminar soluciones. El
analisis en [34] mostré que para los problemas considerados, cuando el niimero de objetivos
se incrementa, el peor tiempo computacional de la bisqueda aleatoria es muy similar al
mejor tiempo de los AEMOs estudiados. Por lo tanto, esos AEMOs son a lo mucho
equivalentes a una busqueda aleatoria cuando el ntimero de objetivos es grande.

Sin embargo, en anos recientes, algunos autores han manifestado que aumentar el
nimero de objetivos de un problema no necesariamente lo hace mas dificil. Brockhoff

Cinvestav Departamento de Computacién



Optimizacion evolutiva con muchos objetivos 21

et al. [35] realizaron un andlisis tedrico del tiempo de ejecucién de un AEMO en un
problema especifico y mostraron como, al aumentar el nimero de objetivos, el problema
puede volverse mas o menos complejo. En tanto, Schiitze et al. [30] llevaron a cabo un
estudio tedrico sobre la influencia del niimero de objetivos en la convergencia de un AEMO,
concluyendo que agregar mas objetivos a un problema puede hacerlo mas dificil, pero no
en todos los casos y no necesariamente de forma significativa.

3.2. Algoritmos evolutivos para la optimizacién con
muchos objetivos

A continuacion se presenta una clasificacion de los MaOEAs divididos en siete clases
de acuerdo a un estudio reciente [25]: basados en dominancia relajada, basados en diver-
sidad, basados en agregacion, basados en indicadores, basados en conjuntos de referencia,
basados en preferencias, y basados en reduccion de dimensionalidad.

3.2.1. Basados en dominancia relajada

El enfoque basado en dominancia relajada intenta relajar la definiciéon de dominancia e
incrementar la presién de seleccién hacia el frente de Pareto. Sin embargo, el incrementar la
presion de seleccién podria hacer mas dificil el mantener la diversidad. Para discriminar
entre soluciones y mejorar la presiéon de seleccion hacia el frente de Pareto, distintas
variantes de la dominancia de Pareto han sido propuestas, las cuales se pueden separar
en dos clases: dominancia basada en valores y dominancia basada en ntimeros.

Dominancia basada en valores

Estos métodos modifican la dominancia de Pareto cambiando los valores de los obje-
tivos de las soluciones cuando se comparan. Para ello se define un nuevo vector objetivo
que corresponde a F'(z) como G(x) = (g1(x), g2(2), ..., gm(2))*. Esta modificacién permite
ampliar el area dominada de las soluciones no dominadas de modo que algunas de ellas
son mas propensas a ser dominadas por otras.

Laumanns et al. [37] propusieron el concepto de dominancia—e. Tomando en cuenta
dos soluciones z,y € Q y € > 0, se dice que x e—domina y, si y sélo si Vi € {1,...,m},
(1 —¢€)fi(x) < fi(y). En este caso, g;(x) = (1 —€)fi(x) < fi(z), Vi € {1,...,m}. Basados
en el uso de la dominancia-¢, Deb et al. [33] propusieron un algoritmo con seleccién de
estado uniforme denominado e-AEMO. En e-AEMO, el espacio objetivo es dividido en
hipercajas, y a cada una se le asigna méas de una solucién. Las soluciones de diferentes
hipercajas son comparadas con base en la dominancia-e. Derivando el teorema de Sine,
Sato [39] propone un método para controlar el drea de dominancia de cada solucién, el
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cual se define de la siguiente manera:

r-sin(w; + S; - )
sin(wi + Sz . 7T)

gi(x) = (3.2)

En donde r es la norma de F(z),w; es el dangulo entre F'(z) y fi(y), S; es un parametro
definido por el usuario para controlar el grado de contraccién o expansién, y ¢; = 5; -
7. Ikeda [10] propuso otra variante de la dominancia de Pareto llamada dominancia-c.
Cuando se comparan dos soluciones en un objetivo, se toman en cuenta los valores de
todos los objetivos. Esto permite que una solucién domine a otra si es ligeramente inferior
a ella en un objetivo pero altamente superior en otro objetivo.

Dominancia basada en niimeros

Los métodos basados en ntmeros comparan las soluciones contando el nimero de
objetivos en donde una solucién es mejor, igual, o peor que otra. Farina y Amato [11]
proponen la dominancia-k. Para dos soluciones z,y € €2, ny, n., n,, representan la cantidad
de objetivos donde x es mejor que, igual, o peor que y, respectivamente. Se dice que x
domina-k a y si y s6lo si

My 2

e <
{ e (3.3)

En donde 0 < k£ < 1. Ademés, cuando k = 0, esta relacion de preferencia corresponde
a la dominancia de Pareto. La relacién de favour [12] es mas simple que la dominancia-k.
Una solucién es considerada superior que otra en términos de la relaciéon favour si ny > ne.
Zou propone la dominancia-L (LD) [13], la cual puede ser vista como una extensién de la
relacion favour [12]. En términos de la dominancia-L, se dice que  domina a y si y sélo
si

ny—ny =L>0NA|F(x)], <[[F(y)ll, (para cierta p) (3.4)

Una solucion es L-6ptima si no hay otra solucion que la domine con dominancia-
L. Zou [13] demuestra que la dominancia de Pareto implica la dominancia-L, pero la
dominancia-L no implica la dominancia de Pareto. Por lo tanto, el conjunto de L-éptimos
es un subconjunto del conjunto de éptimos de Pareto y a su vez un frente de L-éptimos
es un subconjunto del frente de Pareto.

Una de las ventajas de la dominancia basada en nimeros es que la normalizacién de
objetivos se hace automaticamente en la comparacion de elementos. Esto puede resultar
en mejoras significativas en la velocidad y simplicidad de los AEMOs [12].

3.2.2. Basados en diversidad

El enfoque basado en diversidad intenta mejorar el rendimiento de MaOEAs reducien-
do el efecto negativo del mantenimiento de diversidad.
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Adra y Fleming [11] presentan un mecanismo para administrar la diversidad nom-
brado DM1. DM1 determina si activar o no la promocion de diversidad de acuerdo a la
distribucion actual de la poblacién. La promocion de diversidad se desactiva cuando la
poblacién es excesivamente diversa. Usando un conjunto de funciones de prueba de 20
objetivos, NSGA-II/DM1 supera en la mayor parte de los casos a NSGA-II en términos
de convergencia y distribucion.

Recientemente, se propuso una estrategia llamada estimacién de densidad por despla-
zamiento (SDE por sus siglas en inglés) [15]. En especifico, cuando se mide la densidad
de un vecindario de soluciones, SDE desplaza la posicién de una solucién comparando su
convergencia con la de las demés soluciones. Asi, se toman en cuenta tanto la distribucion
como la informacién de la convergencia de las soluciones. Como resultado, esto puede
reducir el impacto negativo de las soluciones resistentes a la dominancia en un AEMO
basado en dominancia de Pareto.

3.2.3. Basados en agregacién

Estos métodos se dividen en dos clases: métodos basados en agregacion de informaciéon
individual, y métodos basados en agregacién de las comparaciones por pares.

Métodos basados en agregacién de informacion individual

Esta clase de métodos normalmente utilizan la agregacion de informacion individual
para comparar soluciones. Empleando una serie de vectores de pesos, se puede descompo-
ner un MaOP en muchos subproblemas de un objetivo, en donde cada uno corresponde a
un vector de peso [16]. Como no utilizan dominancia de Pareto, pueden resolver MaOPs.
Hay tres preguntas criticas con estos algoritmos: ; Qué funcion de agregacion se debe uti-
lizar?, ;jcomo definimos los vectores de peso?, ;jcémo actualizo la mejor solucién hasta el
momento para cada subproblema?.

Zhang y Li [2] propusieron un algoritmo evolutivo basado en descomposicion (MOEA /D).
Este AEMO transforma el POM original en varios problemas mono-objetivo (usando un
esquema de escalarizacién que se basa en el uso de pesos uniformemente distribuidos).
Este algoritmo empareja a cada una de las soluciones con un tnico vector de pesos. Cada
subproblema tiene un vecindario y es a través de él que se comparte informacion local
para encontrar las mejores soluciones de cada subproblema. Este esquema tiene dos be-
neficios: baja complejidad computacional y un mecanismo que mejora sus resultados con
el uso de la informacién de vecindarios locales. El como establecer los vectores de peso es
una cuestion clave ya que éste determina la direccién de busqueda. Hasta el momento, la
seleccion de los vectores de peso sigue siendo un tema de investigacion, aunque existen
varios métodos en la literatura especializada [17].

El desempeno de estos algoritmos depende en gran medida del conjunto de vectores
de peso utilizado y, sobre todo, de la funcién de agregacion que se desee implementar.
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Métodos basados en agregacién de las comparaciones por pares

En estos métodos, la aptitud de una solucién depende de las demaés soluciones. Para
una solucién x, su valor de aptitud es la agregacién de la comparacion de x y todas las
soluciones restantes en la poblacién.

Una descripcién general de estos métodos es la siguiente: APC(x) = agg(comp(z,y)),
en donde agg() es una funcién de agregaciéon. El deterioro global (global detriment (GD)
[18]), comp(x,y) se define como Y ;" max(fy(z) — fr(y),0). Un mecanismo similar es
utilizado en Profit (PF) [18], excepto que la calidad de la solucién es expresada de acuerdo
a su beneficio en lugar del detrimento. Los resultados en los problemas DTLZ con més
de 50 objetivos mostraron que estos enfoques se comportaron mejor que seis métodos de
asignacion de aptitud del estado del arte [19] en términos de calidad de convergencia.

Para la funcién de aptitud mazmin [50], agg es la funcién de maximizacion, si comp(x, y)
es definida como ming(fr(x) — fr(y),0). Entonces, una solucién es dominada (no domi-
nada, o débilmente dominada) si su valor de aptitud mazimin es mayor que (menor que,
igual a) cero. Menchaca y Coello [51] analizaron las propiedades de la funcién mazi-
min, y propusieron el algoritmo maximin-clustering multiobjective evolutionary algorithm
(MC-AEMO), que abarca tres operadores de seleccién, con el propdsito de superar las des-
ventajas de la funcion mazimin. Los resultados experimentales mostraron que MC-AEMO
es una buena eleccién para resolver POMs de baja y alta dimensionalidad.

3.2.4. Basados en indicadores

El enfoque basado en indicadores optimiza MaOPs guiandose por el valor de un in-
dicador de desempeno sobre un conjunto de soluciones, de tal forma que un mejor valor
del indicador significa que el conjunto de soluciones constituye una mejor aproximacion
del frente de Pareto verdadero. Estos métodos se pueden dividir en tres clases: basados
en hipervolumen, basados en indicadores de distancia, y basados en el indicador R2.

Algoritmos basados en hipervolumen

El indicador de hipervolumen es de los que méas han atraido la atencién debido a su
inherente consistencia con la definicién de dominancia de Pareto [52]. Emmerich et al.
[53] propusieron el S-metric selection evlutionary multiobjetive algorithm (SMS-EMOA)
en el cual se reemplaza el operador de agrupamiento, (crowding) del NSGA-II por el hi-
pervolumen, ademas de adoptarse una seleccién de estado uniforme. Este es un algoritmo
guiado por el gradiente del indicador de hipervolumen [51], en donde cada solucién a € A
es evaluada por su contribucién al hipervolumen: Congy(a, A) = Iyy — Igy(A\ {a}).
Este algoritmo obtiene muy buenos resultados en baja dimensionalidad. Su principal des-
ventaja es que su costo computacional se incrementa exponencialmente con el aumento
de la dimensién del espacio objetivo. Tal como describe [55], el tiempo de ejecucion del
SMS-EMOA es O(p2 %), en donde p es el tamafo de poblacién y m es el nimero de
objetivos.
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Bader y Zitzler [52] propusieron el hypervolumen estimation algorithm (HyPE) para
lidiar con el alto costo computacional del hipervolumen. En este caso, se calcula una
aproximaciéon del hipervolumen utilizando el método de Monte Carlo, permitiendo asi
un buen compromiso entre precisiéon y tiempo de computo. Resultados experimentales
muestran que HyPE alcanza un rendimiento competitivo en términos de hipervolumen en
los problemas de prueba de los conjuntos Deb- Thiele- Laumanns-Zitzler (DTLZ), Walking-
Fish-Group (WFG) y la mochila multi-objetivo (MKP, por sus siglas en inglés) para més
de 50 objetivos. Sin embargo, otros investigadores han reportado un desempeno pobre de
HyPE en problemas con muchos objetivos, lo que indica que su método de muestreo no es
muy efectivo (ver por ejemplo [50]). Calcular el valor exacto de este indicador implica un
muy alto costo computacional, por lo cual algunos investigadores prefieren utilizar otros
indicadores.

Algoritmos basados en indicadores de distancia

Estudios experimentales de estos algoritmos han demostrado que son bastante compe-
titivos. Bringmann [57] propone el approzimation-guided evolutionary algorithm (AGE)
que tiene como objetivo minimizar la evaluaciéon del indicador-a. Otro algoritmo es el
propuesto por Denysiuk [58] llamado many-objective differential evolution with mutation
restriction (MyO-DEMR) el cual es muy bueno en la evaluacién de IGD. El rendimiento
de estos algoritmos ha demostrado ser bastante competitivo. Por ejemplo, AGE presenta

mejores resultados arriba de 20 objetivos en términos del indicador-« y del hipervolumen
en comparacién con IBEA [59], NSGA-II [60], SMS-EMOA [61], y SPEA2 [62].

Algoritmos basados en el indicador R2

Manriquez propuso R2-MOGA y R2MODE [63] que integran el indicador R2 en una
version modificada del método de ordenamiento no dominado de Goldberg [(1]. Evalua-
ciones de estos algoritmos en los problemas DTLZ muestran que para més de 10 objetivos
presentan mejores resultados que SMS-EMOA, requiriendo un tiempo mucho menor. Otro
algoritmo basado en el indicador R2 es el presentado por Herndndez y Coello [65] llamado
many-objective metaheuristic based on R2 indicator (MOMBI) el cual alcanza un ren-
dimiento muy similar a los antes mencionados. Posteriormente, Herndndez y Coello [(0]
proponen una segunda version de MOMBI, llamado MOMBI-II el cual logra mejorar la
diversidad de las soluciones en problemas de muchos objetivos, en comparaciéon con su
versién anterior. Ademds, Phan y Suzuki [07] proponen R2-IBEA, el cual esta disenado
para obtener una buena aproximacion al frente de Pareto mediante la correccion de un
sesgo inherente en el indicador R2. El uso de el indicador R2 ha sido recomendado para
resolver problemas de més de cuatro objetivos [(3], ya que evaliia de manera simultanea
la convergencia y la diversidad del conjunto de soluciones.
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3.2.5. Basados en conjuntos de referencia

Este enfoque usa un conjunto de referencia para estimar la calidad de una solucion y
asi guiar el proceso de bisqueda. En este enfoque hay dos puntos clave: definir el conjunto
de referencia y el como utilizarlo para estimar la calidad de la poblaciéon. Estos algoritmos
los podemos clasificar en dos tipos: los que utilizan un conjunto de referencia reales, y los
que utilizan un conjunto de referencia virtuales.

Enfoque basado en conjunto de referencia reales

Praditwong y Yao [69] propusieron un algoritmo basado en el uso de dos archivos
(TAA), el cual separa las soluciones no dominadas de cada generacién en dos archivos,
llamados archivo de convergencia (AC) y archivo de diversidad (AD). En ellos se alma-
cenan las soluciones para promover convergencia y diversidad, respectivamente. Cuando
las soluciones totales de la union de AC y AD superan un cierto limite pre-establecido
por el usuario, las soluciones en AD con menor distancia hacia AC son removidas hasta
alcanzar el limite de soluciones. Estudios experimentales [70] mostraron que TAA supera
a otros MaOEAs del estado del arte de manera significativa en convergencia y muestra ser
competitivo en diversidad. La ultima variante de este algoritmo es (Two_Arch2) propuesto
por Wang [70].

Enfoque basado en un conjunto de referencia virtual

A diferencia de TAA, el NSGA-II para muchos objetivos (NSGA-III) [71] y tazi-cab
surface evolutionary algorithm (TC-SEA) [72] construyen un conjunto de referencia de
manera similar, pero se diferencian en sus mecanismos de selecciéon. Para escalar el NSGA-
IT a MaOPs, se reemplaza la distancia de agrupamiento (crowding) que es un operador
para preservar la diversidad, por una estrategia de preservacion de nichos basada en un
conjunto de referencia [71]. NSGA-III tiene un buen desempeno en problemas de mas de
10 objetivos [71]. E1 TC-SEA [72] difiere respecto a NSGA-III en tres aspectos. Primero,
TC-SEA construye el conjunto de referencia durante la ejecucién, mientras que NSGA-III
usa un conjunto de referencia predefinido. Segundo, TC-SEA asocia soluciones al conjunto
de referencia de acuerdo a su valor TC en lugar de la distancia ortogonal como en NSGA-
ITI. Tercero, TC-SEA usa la clasificacién de los valores TC como segundo criterio de
seleccion.

3.2.6. Basados en preferencias

Para aproximar el frente de Pareto usando MaOEAs, necesitamos incrementar el ta-
maino de poblacién de manera exponencial en términos de la dimensionalidad del espacio
objetivo [73]. Sin embargo, en la mayoria de las aplicaciones de MaOPs del mundo real, el
tamano de la poblacién estd muy limitado en comparacion con la cantidad de soluciones
necesarias para un resultado significativo [74]. Por ello, se considera una buena idea el
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enfocarse en un subconjunto del frente de Pareto de acuerdo a las preferencias del usuario.
Este tipo de enfoques ya ha sido discutido en la literatura especializada [73].

Hay dos puntos claves en los enfoques basados en preferencias: qué modelo de preferen-
cia utilizar y cuando integrar la informacién sobre las preferencia del usuario. Existe una
gran variedad de modelos de preferencias, tales como especificacion de metas, compromiso
entre objetivos, objetivos con preferencias, entre otros [71]. De acuerdo al momento en el
que se integra la informacion de las preferencias en el proceso de optimizacién, se pueden
definir tres clases de algoritmos [75, 70]:

» Algoritmos a priori (antes de la bisqueda): La informacién sobre las preferen-
cias se configura antes de la bisqueda, y éstas guian la convergencia de la poblacién
hacia la regién de interés del frente de Pareto [77, 78, 79, 80].

» Algoritmos interactivos (durante la bisqueda): Durante el proceso de opti-
mizacién se le pide al tomador de decisiones la informacién de las preferencias de
manera interactiva para dirigir la busqueda hacia una cierta regién del frente de
Pareto [31, 82, 83, 84, 76, 85]

» Algoritmos a posteriori (después de la biisqueda): Las preferencias son in-
troducidas al final del proceso de optimizacion y es hasta entonces que se aplican al
conjunto que aproxima al frente de Pareto [36, 87, 88, 89].

3.2.7. Basados en reduccion de dimensionalidad

El enfoque de reduccién de la dimensionalidad trata de reducir el niimero de objetivos
y cambiar el MaOP a uno con menos objetivos. Este tipo de enfoques se pueden clasificar
de acuerdo al momento en el que se incorpora una técnica de reduccién de dimensionalidad
en el proceso de optimizacion en dos grandes grupos: en linea y fuera de linea.

Reduccién de dimensionalidad fuera de linea

En los métodos fuera de linea, la reduccion de dimensinalidad toma accién al obtener
un conjunto de éptimos de Pareto. De acuerdo a la técnica de reduccién de dimensiona-
lidad utilizada se pueden clasificar estos algoritmos en tres clases:

= Métodos basados en correlacién: Esta técnica consiste en examinar la correla-
cién entre los objetivos. Saxena [90] propuso L-PCA basado en anélisis de compo-
nentes principales para reduccién lineal y NL-MVU-PCA basado en despliegue de
maxima varianza para reduccion no lineal.

= Métodos basados en estructuras de dominancia: Estos métodos permiten
reducir el nimero de objetivos considerando la relaciéon de dominancia entre las
soluciones obtenidas en una ejecucién de un MaOEA. Brockhoff y Zitzler [91] pro-
pusieron una heuristica que de manera iterativa combina dos objetivos usando un
método de combinacion ponderada. El método demostrd ser altamente 1til para
reducir la pérdida de informacion.
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» Métodos basados en seleccién de caracteristicas: Jaimes y Coello [92] propu-
sieron dos algoritmos para reducir el nimero de objetivos basandose en una técnica
de seleccion de caracteristicas de Mitra [93] Ambos métodos seleccionan objetivos
esenciales conforme la correlacién entre cada par de objetivos de modo que se des-
cartan menos objetivos en conflicto.

Reduccién de dimensionalidad en linea

Con la obtencion de conjuntos de soluciones de forma iterativa e invocando la técnica
de reduccién de dimensionalidad, el nimero de objetivos puede ser reducido gradualmen-
te durante el proceso de busqueda. Hasta el momento [91], todos los frentes de Pareto
de algoritmos con reduccién de dimensionalidad en linea siguen un patrén basado en co-
rrelacién. C-PCA-NSGA-IT [95], MVU-PCA-NSGA-II [95] y PCA-NSGA-IT [96] usan la
misma base para obtener conjuntos de soluciones de manera iterativa y reducir los obje-
tivos utilizando informacién de correlacién [95, 96].

En general, los métodos de reduccién de dimensionalidad pueden reducir de manera
significativa el costo computacional pero pierden algo de informacion a causa de la reduc-
cién del nimero de objetivos.

Como pudo verse en este capitulo, existe una amplia gama de técnicas con las cuales un
AEMO puede resolver adecuadamente problemas con muchas funciones objetivo. Eviden-
temente, cada uno de estos enfoques presentan ciertas ventajas, pero a la vez, conllevan
ciertas desventajas. Buscando contar con una técnica simple de implementar y en la que
resultara facil acoplar un optimizador mono-objetivo, decidimos adoptar un método de
descomposicion para fines del algoritmo que se propone en esta tesis, tal y como se detalla
en el capitulo siguiente.
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Algoritmo propuesto

En este capitulo se describe el MOPSO propuesto como parte del trabajo de tesis, el cual
se puede usar para resolver problemas de optimizaciéon multi-objetivo (POMs) continuos
y sin restricciones con pocas o muchas funciones objetivo. Dicho algoritmo esta basado
en descomposicion y su caracteristica mas representativa es que utiliza la férmula de
velocidad del SPSO2011, la cual le atribuye al algoritmo la propiedad de ser invariante a la
rotaciéon. El algoritmo que presentamos, se denomina decomposition-based multi-objective
particle swarm optimization algorithm based on SPS0O2011 (DMOPSO11).

Este capitulo se divide en 5 secciones en las que se describe a detalle el funcionamiento
del DMOPSO11, a partir del algoritmo 7. En la primera seccién se muestra la notacion
necesaria para la explicacion del algoritmo. La seccién 2 explica todos los aspectos rela-
cionados con la inicializacién del algoritmo. En la seccion 3 se explica la actualizacion de
las mejores particulas globales. La seccién 4 describe el proceso para actualizar la posi-
cion de cada particula. Por ultimo, la seccién 5 explica cémo se actualiza el mejor personal.

4.1. Notacidén necesaria

En esta seccion se presenta la notacion necesaria y el pseudocddigo del DMOPSO11, esto
con el fin de dar un correcto seguimiento a la explicacion del DMOPSO11 a lo largo de
este capitulo. La notacion es la siguiente:

» ¢t : Generacion actual dentro del algoritmo.
= N : Tamano de la poblacién.

W : Vector que almacena los N vectores de peso.

= v; : i-ésimo vector de peso dentro de W, donde i =1,.., N.

P! : Ctimulo de particulas, de tamafnio N, en la generacion ¢

» 7, : Posicién de la i-ésima particula dentro del cimulo P°.
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= v; : Velocidad de la i-ésima particula.

= q; : Edad de la i-ésima particula.

» 2, : Mejor posicién personal de la i-ésima particula.

» 25, : Mejor posicién del lider de la i-ésima particula.

» ;. - Evaluacion de la i-ésima particula.

s (Gbest : Conjunto que almacena a los posibles lideres.

s 7T : Tamano del vecindario.

= B, : Vecindario de la particula .

» T, : Edad maxima permitida para una particula.

s 2* : Vector ideal.

» 2" . Vector nadir.

= Lk : Nimero de objetivos del POM.

= superior; : Valor superior que puede alcanzar la variable j.

» inferior; : Valor inferior que puede alcanzar la variable j.

numVars : Numero de variables del POM.

Cinvestav Departamento de Computacién



Algoritmo propuesto 31

Cinvestav Departamento de Computacién



32 Capitulo 4

Algoritmo 7: Pseudocddigo del DMOPSO11

1 inicio
2 t=20
3 Generar conjunto de N vectores de peso W = {w1,...wN}
4 Generar los vecindarios B; (donde i = 1,.., N)
5 Generar ctimulo P! = {x1,...,xx} de N particulas
6 Inicializar la velocidad v; y la edad a; para cada particula x; (donde i =1,.., N)
7 Evaluar las N particulas e iniciamos los vectores z*, 2744
8 Definir el mejor personal: xp; = x;, Gbest = ()
9 mientras t < Gmaz hacer
10 Actualizar Gbest
11 para cada Particula x; hacer
12 Actualizar el lider zy,;
13 si (a;' < T,) entonces
14 Actualizar y Ajustar v;'*!
15 Calcular la nueva posicién x;t+!
16 Mutar z;t1
17 fin
18 en otro caso
19 Reiniciar la edad de la particula a;/Tt =0
20 Reiniciar la posicién ;'
21 fin
22 Evaluar la particula, obtener F(z;/*1)
23 si (g(xi|w;, 2%, 2") < g(@ppi|w;, 2%, 2"%?) ) entonces
24 Actualizar la mejor posiciéon personal xp;; = x;
25 Reiniciar la edad de la particula a;/Tt =0
26 fin
27 en otro caso
28 ‘ Aumentar la edad de la particula a;/ T = a;t + 1
29 fin
30 si a;' # 0 entonces
31 para cada Particula x; € B; hacer
32 si (g(xi|wj, 2%, 2") < g(xpp j|lw;, 2%, 2") ) entonces
33 Actualizar la mejor posicién personal de la particula vecina
Slipb’j = X;
34 Reiniciar la edad de la particula vecina ajt+1 =0
35 fin
36 fin
37 fin
38 Actualizamos z* y z"e¢
39 fin
40 t—t+1
41 fin
42 Reporta las particulas almacenadas en Gbest
43 fin
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4.2. Iniciando el DMOPSO11

Nuestro algoritmo utiliza el enfoque de descomposicion. Esto significa que el problema de
optimizacién multi-objetivo se transforma en un conjunto de subproblemas de optimiza-
cion escalar, de tal manera que la solucién de cada subproblema represente una region
distinta del frente de Pareto. Para llevar esto a cabo, se define una funciéon de escalari-
zacién. En nuestro caso, adoptamos la achievement scalarizing function (ASF) propuesta
por Miettinen [97] debido a que ha demostrado tener varias ventajas en comparacién con
otras técnicas de escalarizacion como se indica en [97]. Es por esta razén que implemen-

tamos ASF en DMOPSO11.

Dentro del algoritmo, el Gbest; corresponde a la solucion del i-ésimo subproblema, siendo
Gbest el contenedor del conjunto de soluciones que avanzan hacia el conjunto 6ptimo de
Pareto durante la minimizacién. Dicho lo anterior, podemos explicar los pasos para la
inicializacion del algoritmo:

» Inicializar los vectores de peso:
Se define un conjunto W de tamano N de vectores de peso de dimension k bien
distribuidos utilizando el método de simplez-lattice.

» Inicializa los vecindarios B;:
B; almacena los T indices de los vecinos de la particula i (B; = B, j, ..., Bir). Para
asignar el indice j al vecindario B; el vector de peso w; debe ser parte de los T’
vecinos mas cercanos al vector de peso w;.

= Inicializar la poblacién:
El conjunto de N particulas P* = {x1,...,2y} se inicializa de manera aleatoria
con una distribucién uniforme y se establece una velocidad de v; ; = 0 para cada
particula 7, considerando j = {1, ..., k}.

= Evalia la poblacion:
Cada particula en P es evaluada usando: z; oy = F(z;) = {f1(24), ..., fu(xi)}.

» Iniciamos los vectores z* y 2"
*
o

Si fj(z;") < z;* entonces z;* = f;(x;") (para j =1,..., k)

Znad .

Si fi(x;') > 2" entonces z;"% = f;(x;') (para j =1,..., k)

= Define la mejor posicion personal para cada particula:
Tpb,i = Tj-

= Define el conjunto de mejores posiciones globales Gbest:
Gbest = ().
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4.3. Actualizando la posicion de cada particula

Esta es la parte mas significativa del DMOPSO11. En esta etapa el algoritmo implementa
la férmula de velocidad del SPSO2011 que es la que representa el motor de busqueda. Se
implementa el coeficiente de constriccién propuesto en SMPSO [95] el cual permite evitar
sesgos en la velocidad con el propodsito de mejorar el desempenio en problemas multi-
modales. Ademsds, se utiliza un mecanismo propuesto en dMOPSO [1] para reinicializar
la particula en caso de que ésta ya no esté obteniendo buenos resultados. A continuacion
se explica paso a paso el proceso para actualizar la posicion de una particula.

En caso de que la edad de la particula no haya alcanzado el méaximo, esto es que
a; < T,, la velocidad y posicién de una particula se actualizan de la siguiente manera:

= Seleccién del lider:
Como ya se ha mencionado, el lider se selecciona del conjunto Gbest. Esto se hace
de dos maneras: 50 % de las veces se selecciona al azar entre todo el conjunto Gbest,
y el otro 50 % se toma de igual forma al azar pero de los indices que representan los
subproblemas vecinos. Lo anterior es con el propdsito de balancear un poco mas la
diversidad en este proceso.

= Actualiza velocidad y posicién:
Primero se establecen los coeficientes C; y C; de manera aleatoria en el rango
[1.5,2.5], esto es para que el coeficiente de constriccién pueda ser calculado de la
siguiente manera:

2
= 4.1
S g (4.1)
en donde:
_ Cl+02 S?Ol+02>4 (42)
4 SlOl+CQ§4

Se define un centro de gravedad (G;) el cual se construye con base en tres puntos: la
posicién actual de la particula (z;(t)), un punto (P;) ligeramente alejado del (p;(t))
y otro (L;) ligeramente alejado del (/;(t)), de la siguiente manera:

Py = z;(t) + C1U1 Q(pi(t) — 74(1))
Li = zi(t) + CoUs Q(Li(t) — wi(t))

G = xi(t)+3P¢+Li
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Siendo U, y U, ntimeros en el rango [0.0,1.0]. Después se define un punto z; dentro
de una hiper-esfera de centro G; y radio ||G; — ;]|

/

z; = Hy(Gi, |Gy — zi]])
Entonces, la velocidad se actualiza:

vi(t + 1) = x(woi(t) + x; — 24(t))

Después se ajusta en caso de que la velocidad se pase de los limites permitidos de
la siguiente manera:

5]‘ si Ui,j(t) > 5]‘
v;;(t) = ¢ —9; si v ;(t) < =6 (4.3)

v; j(t) caso contrario

en donde:

(superior; — in ferior;)

0; = 4.4

J 2 ( )
Por 1ltimo, la nueva posicién se asigna de la siguiente manera:

= Se aplica mutacién: Cada particula es mutada usando mutacién polinomial [99], con
probabilidad de numlvws

En caso de que la edad de la velocidad de la particula alcance el méaximo, esto es que
a; > T,, la posicién se actualiza de la siguiente manera:

= Reinicia velocidad y edad:

t+1
v = 1
t+1

a;; = 0

para cada j =1,..., k
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= Reinicia posicién:
95 % de las veces se reinicia:

Zibsi,j + Tpbjij
xf?l = N(%, Tivij — Tpbijl) (4.5)
el 5% restante se reinicia:
Libyi,j — Lpbyi,j
ot = N(=2 220 a5 — T ) (4.6)

2

4.4. Actualizando la mejor posicion personal y el con-
junto Gbest

Las lineas 26 y 27 del algoritmo 7 corresponden a la actualizacién de la mejor posicion
personal. En este paso se compara el desempeno de la nueva posicién de la particula con-
tra el de la mejor posicién personal que ha tenido hasta ese momento en el subproblema
que le corresponde. En caso de que la nueva posiciéon sea mejor que la anterior, la nueva
posicion pasa a tomar su lugar, es decir:

si

*x nad *  ,nad
g(xz|wl72 y % ) <g(ajpb,i‘wiaz ) 2 )
para
oo o omady — g oad=1 {1 |fi@)=z]
g(xi|w;, 2%, 2" = maxl: {wm_ e —
Ny, »* smad) — g=1 [ 1 |fi(@mi)=2f
g(xpyi|wy, 2, 2" = maxl; {wi’j el
entonces
Tpbi = X5

Esta informacién personal debe ser compartida con el fin de que pueda mejorar la
busqueda de otras particulas. Considerando que cada particula busca solucionar un pro-
blema escalar en particular enfocandose en una regién en particular, se establecié que
cada particula compartiese su mejor posicion personal con sus T-vecinos mas cercanos;
asi es mas probable que le sea de utilidad a los vecinos. El problema que surge es que la
diversidad se puede llegar a perder de manera prematura en ciertos casos en los que la
mejor posicién personal sea compartido por varias particulas debido a una posible resis-
tencia a la dominancia. De acuerdo a esta conjetura, se opto por solo compartir su mejor
posicion si y solo si fracasdé al mejorar su mejor posicién personal durante la iteracion
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actual. Por lo tanto, en la mayoria de los casos estd compartiendo posiciones cercanas a
su mejor posicion.

El conjunto Gbest es el que almacena las soluciones que minimizan cada subproblema
y del cual también se seleccionan los lideres durante la optimizacion. Gbest se actualiza
al inicio de la iteracion, el algoritmo 8 describe la manera en la que se efectia la actuali-
zacion de Gbest.

Algoritmo 8: ActualizaGbest

1 inicio

2 Gbest = )

3 para cada w; € W hacer

4 Gbest = Gbest U {:Uj|’ril€i]gg(a:j|wi, z*, znad)}
z;

5 P! = P\ z;
6 fin

7 Regresa Gbest
8 fin
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Capitulo 5

Estudio experimental

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos en la evaluacion del algoritmo pro-
puesto, el cual decidimos llamar decomposition-based multi-objective particle swarm opti-
mization algorithm based on SPS0O2011 (DMOPSO11). Se evalu6 DMOPSO11 tomando
en cuenta diferentes problemas de prueba que representan frentes de Pareto con diferen-
tes caracteristicas incluyendo frentes céncavos, convexos, discontinuos, y multi-frontales.
Entre las familias de problemas de prueba adoptadas estan el conjunto Zitzler-Deb-Thiele
(ZDT) que consiste de problemas de dos objetivos, sin incluir ZDT5 que es un problema
con variables discretas. También adoptamos los conjuntos Deb-Thiele- Laumanns-Zitzler
(DTLZ) y Walking-Fish-Group (WFG). Las tres familias de prueba utilizadas (ZDT,
DTLZ y WFG) se encuentran descritas en el apéndice A . Por tltimo, se midié la es-
calabilidad de dos a diez objetivos con DTLZ2. Para evaluar el desempeno de nuestra
propuesta los resultados han sido medidos con los indicadores que se describen en el
apéndice B, y comparamos los resultados con respecto a un AEMO del estado del arte
multiobjective evolutionary algorithm based on decomposition (MOEA/D) [2]. También se
compararon resultados con respecto a dos MOPSOs del estado del arte: Speed-constrained
Multi-objective PSO (SMPSO) [3] y decomposition-based multi-objective particle swarm
optimizer (AMOPSO) [1]. En la seccién 5.1 se explica la metodologia y configuracién de
los problemas de prueba de la experimentacion. En la seccién 5.2 se explican los parame-
tros utilizados en cada algoritmo. Por 1ltimo, en la seccién 5.3 se presentan los resulta-
dos obtenidos, el andlisis de escalabilidad y la comparaciéon de resultados con respecto a
MOEA/D, SMPSO y dMOPSO.

5.1. Diseno experimental

El principal objetivo de este capitulo es evaluar el algoritmo propuesto (DMOPSO11) al
resolver problemas de optimizacién multi-objetivo (POMs) para encontrar sus ventajas
y desventajas en comparacion con AEMOs y MOPSOs representativos del estado del ar-
te. Para ello, se propuso comparar DMOPSO11 contra MOEA/D que es un algoritmo
genético multiobjetivo basado en descomposicién. Asi también se compara contra dos
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MOPSOs del estado del arte: SMPSO y dMOPSO. Se utilizaron 21 problemas de prueba
correspondientes a los conjuntos ZDT, DTLZ y WFG. El conjunto ZDT se adoptd con
dos objetivos, mientras que los conjuntos DTLZ y WFG se adoptaron con tres objetivos.
Ademas, se presenta un analisis de escalabilidad utilizando DTLZ2 con 2 a 10 objetivos.
Para lograr resultados mas confiables, cada AEMO se ejecuté 30 veces para solucionar
cada instancia del problema, reportandose la media y la desviacién estandar de los indi-
cadores Iyy, I1gpy e Ig presentados en el apéndice B.

Tabla 5.1: Parametros utilizados en los problemas de prueba

ZDT1-3 7ZDT4, Z2DT6 DTLZ1-6 DTLZ7 WFG1-9

— 10 k=20 k=2(m—1)
n = 30 n =10 n—mtk n—mik =20
o o n==k-+1

Para evaluar el desempenio de un AEMO es necesario utilizar distintos indicadores de
desempeno, los cuales nos permitan ver su capacidad de convergencia y distribucién de
las soluciones. Para medir el desempeno en convergencia se utilizaron dos indicadores:
el hipervolumen (Iyy) y la distancia generacional invertida méas (I;¢p+ ). Para medir la
distribucion se utiliz6 el indicador de espaciamiento (Ig). El nimero de variables (n) uti-
lizado para cada POM se presenta en la tabla 5.1. En la tabla 5.2 se muestran los puntos
de referencia en el espacio objetivo utilizados para calcular el hipervolumen de las solu-
ciones obtenidas en cada problema. Para calcular la distancia generacional invertida mas
se utilizaron 10, 000m muestras del frente de Pareto verdadero obtenidos del repositorio
de EMOO [100].

Tabla 5.2: Puntos de referencia utilizados para calcular el hipervolumen en cada problema de
prueba de m objetivos.

Problema de prueba Puntos de referencia r = [rq, ..., 7]

ZDT1-6 [1.1, 1.1]
DTLZ1 1., 1]
DTLZ2,DTLZ4 2,...,2]
DTLZ3 [7,..,7]
DTLZ5 [4,...,4]
DTLZ6 [11,...,11]
DTLZ7 [1,..,1,2m)]
WFG1-9 3,5,7, ..., 2m + 1]
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5.2. Parametros utilizados

En esta seccion se presentan los parametros utilizados en la fase experimental, los cuales
se muestran en la tabla 5.3. En el caso de MOEA/D [2], SMPSO [3] y dAMOPSO [1] se
utilizaron los valores recomendados por sus respectivos autores. DMOPSO11, SMPSO y
dMOPSO utilizan los parametros propios de un PSO como el factor inercial w, el coe-
ficiente personal y social, ¢; y ¢o respectivamente. En el caso de DMOPSO11, también
se utilizan algunos parametros adicionales a los de un PSO, tales como el tamano del
vecindario 1" porque utiliza vecindarios para compartir la informacion entre particulas.
Asi mismo, se agrega el parametro marAge ya que utiliza una férmula para reiniciar
particulas en caso de que éstas no presenten mejoria en un nimero determinado de gene-
raciones. Por ltimo, como DMOPSO11 utiliza mutacién polinomial, se tienen que definir
la probabilidad de mutacién P, y el indice de distribucion 7,,.

Tabla 5.3: Valores de los pardmetros de cada AEMO

DMOPSO11  MOEA/D SMPSO dMOPSO
w=05 P,=10 w=0(10,50) w=0U(L0,4.0)
1 =U(1.5,25) P,=1/n ¢l =U(1525) cl=U(15,25)
2=U(15,25 1n.=20 2=U(1525) 2=U(15,25)
rl=0U(0,1) 5,=20 r1=U(0,1) r1=U(0,1)
U(,1)
2

r2=0(0,1) T=20 r2=U0(01)  r2=U(0,

T =20 maxAge =
maxrAge = 2
P,=1/n
Nm = 20

En la tabla 5.4 se muestra el tamano de la poblacién y el nimero de generaciones
para cada nimero de objetivos que utiliza cada AEMO al resolver los problemas ZDT,
DTLZ y WFG. El tamano de la poblacién utilizado para la experimentacién no crece
de manera significativa al aumentar el nimero de objetivos. Lo anterior se debe a que
estos algoritmos basados en descomposicion establecen el tamano de poblacion segun la
cantidad de vectores de peso generados, siendo estos ultimos los que siguen un incremento
no lineal en cuanto a la cantidad de objetivos.
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Tabla 5.4: Tamano de poblacién y nimero de generaciones utilizados en la ejecucién de los
algoritmos para cada nimero de objetivos

Numero Tamano Numero Total de evaluaciones
de objetivos de la poblaciéon de generaciones de la funcién objetivo

2 100 220 22000

3 120 230 27600

4 120 240 28800

5 126 250 31500

6 126 260 32760

7 210 270 56700

8 120 280 33600

9 165 290 47850

10 220 300 66000

5.3. Resultados experimentales

En esta seccién se presentan las tablas comparativas, resultado de la experimentacion.
Siguiendo los criterios mencionados en las secciones anteriores, cada renglén representa
un POM, y cada columna representa un AEMO. La comparativa consiste en mostrar la
media y desviacién estandar de cada 30 ejecuciones por algoritmo y por problema de prue-
ba. En la comparativa se muestra con color oscuro el mejor resultado para dicho POM,
en color un poco menos obscuro se muestra el segundo lugar, y los lugares siguientes se
muestran sin color.
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Tabla 5.5: Hipervolumen obtenido por los algoritmos DMOPSO11, MOEAD, SMPSO, dMOP-
SO. Se muestra la media y desviacion estandar de 30 ejecuciones independientes.

. DMOPSO11 MOEAD SMPSO dMOPSO
MOP(objs) . . . .
medias medias medias medias
ZDT1(2) 0.8706410.000053 0.831847¢.012772 0.8716840.000163 0.8703050.000112
ZDT2(2) 0.5375510.000118 0.4940070.014351 0.5385280.000088 0.4664470.159407
ZDT3(2) 1.3252670.000864 1.140106¢.058229 1.3212930.021988 1.3221730.000741
ZDT4(2) 0.863952¢.017279 0.3145660.196986 0.8713020.000190 0.6661900.335396
ZDT6(2) 0.5030470.000291 0.503911¢.002135 0.5044270.000063 0.5045210.000000
DTLZ1(3) 1.1336179.215363 1.1773590.171492 1.2745300.040679 1.2491860.020505
DTLZ2(3) 7.3982770.002588 7.391139¢.002021 7.3575310.009388 7.3428860.009425
DTLZ3(3) 330.64828520.048380 325.35690339 676968 339.56964110.460958 339.5834962 325715
DTLZ4(3 7.3999400.002736 7.3809460.033694 7.3650680.012247 7.3179870.018891

)
DTLZ5(3) 59.8481940.002602 59.5517920.028151 59.8715780.000882 59.086609¢.122005
DTLZ6(3) 1318.197754¢.262310  1315.7000730.026053 | 1318.952881¢ 604887 1312.1812740 098589

DTLZ7(3) 1.530219¢.328318 1.3430620 214468 1.7596330.022443 1.7053160.007326
WFG1(3) 12.2503580.286142 14.1222870.160757 13.6810600.117514 14.1040100.192318
WFG2(3) 43.1863670.318696 43.9230730.661161 41.9870570.581168 41.7823910.449564
WFG3(3) 28.3233570.194113 27.8907740.542063 26.853992¢.495140 27.2855510.396714
WFG4(3) 19.2410300.171245 17.5605110.461082 17.6706750.350208 19.0457630.271522
WFEG5(3) 20.7174870.154631 19.981394¢.158174 17.491659¢.678050 18.595472¢ 375606
WFG6(3) 20.8604150. 427278 18.6640700.505660 20.0820640.602030 18.7689290.615580
WFG7(3) 19.668215¢.219730 18.3834130.623228 15.2066460 585685 15.3294560.360951
WFGS8(3) 15.9190490 208065 12.7169680.609613 11.6017470.444535 11.781309¢0.378755
(3)

20.6477260.342840 18.166241¢.359171 18.9288770.708821 18.590422¢ 557479

En problemas con dos objetivos podemos ver que DMOPSO11 obtuvo la mejor con-
vergencia en ZDT3 de acuerdo a los indicadores Iy e Ijgps (ver tablas 5.5y 5.6). Este
problema tiene un frente de Pareto discontinuo y convexo. En los problemas restantes del
conjunto ZDT, DMOPSO11 se muestra competitivo en cuanto a convergencia. En cuanto
a la distribucién, el indicador Is muestra que DMOPSO11 no tiene un buen desempeno
comparado contra los otros AEMOs. Sin embargo, en ZDT3 es superior que dMOPSO y
MOEA/D, aunque es superado por SMPSO.

En problemas con tres objetivos tenemos mas variabilidad, al tener mas instancias
disponibles. Comenzaremos con la convergencia en los problemas del conjunto DTLZ.
En este caso, podemos decir que el desempeno se muestra mejor que otros AEMOs al
resolver DTLZ4. Este problema tiene un frente de Pareto concavo, separable y multi-
modal. Continuando con la convergencia, se puede decir que DMOPSO11 es competitivo
en DTLZ1-3,DTLZ5 y DTLZ6 siendo en algunos casos el mejor, y en otros el segundo
mejor. Sin embargo, en DTLZ7 no logra una buena convergencia en comparacién con los
otros AEMOs. En cuanto a la distribucion se puede ver que DMOPSO11 es competitivo
en DTLZ4-7. En cuanto a los problemas del conjunto WFG, podemos ver que a DMOP-
SO11 le va muy bien con excepcién de WFG1 que es un problema en el cual las soluciones
tienen una distribucién polinomial y algunas regiones planas. En problemas con tres ob-
jetivos podemos ver que DMOPSO11 es competitivo en cuanto a convergencia, aunque
no logra un buen desempeno en su distribucién de soluciones a lo largo del frente de Pareto.
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Tabla 5.6: IGD+ obtenido por los algoritmos DMOPSO11, MOEAD, SMPSO, dMOPSO. Se
muestra la media y desviacién estdndar de 30 ejecuciones independientes.

Tabla 5.7: Espaciado obtenido por los algoritmos DMOPSO11, MOEAD, SMPSO, dMOPSO.
Se muestra la media y desviacién estandar de 30 ejecuciones independientes.

MOP(objs)

DMOPSO11
medias

MOEAD
medias

SMPSO
medias

dMOPSO
medias

0.002379¢.000014

0.0043440.012396

[10:0024200:500034"| 0-0265560.00s198

0.0224650.007451
0.0877870.030168
0.5181920.276710

0.0025770.000085

0.002792¢.003405

0.0025600.000054
0.0579160.123551
0.0037650.000125
0.1804360.293198

ZDT6(2) 0.002156¢.000018  0.0025080.001595  0.0020910.000045

DTLZ1(3) 4.7590156.692617 0.0299860.022419  0.2685191.296567
DTLZ2(3) = 0.0289790.000718 0.0416860.003794  0.0328700.001324
DTLZ3(3) 8.21322415.182057 ~ 0.0320520.019029 0.9126814 473670
DTLZ4(3) 0.0335370.010111  0.0395250.004317  0.0516330.004951
DTLZ5(3)  0.0043430.000331  0.0032030.000246 0.0060110.000396
DTLZ6(3)  0.0025600.000052 ~ 0.0025400.000005 0.0052100.000145
DTLZ7(3)  0.18891lp.213974  0.2258670.190409 0.0594000.001021

1.6782430.022170

0.1937360.003971

1.489192¢.009094
0.1631850.027729
0.2371240.033642
0.2241640.015807
0.1559160.003801
0.2027830.012983
0.1911750.014450
0.410519¢.033855
0.2129520.010399

1.5204480.006062
0.2160670.076383
0.2864720.030900
0.2347310.045011
0.3071310.044234
0.1778020.015696
0.3301630.020931
0.5345150.029651
0.2205020.050084

0.2585480.034967
0.2373800.029030

0.2198870.016965
0.2052820.016540
0.3217970.013809
0.5217710.026715
0.218729¢.027604

. DMOPSO11 MOEAD SMPSO dMOPSO
MOP(objs) . . . .
medias mediaqs medias medias

ZDT1(2) 0.0058270.000181 0.0109750.000659 0.0050230.000065
ZDT2(2) 0.0046970.000169 0.0077680.001349 0.0038630.001726
ZDT3(2) 0.0170020.007336 0.0257880.002633 0.0175500.000221
ZDT4(2) 1.4791662.820395 0.1037930.270411 0.003526¢0.002137
ZDT6(2) 0.0035990.000289 0.0033550.000404 0.054321¢.097543

DTLZ1(3) 9.85858317.583652 0.6656910 825877  1.2541152 746904

DTLZ2(3) 0.0807920.059514 0.0609990.000966 =~ 0.049947¢. 004557

DTLZ3(3) 29.69188332.615368 = 0.8424444 337411 1.3228833.099600

DTLZ4(3) 0.0598160.033370 0.062295¢0.021831 0.112101¢.059762
DTLZ5(3) 0.0086100.000876 0.0087810.000182 0.1953420.008317
DTLZ6(3) 0.008466¢.000239 0.0086780.000055 0.1741080.008636
DTLZ7(3) 0.0789740.029249 0.081097¢.026975 0.156642¢.002784
WFG1(3) 0.4630780.032008 0.1620960.027766  0.163912¢.016085

WFG2(3) 0.199231¢.041542 0.1991209.026896 = 0.150021¢.015228
WFG3(3) 0.1301620.006233 0.1480980.007977 0.1767410.006913
WFGA4(3) 0.2757630.017682 0.3018990.010604 0.2094590.006101
WFG5(3) 0.252125¢.012697 0.2605880.005665 0.2269860.011530
WFG6(3) 0.2853620.013421 0.2609730.012721 0.214119¢.008546
WFGT7(3) 0.2657500.017032 0.2856950.008634 0.2161970.009045
WFGS8(3) 0.2617610.013097 0.2817930.011302 0.2243740.011319
WFG9(3) 0.2555750.011560 0.2583630.009666 0.2360460.016295

En la tabla 5.5 se muestra la comparativa en cuanto al estudio de escalabilidad de dos
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a 10 objetivos utilizando en el problema DTLZ2. Es notable en la seccion de hipervolu-
men que DMOPSO11 escala muy bien, siendo mejor que los otros AEMOs. Sin embargo,
como no logra ser competitivo en cuanto a la distribucién de las soluciones, esto afecta al
indicador IGD+.

En la figura 5.1 se pueden visualizar los resultados obtenidos por los AEMOs conside-
rados para el experimento. Para cada imagen se seleccion6 la mediana de las 30 ejecuciones
independientes realizadas con respecto al hipervolumen. Se procedié de esta misma ma-
nera para los resultados mostrados en las figuras 5.2, 5.3, 5.4 y 5.5.

Tabla 5.8: Hipervolumen, IGD+ y espaciado obtenido por los algoritmos DMOPSO11, MOEAD,
SMPSO, dMOPSO en DTLZ2 de 2 a 10 objetivos. Se muestra la media y desviacion estandar
de 30 ejecuciones independientes.

DMOPSO11 MOEAD SMPSO dMOPSO
MOP(objs) . : ; .
medias mediay medias medias
Hipervolumen
DTLZ2(2) 3.2072060.000317 3.2096770.000065 3.2102690.000123 3.2076780.000388
DTLZ2(3) 7.3982770.002588 7.3911390.002021 7.3575310.009388 7.3428860.009425
DTLZ2(4) 14.9718480.016446 14.5371000.007139 14.9910970.111157 14.7548350.035414
DTLZ2(5) 29.9708250.131786 28.7492730.025601 27.2842521 016019 29.4490050.083967
DTLZQ(G) 59.6337320.395638 56.9391820.070610 48.3349653 352436 58.4675560.221227
DTLZ2(7) 119.333694¢.506290 113.6976780.181045 93.2621996.069544 116.9918219.314710
DTLZ2(8) 235.2500761 605896 @ 223.886414¢.610021 127.61007733.764572 229.6968381.619064
DTLZ2(9) 472.8861692 892513 @ 448.1820980.914957 211.82005363.987396 459.6662292 449796
DTLZ2(10) 948.9337778. 445759 = 895.2924191 879484 367.637573149.924210  918.9534304. 741397
IGD+
DTLZ2(2) 0.0036050.000165 0.0023440.000033 0.0021030.000065 0.0034000.000204
DTLZ2(3) 0.0289790.000718 0.0289580.000489 0.0416860.003794 0.0328700.001324
DTLZ2(4) 0.091384¢.003028 0.1321740.001035 0.183256¢0.033408 0.0981980.004060
DTLZ2(5) 0.140412¢.006615 0.1868090.001212 0.3871640.150090 0.145591¢.007310
DTLZ2(6) 0.182170¢.012449 0.2190620.002664 0.5876080.145105 0.1811660.011027
DTLZ2(7) 0.100262¢.300787 0.1000070.300020 0.114177¢.342851 0.1000000.300000
DTLZ2(8) 0.264169¢.020891 0.2612340.005411 0.8927560.255528 0.2363640.031819
DTLZQ(Q) 0.2690180.021476 0.2681560.003840 1.0301790.180688 0.2406280.024891
DTLZ2(10) 0.257942¢ 017117 0.2745690.003103 0.9765670.355803 0.2412640.024638
Espaciado
DTLZQ(?) 0.0076750.000682 0.006593¢.000137 0.0027260.000232 0.006015¢.000253
DTLZ2(3) 0.0807920.059514 0.0609990.000966 0.0499470.004557 0.0385640.002297
DTLZ2(4) 0.1253560.062052 0.078821¢.002159 0.1609570.014963 0.0552519.003813
DTLZ2(5) 0.1189840.045925 0.0939630.002671 0.3449430.026637 0.0731580.005853
DTLZ2(6) 0.1330940.034051 0.107912¢.004168 0.513462¢.031671 0.0957410.006467
DTLZ2(7) 0.121594¢.020602 0.0953730.002467 0.5884990.033606 0.0944800.005126
DTLZ2(8) 0.2067500.050080 0.1313580.005526 0.8318830.049327 0.1363000¢.008470
DTLZ2(9) 0.1881430.033086 0.125401¢.003894 0.920527¢.045817 0.1335320.010456
DTLZ2(10) 0.190840¢.027874 0.116785¢.003440 1.0075500.043875 0.1286620.005541
Cinvestav Departamento de Computacién



46 Capitulo 5

ZIOTI - SHIFE0

fl fl
ZIT2 - SMFR0 T - BACEED
1 ; ; 1 1 : : 1 : :
na 4 4 na - 1 waf
o6 | 4 e o6 | 4 e f
o o
n4 4 4 n4 4 maf
02t 4 a2 02t 4 wzp
o ) ) ] o o ) ) ] o ) ) ]
0 B2 04 06 03 1 0 B2 04 06 03 0 B2 04 06 03
fl fl r
FITA - DRSPS ZIT3 - SMFR0 FITA - BACGEED
1 T T T 1 7 T T 1 T T T 1 T T T
8 -.\. 4 nmaf ] 1 ﬂ“\ 1 l" A,
o6 4 el ' 4 el 4 el
nd 4 mdf L 4 mdf 4 mdf
02t 4 wzp 4 wzp 4 wzp
] ] ]
o e e e
Ly 4 asf l 4 asf 4 asf
a4 4 @ 4 @ 4 aal
FiT \ FiT FiT l FiT ‘
a3 ) ) ] a3 ) ) ] a3 ) ) ] a3 ) ) ]
0 B2 04 06 03 1 0 B2 04 06 03
fl fl
FIT4 - BAEAD ZIT4 - SMPR0
1 ' \ ' ! ' ' T
nd :I‘_ 4 na e
k]
[ oo, 4 sl i
L 3
® o
(TS 4 - .
1 1 ez} .
o ) ) ] o ) ) )
0 B2 04 06 03 1 0 B2 04 06 03
fl fl r
FIT - BAIEAT F T - SMFE T - BACGEED
1 T T T 1 T T T 1 T T T 1 T T T
na 4 adf 1 mAF 1 waf
o6 | 4 e f 4 e f 4 e f
o o o
n4 4 maf 4 maf 4 maf
02t 4 wzp 4 wzp 4 wzp
o ) ) ] o ) ) ] o ) ) ] o ) ) ]
0 B2 04 06 03 1 0 B2 04 06 03 1 0 B2 04 06 03 0 B2 04 06 03

Figura 5.1: Soluciones obtenidas por los algoritmos DMOPSO11, MOEA /D, SMPSO y dAMOPSO
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Figura 5.2: Soluciones obtenidas por los algoritmos DMOPSO11, MOEA /D, SMPSO y dAMOPSO

en DTLZ1, DTLZ2, DTLZ3, DTLZ4 y DTLZ5 con tres objetivos.
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Figura 5.3: Soluciones obtenidas por los algoritmos DMOPSO11, MOEA /D, SMPSO y dAMOPSO
en DTLZ6 y DTLZT7 con tres objetivos.
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Figura 5.4: Soluciones obtenidas por los algoritmos DMOPSO11, MOEA /D, SMPSO y dAMOPSO
en WFG1, WFG2, WFG3, WFG4 y WFGb5 con tres objetivos.
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Figura 5.5: Soluciones obtenidas por los algoritmos DMOPSO11, MOEA /D, SMPSO y dAMOPSO
en WFG6, WFG7, WFG8 y WFGY con tres objetivos.

Ademas, se realiza un estudio de significancia estadistica para validar los resultados
obtenidos, empleando la prueba de la suma de rango de Wilcoxon con un nivel significativo
del 5%. Estos resultados se muestran en las tablas 5.9, 5.12, 5.10, 5.13, 5.11 y 5.14. Es
importante mostrar este estudio para saber que tan validos son los resultados de nuestro
experimento comparativo, por ejemplo, en la tabla 5.9 que corresponde a los resultados
de la tabla 5.5 podemos ver que la columna completa de MOEA /D se muestra H = 1,
esto significa que hay significancia estadistica en los resultados y podemos confiar en que
la comparacién de los resultados de MOEA /D y DMOPSO en la tabla 5.5 son confiables.
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Tabla 5.9: Anélisis estadistico utilizando la suma de rango de Wilcoxon para ZDT, DTLZ y

WFG en las evaluaciones de hipervolumen con respecto a los resultados de DMOPSO11. Un

valor pequenio de P pone en duda la validez de la hipétesis nula. H = 1 implica que la hipétesis

nula puede ser rechazada con un nivel significativo del 5% vy, por lo tanto, hay significancia
estadistica en los resultados.

. MOEA/D | SMPSO | dMOPSO

MOP (objs) P(H) P(H) P(H)
ZDT1(2) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
ZDT2(2) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
ZDT3(2) | 0.000 (1) | 0.900 (0) | 0.000 (1)
ZDT4(2) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.139 (0)
ZDT6(2) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ1(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ2(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ3(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ4(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ5(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ6(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ7(3) | 0.000 (1) | 0.002 (1) | 0.000 (1)
WFG1(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
WFG2(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.002 (1)
WFG3(3) | 0.008 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
WFG4(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
WFG5(3) | 0.000 (1) | 0.013 (1) | 0.000 (1)
WFG6(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
WFG7(3) | 0.000 (1) | 0.018 (1) | 0.000 (1)
WFGS(3) | 0.000 (1) | 0.001 (1) | 0.000 (1)
WFG9(3) | 0.000 (1) | 0.001 (1) | 0.000 (1)
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Tabla 5.10: Anélisis estadistico utilizando la suma de rango de Wilcoxon para ZDT, DTLZ y

WFG en las evaluaciones de IGD+ con respecto a los resultados de DMOPSO11. Un valor

pequeno de P pone en duda la validez de la hipdtesis nula. H = 1 implica que la hipdtesis nula

puede ser rechazada con un nivel significativo del 5 % y, por lo tanto, hay significancia estadistica
en los resultados.

. MOEA/D | SMPSO | dMOPSO

MOP (objs) P(H) P(H) P(H)
ZDT1(2) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
ZDT2(2) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
ZDT3(2) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
ZDTA4(2) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.701 (0)
ZDT6(2) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ1(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ2(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ3(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ4(3) | 0.000 (1) | 0.520 (0) | 0.000 (1)
DTLZ5(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ6(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ7(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
WFGL(3) | 0.000 (1) | 0.027 (1) | 0.000 (1)
WFG2(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.038 (1)
WFG3(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
WFG4(3) | 0.888 (0) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
WFG5(3) | 0.246 (0) | 0.009 (1) | 0.000 (1)
WFG6(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
WFG7(3) | 0.000 (1) | 0.001 (1) | 0.000 (1)
WFGS(3) | 0.000 (1) | 0.026 (1) | 0.000 (1)
WFG9(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
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Tabla 5.11: Anaélisis estadistico utilizando la suma de rango de Wilcoxon para ZDT, DTLZ y

WFG en las evaluaciones de Espaciado con respecto a los resultados de DMOPSO11. Un valor

pequeno de P pone en duda la validez de la hipdtesis nula. H = 1 implica que la hipdtesis nula

puede ser rechazada con un nivel significativo del 5 % y, por lo tanto, hay significancia estadistica
en los resultados.

. MOEA/D | SMPSO | dMOPSO

MOP (objs) P(H) P(H) P(H)
ZDT1(2) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
ZDT2(2) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
ZDT3(2) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
ZDT4(2) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
ZDT6(2) | 0.000 (1) | 0.186 (0) | 0.000 (1)
DTLZ1(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ2(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ3(3) | 0.000 (1) | 0.001 (1) | 0.000 (1)
DTLZ4(3) | 0.000 (1) | 0.751 (0) | 0.000 (1)
DTLZ5(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ6(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ7(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
WFGL(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.001 (1)
WFG2(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
WFG3(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
WFG4(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
WFEGH(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
WFG6(3) | 0.706 (0) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
WFG7(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
WFGS(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
WFG9(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
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Tabla 5.12: Analisis estadistico utilizando la suma de rango de Wilcoxon para DTLZ2 de 2 a 10

objetivos en las evaluaciones de hipervolumen con respecto a los resultados de DMOPSO11. Un

valor pequenio de P pone en duda la validez de la hipotesis nula. H = 1 implica que la hipdtesis

nula puede ser rechazada con un nivel significativo del 5% vy, por lo tanto, hay significancia
estadistica en los resultados.

| MOEA/D | SMPSO | dMOPSO
MOP (objs) P(H) P(H) P(H)
DTLZ2(2) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ2(3) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ2(4) | 0.000 (1) | 0.176 (0) | 0.000 (1)
DTLZ2(5) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ2(6) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ2(7) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ2(8) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ2(9) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ2(10) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)

Tabla 5.13: Analisis estadistico utilizando la suma de rango de Wilcoxon para DTLZ2 de 2 a 10

objetivos en las evaluaciones de IGD+ con respecto a los resultados de DMOPSO11. Un valor

pequenio de P pone en duda la validez de la hipétesis nula. H = 1 implica que la hipétesis nula

puede ser rechazada con un nivel significativo del 5 % y, por lo tanto, hay significancia estadistica
en los resultados.

.. | MOEA/D | SMPSO | dMOPSO
MOP (objs) P(H) P(H) P(H)
DTLZ2(2) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ2(3) | 0.516 (0) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ2(4) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ2(5) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.005 (1)
DTLZ2(6) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.610 (0)
DTLZ2(7) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ2(8) | 0.252 (0) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ2(9) | 0.784 (0) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ2(10) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
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Tabla 5.14: Anélisis estadistico utilizando la suma de rango de Wilcoxon para DTLZ2 de 2 a
10 objetivos en las evaluaciones de espaciado con respecto a los resultados de DMOPSO11. Un
valor pequenio de P pone en duda la validez de la hip6tesis nula. H = 1 implica que la hipétesis
nula puede ser rechazada con un nivel significativo del 5% vy, por lo tanto, hay significancia
estadistica en los resultados.

Cinvestav

.. | MOEA/D | SMPSO | dMOPSO
MOP (objs) P(H) P(H) P(H)
DTLZ2(2) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ2(3) | 0.040 (1) | 0.068 (0) | 0.000 (1)
DTLZ2(4) | 0.379 (0) | 0.050 (0) | 0.000 (1)
DTLZ2(5) | 0.918 (0) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ2(6) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ2(7) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ2(8) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ2(9) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
DTLZ2(10) | 0.000 (1) | 0.000 (1) | 0.000 (1)
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

Proponer un MOPSO basado en el SPSO2011 resulté ser una tarea complicada, ya
que montar el SPSO2011 en el esquema de un MOPSO general no produce un algoritmo
superior a otro que adopte un estandar anterior, como el SPSO2007. Por lo tanto, a la
hora de disenar el algoritmo se tiene que tener idea de la capacidad y de las limitantes
del motor de bisqueda del SPSO2011.

La propuesta presentada en esta tesis, es el producto de pruebas con diferentes en-
foques para llevar a cabo un buen desempeno al utilizar el SPSO 2011 en problemas
multi-objetivo. En cuanto a la experimentacion realizada, fue necesario utilizar el coefi-
ciente de constriccidon para ajustar la velocidad y evitar que se tuviera un sesgo hacia los
limites de las variables. De lo contrario, el desempeno del algoritmo propuesto se degrada
considerablemente. Los resultados obtenidos por nuestra propuesta en problemas con 2 y
3 objetivos, muestran que es competitiva con respecto a MOEA /D, dAMOPSO, y SMPSO.
Los resultados obtenidos en problemas con 4 a 10 objetivos muestran que, en cuanto a
convergencia, DMOPSO11 se desempena de mejor manera que MOEA /D, dMOPSO, y
SMPSO. Sin embargo, en la mayoria de los casos, el algoritmo propuesto tuvo un mal
desempeno en lo referente a la distribucién de sus soluciones, lo cual indica que se requie-
re de un mejor estimador de densidad.

En cuanto al trabajo futuro, existe todavia la posibilidad de disenar un esquema sim-
ple e intuitivo que permita aprovechar el SPSO2011 de mejor manera. Para lograrlo, hay
que extender este trabajo realizando las siguientes actividades:

» Tomar una mayor cantidad de MOPSOs del estado del arte y cambiarles el motor de
busqueda por el del SPSO2011, para ver sus efectos tanto negativos como positivos.
Esto permitira identificar los factores que hacen que el SPSO2011 tenga un mejor
desempeno en algunos problemas, y uno mas malo en otros.

= Intentar regular el radio de la hiper-esfera, o implementar alguna técnica que per-
mita ajustar una distribucién regulable dentro de la hiper-esfera. Es importante
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mencionar esto ya que se descubrié que este factor es muy importante a la hora de
atacar un problema en particular.

= Investigar el uso de otros estimadores de densidad que resulten adecuados para el
algoritmo propuesto, de tal forma que se mejore la distribuciéon de sus soluciones.
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Apéndice A
Problemas de prueba

En este apéndice se describen los tres conjuntos de prueba que suelen usarse mas fre-
cuentemente en optimizacién evolutiva multi-objetivo y que se adoptaron en esta tesis.
Estos problemas de prueba examinan la capacidad y desempeno de los optimizadores evo-
lutivos multi-objetivo, ya que proporcionan distintas fuentes de dificultad para alcanzar el
verdadero frente de Pareto. De tal forma, estos problemas permiten evaluar la capacidad
de un algoritmo evolutivo multi-objetivo para lidiar con distintas caracteristicas que un
problema multi-objetivo puede presentar (p.ej., multi-frontalidad, discontinuidades, con-
cavidades, etc.).

A.1. Conjunto de problemas Zitzler-Deb-Thiele (ZDT)

El diseno de estos problemas pone énfasis en algunas de las caracteristicas que cau-
san dificultades para un algoritmo evolutivo multi-objetivo. Estos problemas tienen una
misma estructura y consisten de tres funciones, F', g y h, las cuales se describen a conti-
nuacién [101]:

Minimizar F' = (fi(z1), fa(z2))

Sujeto a fo(x) = g(w2, ..., ) - M(f1(71), g(22, s T10))

donde x = (1, ..., Tpn)

La funcién f; depende solamente de la primera variable de decision, g es una funcién
de las m — 1 variables restantes, y los parametros de h son los valores de las funciones f;

Yy g

» La funcion de prueba ZDT1 tiene un frente de Pareto convexo:

29
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Donde n =30y x; € [0,1] con i = 1,...,n. El frente de Pareto verdadero se forma
con g(z) = 1.

"ZDTL.PLOT"  +

Figura A.1: Frente de Pareto verdadero de ZDT1

= La funcion de prueba ZDT2 tiene un frente de Pareto céncavo:

glr) =1+ % DI

Donde n =30y x; € [0,1] con i = 1,...,n. El frente de Pareto verdadero se forma
con g(z) = 1.

Cinvestav Departamento de Computaciéon



Problemas de prueba 61

"ZDT2.PLOT"  +
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Figura A.2: Frente de Pareto verdadero de ZDT2

= La funcion de prueba ZDT3 tiene un frente de Pareto concavo:

fi(z) =

fala, g(@)) = g(a) - (1= /L8 = Lilsen(10- 7 - fi()))

Donden =30y x; € [0,1] coni = 1, ..., n. El frente de Pareto verdadero se forma con
g(x) = 1. La funcién seno en h produce una discontinuidad en el frente de Pareto.
Sin embargo, no hay discontinuidad en el espacio de las variables de decision
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E ' 'zDT3.PLOT"  +
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Figura A.3: Frente de Pareto verdadero de ZDT3

» La funcién de prueba ZDT4 tiene 21? frentes locales, lo que pone a prueba la habi-
lidad de un algoritmo para lidiar con problemas multifrontales:

filz) = x
fo(x,9(x)) = g(x) - (1 - ];1(_(3)

g(x)=1410-(n—1)+ > " (27 —10-cos(4 - 7 - 2;))

Donde n = 10 y z; € [0,1] y #; € [=5,5] con ¢ = 2,...,n. El frente de Pareto
verdadero se forma con g(x) = 1.
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"ZDT4.PLOT"  +

Figura A.4: Frente de Pareto verdadero de ZDT4

» La funciéon de prueba ZDT6 tiene un frente de Pareto céncavo:

fi(z) =1—e471) . 5enb(6 -7 - 21)

Donden = 10, 27 € [0,1] y z; € [-5,5] coni = 2, ..., n. El frente de Pareto verdadero
se forma con g(z) = 1. Este problema tiene una baja densidad en las soluciones cerca
del frente de Pareto verdadero y una alta densidad lejos del mismo.
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'zDT6.PLOT"  +

09 b

0.7 b
0.6 ]

0.5 B

0.3 ]
0.2 E

0.1 4

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura A.5: Frente de Pareto verdadero de ZD'T6

A.2. Conjunto de problemas Deb-Thiele- Laumanns-
Zitzler (DTLZ)

El conjunto de prueba Deb- Thiele- Laumanns-Zitzler (DTLZ) incluye nueve problemas
para medir el desempeno de los optimizadores evolutivos multi-objetivo. Este conjunto de
problemas es escalable a cualquier nimero de variables de decision y a cualquier nimero
de objetivos. La mayoria de estos problemas son separables, incluyendo frentes de Pareto
multimodales. A continuacion, se presentan 7 problemas sin restricciones del conjunto de
problemas DTLZ, donde la cantidad total de variables esta definida por n, el nimero
de objetivos por m y la cantidad de variables para la funcién ¢ esta definida por k. La
funcién g define la dificultad del problema [102].

= La funcién de prueba DTLZ1 tiene un frente de Pareto lineal, separable y multimo-
dal:

file) =% @ @ -ayor - (1 +g(x))

fol@) =3 a1 @ - (L —zpo1) - (1+ g(2))

fu(m) =1 (1= 2) - (14 g(a))
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g(x) =100 [k + >0 (2 — 0.5)% — cos(20 - 7 - (x; — 0.5))]

Donde n = M + k — 1 (se sugiere una k =5) y x; € [0,1] con i =1, ..., n.

"DTLZ1.PLOT" +

Figura A.6: Frente de Pareto verdadero de DTLZ1 en tres dimensiones

» La funcion de prueba DTLZ2 tiene un frente de Pareto concavo:

fi(z) = cos(x1%) - cos(x2%) - ... - cos(xp—1%) - (1 + g(x))
fo(x) = cos(x1%) - cos(x2F) - ... - sen(xp—1%) - (14 g(x))
f3(x) = cos(x1%) - cos(x2F) - ... - sen(xp—2%) - (14 g(x))

fur1(x) = cos(213) - sen(z23) (1 + g(x)

fu(x) = sen(z13)(1 + g(2))

g(z) =3, = (2 = 0.5)*

Donde n = M + k — 1 (se sugiere una k = 10) y z; € [0,1] con i = 1,...,n. Este
problema se puede utilizar para investigar la escalabilidad.

Cinvestav Departamento de Computacién



66 Capitulo A

b "DTLZ2.PLOT" +
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Figura A.7: Frente de Pareto verdadero de DTLZ2 en tres dimensiones

= La funciéon de prueba DTLZ3 tiene un frente de Pareto concavo y multimodal:

s s

fi(z) = cos(x1%) - cos(w2%) - ... - cos(xp—15) - (1 + g(x))
fo(z) = cos(x15) - cos(x2F) - ... - sen(xp—1%) - (14 g(x))

f3(x) = cos(x15) - cos(x2F) - ... - sen(zp—2%) - (14 g(x))

Jr—1(x) = cos(x1%) sen(z25)(1+ g(x))
fu(x) = sen(z:15)(1 + g(z))
g(x) =100 [k + >0 1 (2 — 0.5)% — cos(20 - 7 - (x; — 0.5))]

Donde n = M + k — 1 (se sugiere una k = 10) y z; € [0,1] con i = 1,...,n. La forma
del frente de Pareto de este problema es similar a la del problema DTLZ2.
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i "DTLZ3.PLOT" +
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Figura A.8: Frente de Pareto verdadero de DTLZ3 en tres dimensiones

= La funcion de prueba DTLZ4 tiene un frente de Pareto céncavo, separable y multi-
modal:

fi(x) = cos(x$F) - cos(25F) - ... - cos(x§;_1 %) - (1 + g(x))
fo(x) = cos(x}F) - cos(x§%) - ... - sen(z§,_,5) - (1 4 g(x))
f3(x) = cos(x(F) - cos(x§%) - ... - sen(xq;_55) - (1 + g(x))

Donde n = M + k — 1 (se sugiere una k = 10 y o = 100) y z; € [0,1] con
t =1,...,n. Este problema prueba la habilidad de mantener una buena distribucion
de las soluciones. La forma del frente de Pareto de este problema es similar a la del
problema DTLZ2.
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b "DTLZ4.PLOT" +
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Figura A.9: Frente de Pareto verdadero de DTLZ4 en tres dimensiones

» La funciéon de prueba DTLZ5 tiene un frente de Pareto curvo:

fi(z) = cos(0,5) - cos(025) - ... - cos(Onr—15) - (1 + g(x))
fo(z) = cos(015) - cos(025) - ... - sen(Oar—15) - (1 + g(z))
fs(x) = cos(615) - cos(025) ... - sen(Oar—23) - (1 + g(z))

fri-a(a) = cos(6:3) - sen(B:3)(1 + g())
furle) = sen(6,3)(1 + g()
6, = I,
0= sy (142 (o) - 2,), para i =2,3, .., (M — 1)
g9(z) = 37} (z; — 0.5)?

Donde n = M + k — 1 (se sugiere una k = 10) y x; € [0,1] con i = 1, ..., n.
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"DTLZ5.PLOT" +

Figura A.10: Frente de Pareto verdadero de DTLZ5 en tres dimensiones

» La funciéon de prueba DTLZ6 tiene un frente de Pareto curvo:

fi(z) = cos(0,5) - cos(025) - ... - cos(Onr—15) - (1 + g(x))
Jo(z) = cos(01%) - cos(02%) - ... - sen(Onr—15) - (1 + g(x))

f3(x) = cos(01%) - cos(02%) - ... - sen(Onr—2%) - (1 + g(x))

frror(z) = cos(0,) - sen(B:5)(1 + g(x))
far(z) = sen(0,5)(1 + g(z)

0i = satemy - (1 +2-g(x) - 2;), para i = 2,3,.... (M — 1)

g(x) = X0 a; — 0.5)"

Donde n = M + k — 1 (se sugiere una k = 10) y x; € [0,1] con i = 1, ..., n.
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"DTLZ6.PLOT" +
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Figura A.11: Frente de Pareto verdadero de DTLZ6 en tres dimensiones

= La funciéon de prueba DTLZ7 tiene un frente de Pareto discontinuo:

fi(z) =
f2($) = T3

fM—1(I) = TM-1
fu(z) = (1 +g(xn)) - b(f1, fo, o fu-19())
g<$) =1+ % ) Z?:zxi
h(fla f27 seey folg(x)) =M — Zf\izl(#@)(l + sen(3 T fl)))
Donde n = M + k — 1 (se sugiere una k = 20) y z; € [0,1] con i = 1,...,n. Este

problema prueba la habilidad de mantener individuos en diferentes regiones del
frente de Pareto.
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"DTLZ7.PLOT" +

Figura A.12: Frente de Pareto verdadero de DTLZ7 en tres dimensiones

A.3. Conjunto de problemas Walking-Fish-Group (WFG)

El conjunto de problemas Walking-Fish-Group (WFG) fue propuesto por Huband y
Hingston [103]. En su estudio Huband y Hingston propusieron nueve problemas de prueba
(WFG1-WFG9), los cuales son escalables con respecto al nimero de variables y al nimero
de objetivos. Estos problemas tiene una amplia variedad de formas geométricas para los
frentes de Pareto. Sin embargo, las caracteristicas tales como el sesgo, la multi-modalidad
y la no separabilidad estan definidas por un conjunto de transformaciones. A continuacién
se muestran las definiciones de nueve problemas del conjunto WFG, donde m representa el
nimero de objetivos, y cada problema es definido en términos de un vector de parametros.

= Kl problema de prueba WFG1 es separable y unimodal, pero tiene una regién plana
y polinomial (ver figura A.13), y se define de la siguiente forma:

Dado:
Z =21, ey Zhy Zht1s oy Zn}
Minimizar:
[@) = 20 + 2T (1 = cos(aim/2))
fi=zm () = + 27 (T (1 = cos(wim/2)) ) (1 = sen(@m-j117/2))

fm(f) =z, +2m <1 - — W)
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Donde:

Ti=1:m—1 = T—Sum({y(ifl)k/(mfl)+17 ooy yik/(mfl)}a
{26 -1Dk/(m —1)+1,...,2ik/(m —1)})

T = rsum({Yra1, - Yn}, {2(k + 1),...,2n})

Yi=1:n = b—p01y<y;? 002)

y;:l:k = y;,

Yipy1m = b-flat(y;,0.8,0.75,0.85)

Yicrx = 2/ (20)

Vi1 = S-linear(z;/(2i),0.35)

"WFG1.PLOT" +
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Figura A.13: Frente de Pareto verdadero de WFGI en tres dimensiones

El problema de prueba WFG2 es no separable y multimodal. Su frente de Pareto
verdadero es desconectado (ver figura A.14), y se define de la siguiente forma:

Dado:

Z= {Zla ooy Rky REkA1 "‘JZ'I’L}

Minimizar:
[(@) =2, +2 H:’:ll(l — cos(x;7/2))

fizaim1(F) = 2w + 25 (TT77 (1 = cos(wim/2)) ) (1 = sen(wmj117/2))
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Jn(@) = 2 + 2m(1 — 21 cos? (5aq 7))

Donde:
Timtim—1 = T-SUM({Y(i—1)k/(m—1)+1> - Yik/(m—1) }» 115 s 1})
Ty = T_SUM({Ykt15 -0, Ykr/2 5 115 -, 1))
Yie1k = Y
Yimkt1:k+1/2 = 7”—”0”8617({92+2(i_k)_17 ?/2;+2(¢—k)}7 2)
Yie1 = i/ (20)
Yiepy1m = S-linear(z;/(21),0.35)

"WFG2.PLOT" +
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Figura A.14: Frente de Pareto verdadero de WFG2 en tres dimensiones

El problema de prueba WFG3 es no separable pero es unimodal. Su frente de
Pareto verdadero es lineal (ver figura A.15), y se define de la siguiente forma:

Dado:
Z =21, ey 2y Zha1y ey Zn )
Minimizar:
[1(@) =z +2[12 o
fi=2m—1(T) = & +2j (H@Zj fl?i)) (1= Zmji1)
f(@) =z +2m(1 — 21)
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Donde:

o R N W A~ U O

Ti=1 = U;

Timom-1 = Tm(u; —0.5) + 0.5

Ty = T SUM({Ykt1s - Yrrrj2fs {155 1})

u; = T sum({Ya—1)k/(m—1)41 - Yik/(m-1) }> {1, .-, 1})
Yim1:k = Y;

Yi=k+1:k+1/2 = T7n0n5€p({yilg+2(ifk)717 yéﬁ+2(ifk)}7 2)
Yicrw = 2/ (20)
Yiepy1m = S-linear(z;/(21),0.35)

"WFG3.PLOT" +

Figura A.15: Frente de Pareto verdadero de WFG3 en tres dimensiones

El problema de prueba WFG4 es separable pero altamente multimodal. Su frente
de Pareto verdadero es concavo (ver figura A.16), y se define de la siguiente forma:

Dado:

Minimizar:

Cinvestav

Z= {Zla ooy Rky RE41 7Zn}

Fi(@) = am +2]T7 sen(ain/2)

izt (T) = T + 25 (H;f;f(sen(m /2))) c08(Zm_js17/2)
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Donde:
6
5
4
3
2
1
0
Figura A.16:

fm(T) = 2 + 2m cos(z17/2)

Ti=1:m—-1 = rfsum({y(i—l)k/(m—l)—i-lv ) yik/(m—l)}a {]-a ) 1})
T = r_sum({Yrs1, - Ynt, {1, -, 1})
Yie1m = S-multi(z;/(2i), 30, 10,0.35)

® ﬁ WFG4.PLOT +
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Frente de Pareto verdadero de WFG4 en tres dimensiones

El problema de prueba WFG5 es separable y deceptivo. Su frente de Pareto
verdadero es céncavo(ver figura A.17), y se define de la siguiente forma:

Dado:

Minimizar:

Donde:

Cinvestav

Z = {21, ceey Ry Rl1y ---

. Zn}

[(Z) =2, +2 Hf:ll sen(z;7/2)
Fiz2m1(7) = 2 + 25 (TT7 (sen(i7/2)) ) cos(m17/2)

(&) =z + 2m cos(z17/2)

Ti=1:m—1 = r—sum({y(i—l)k/(m—l)-i-lv ey yik/(m—l)}a {L ey 1})
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Ty, = T SUM({Ykt1s s Y}, {1, s 1})
Yim1.n = S_decept(z;/(2i),0.35,0.001,0.05)

"WFG5.PLOT" +
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Figura A.17: Frente de Pareto verdadero de WFG5 en tres dimensiones

El problema de prueba WFG6 es no separable y unimodal. Su frente de Pareto
verdadero es céncavo (ver figura A.18), y se define de la siguiente forma:

Dado:
Z= {Zla coey Bly Rk41y ooy Zn}
Minimizar:
fi(@) =x, +2 H;’;l sen(z;m/2)
fizam—1(Z) =z, + 27 (H?:lj(sen(:Bm/Q))) coS(Tp—j417/2)
(@) = xp + 2mcos(x17/2)
Donde:

Tiz1im—1 = T-noNSeP({Yi—1)k/(m-1)+1+ - Yik/m—1) }, k/(m — 1))
T, = 1-nonsep({Ye+1, -, Yn}, 1)

Yimr:k = 2i/(20)

Yiekt1m = S-linear(z;/(21),0.35)
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o N W A~ U1 O
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Figura A.18: Frente de Pareto verdadero de WFG6 en tres dimensiones

El problema de prueba WFG7 es separable y unimodal. Su frente de Pareto
verdadero es céncavo (ver figura A.19), y se define de la siguiente forma:

Dado:

Minimizar:

Donde:

Cinvestav

, Zn}

Z =21,y 2y 2t 1,y -

[(Z) = 2 + 2T sin(a;7/2)
fi=2m-1(T) = & +2j (Hii}j(sin(mﬂ))) Co8(Tm—j4+17/2)

Jm(T) = 2 + 2m cos(z17/2)

Timtim—1 = T-SUM({YG-1)k/(m=1)+15 - Yik/(m=1) }+ 11, s 1})

T = r_sum({Yrs1, - Ynt, {1, -, 1})

Yi=1:k = Y

Yiekr1n = S-linear(y;, 0.35)

Yi_1p = bparam(z;/(2i), r_sum({zi41/(2(i + 1)), ..., 2,/ (2n) },
{1,...,1}, £%.,0.02,50)

Yiek i1 = 2/ (20)
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Figura A.19: Frente de Pareto verdadero de WFGT7 en tres dimensiones

El problema de prueba WFGS8 es no separable y unimodal. Su frente de Pareto
verdadero es céncavo (ver figura A.20), y se define de la siguiente forma:

Dado:
Z =21, ey 2y Zha1y ey Zn )
Minimizar:
F1(Z) = 2 + 2T, sen(zm/2)
Fi=am1(F) = 2 + 25 (TT7 (sen(2,7/2)) ) coslm s 17/2)
fm(Z) = @ + 2mcos(xy7m/2)
Donde:

Li=1:m—1 = T—Sum({y(i—l)k/(m—l)ﬂ, iy yz’k/(m—l)}a {1,..,1})
T = r_sum({Yrs1, - Ynt, {1, -, 1})

Yim1k = Ui

Yiekr1n = S-linear(y;, 0.35)

Yier = 2/ (20)

Yipy1m = b-param(z;/(2i), r_sum({z1/2, ..., zi-1/(2(i — 1))},

0.98
{1, 1}, 2% 0.02,50)
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Figura A.20: Frente de Pareto verdadero de WFGS en tres dimensiones

El problema de prueba WFG9 es no separable, multimodal y deceptivo. Su frente
de Pareto verdadero es concavo (ver figura A.21), y se define de la siguiente forma:

Dado:

Minimizar:

Donde:

Cinvestav

Z =21, ey 2y Zha1y ey Zn )
f1(Z) =z + 2 1—[?:11 sen(x;7/2)
Fieomot(T) = T + 25 (Hj;j(sen(m /2))) c0S(Tm_j17/2)

Jm(T) = 2 + 2m cos(z17/2)

Timtim—1 = T-NONSEP({Y(i—1)k/(m-1)+15 s Yik/(m—1) }, k/(m — 1))
T = r-nonsep({yes1, -, Yn}t, 1)

Yi=1.x = s-decept(y},0.35,0.001,0.05)

Yiekr1:n = s-multi(y;, 30,95, 0.35)

Yie 1 = boparam(z;/(2i),r_sum({zi41/(2(i + 1)), ..., 2,/ (2n) },
{1,...,1}, £%.,0.02,50)

Yn = zn/(21)
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Apéndice B

Indicadores de desempeno para
optimizaciéon multi-objetivo

A fin de poder determinar si un AEMO tiene un mejor desempeno, se requiere de indica-
dores de desempeno. Normalmente, buscamos medir la convergencia y la uniformidad en
la distribucién de las soluciones obtenidas a lo largo del frente de Pareto. En esta tesis se
utilizaron tres indicadores.

1. Hipervolumen (HV)
2. Distancia Generacional Invertida Méas (IGD+)

3. Espaciado (S)

Cada uno de ellos se define y describe a continuacion.

B.1. Hipervolumen

El hipervolumen se obtiene calculando el volumen (en el espacio de las funciones objetivo)
del conjunto de soluciones no dominadas () que minimizan el POM. Para cada solucion
i € @, se genera un hipercubo v; con un punto de referencia W y la soluciéon ¢ como la
esquina diagonal del hipercubo. El punto de referencia W se puede generar mediante la
construccién de un vector de los peores valores del vector de funciones objetivo. El hi-
pervolumen (HV) se calcula entonces como la unién de todos los hipercubos encontrados,
como se muestra a continuacion:

QI
Iy = volumen U v; (B.1)

=1
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Este indicador permite medir convergencia y anchura de la aproximacién obtenida
(es decir, la prolongacién del frente hacia sus extremos). El principal inconveniente de
este indicador, es que no se conoce ninguin algoritmo que determine su valor en tiempo
polinomial, lo cual, limita un tanto su uso en la practica. Sin embargo, existe una gran
variedad de algoritmos para determinar de forma exacta el valor de este indicador, si bien
éstos requieren un elevado costo computacional.

Bringmann y Friedrich demostraron que el calcular el hipervolumen como indicador en
alta dimensionalidad es considerado un problema NP-duro [104], lo cual implica que cual-
quier algoritmo sera excesivamente costoso para calcular el hipervolumen en problemas
con muchos objetivos.

B.2. IGD+

El indicador denominado Inverted Generational Distance Plus (IGD+4) propuesto por
Ishibuchi [105] es una variante de la Distancia Generacional Invertida (IGD) [106] el cual
es débilmente compatible con la dominancia de Pareto (a diferencia de IGD que no es
compatible con la dominancia de Pareto). Este indicador se calcula como una distancia
promedio entre las soluciones aproximadas P’ y el verdadero frente de Pareto P, siendo
mejor el conjunto de soluciones que posea el menor valor de I;gp,. Sin embargo, para la
mayoria de los problemas de prueba no es practico calcular el frente de Pareto en su tota-
lidad. Debido a esto, el valor de I;4p. se obtiene utilizando un conjunto P representativo
del verdadero frente de Pareto. La expresiéon matematica que define a I;gp. es:

Zveﬁ d(va Pl)

Irgp+(P', P) = .
7]

Donde d(v, P') es la minima distancia euclidiana entre v € P y las soluciones en P’y
se representa de la siguiente manera:

m

d(v, P') = | Y (max{v; — P,0})? (B.3)

k=1

Este indicador mide convergencia y distribucion uniforme a lo largo del frente de
Pareto.
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B.3. Espaciado

Es uno de los indicadores mas populares para medir la uniformidad de la distribucion
de las soluciones no dominadas generadas por un AEMO. Fue propuesta por Schott [22],
y calcula la distancia relativa entre soluciones consecutivas. Por lo tanto, se define de la
siguiente forma:

1 7\2
Is = 0l ;(dz —d) (B.4)

Donde d; = TG O p oot s |t Y d es el valor promedio de todas las distancias y se

define como: d = Zg'l féj‘ . Cuando las soluciones se encuentran esparcidas uniformemente
entre si, la distancia tendrd un valor pequeno. Por lo tanto, el algoritmo que encuentre
una aproximacién al conjunto de éptimos de Pareto teniendo un menor valor de espaciado

es mejor. El mejor valor posible para este indicador es cero.
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