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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

La simulacion computacional de problemas complejos requiere del uso de computo de
alto rendimiento. El computo de alto rendimiento hace uso de tecnologias como clisters,
supercomputadoras, computo en Grid o el computo paralelo.

En los ultimos anos el computo paralelo ha adquirido una gran importancia pues es
posible dividir problemas que parecen muy grandes y complejos en otros mas pequenos
que mas tarde se resolveran de manera simultanea. Para explotar esta caracteristica los
equipos modernos cuentan con procesadores multinucleo y multi-procesador.

Mas recientemente con el nuevo enfoque de las GPU (Graphics Processing Unit) que
pasaron de ser sélo para procesamiento grafico a convertirse en unidades de procesamiento
general GPGPU (General Purpose Graphic Proccessing Unit), la mayoria de las compu-
tadoras de escritorio ya tienen incluida una tarjeta para el procesamiento grafico. Los
fabricantes de estas tarjetas se han esforzado por lograr que la comunidad cientifica use
éstas para la resolucién de sus problemas que requieren un gran poder de cémputo. Es
asi como apareci6 CUDA que es basicamente C con algunas sentencias anadidas, justo
para facilitar el proceso de cambio de un lenguaje a otro de la comunidad cientifica.

En la resolucion de problemas cientificos complejos en areas como fisica, quimica, bio-
logia, economia entre otras se requiere de un gran poder de computo y entre las opciones
que se tienen en el computo de alto rendimiento se ha elegido el computo paralelo puesto
que el método de Monte Carlo es inherentemente paralelo.

Muchos problemas de la vida real no tienen una soluciéon exacta y la tinica manera de
aproximar su solucion es por medio de la simulacion. Inicialmente el método de Monte
Carlo fue usado en problemas especificos para la fisica, pero su aplicacién no se limita a
una ciencia, pues puede usarse en diferentes tipos de problemas de diferentes areas. En
la simulaciéon de Monte-Carlo se intenta seguir el “tiempo de dependencia” de un modelo
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para el cual los cambios o su crecimiento no procede de una forma predefinida sino mas
bien tienen una naturaleza estocéstica la cual depende de una secuencia de ntimeros alea-
torios que se generan durante la simulacién.

La precisién de Monte-Carlo depende de la minuciosidad con la cual es muestrado el
espacio fase. A medida que se aumenta el niimero de pruebas El resultado es mas presiso.
Cada nueva ejecucion del calculo que se haga derivara en diferentes resultados, pero se pro-
duciran valores los cuales se consideran con los ya obtenidos para obtener el error estatico.

El método de Monte Carlo es ubicuo en aplicaciones en el mundo de las finanzas y la
industria de las aseguradoras. Este método es algunas veces la tinica herramienta posible
para la ingenieria financiera o para problemas econémicos complejos que requieren ser
calculados como riesgos, precios de acciones, precios de opciones etc. En anos recientes se
han visto muchos desarrollos de los métodos de Monte Carlo con un alto potencial para
aplicaciones exitosas [1, 2, 3.

El tiempo y la memoria que consume la generacién de ntimeros aleatorios y las trayec-
torias brownianas representan un problema pues en el pasado habia problemas que podian
tardar incluso anos en ser resueltos por el método de Monte Carlo. La computacion de
alto rendimiento dio una posibilidad para resolver estos problemas pues ahora se puede
usar cluster de computadoras para dividir el problema y resolver pequenas partes en cada
nodo. Debido a la capacidad paralela intrinseca del método de Monte-Carlo, esto fue una
solucién aceptable. Sin embargo, ahora se cuenta con los procesadores multi-nicleo que
permiten hacer esta misma particién en pequenas tareas para que no sea el procesador
central quien realice todo el cémputo lo que resulta en un menor tiempo de ejecucién.

1.2. Planteamiento del problema

1.2.1. Problema del método de Monte-Carlo

El método de Monte-Carlo para los problemas que se plantea resolver implica tres
principales retos:

1. Generacién de numeros aleatorios
2. Camino aleatorio
3. Integral de Wiener

Estos elementos a su vez representan cierta complejidad computacional, en cuanto al
tiempo de ejecucion que requiere cada uno y los recursos de los cuales tendremos la
necesidad de disponer al abordas la soluciéon para cada elemento
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1.2.2. Generacion de numeros aleatorios

El método de Monte Carlo depende fuertemente de la rapida y eficiente generacién de
nimeros aleatorios. Los ntimeros aleatorios de la simulacién de Monte Carlo son usual-
mente generados por un algoritmo numérico, el cual es determinista; por lo tanto los
nimeros son solo pseudo-aleatorios. No elegir un buen algoritmo para la generacién de
los nimeros aleatorios puede dar como resultado valores completamente erréneos [4].

Las simulaciones estocdasticas y especialmente el método de Monte-Carlo usa variables
aleatorias. Por lo tanto la capacidad para generar ntimeros aleatorios con una distribu-
cion especifica es necesario. El principal problema es encontrar algoritmos que provean
numeros con un largo periodo, es decir que la secuencia tarde mucho en volver a repetirse

[5].
Hay dos maneras de analizar la calidad de una secuencia de ntimeros aleatorios:

= Examinando las propiedades matematicas del generador analiticamente o

= Someterlo a una bateria de pruebas estadisticas.

1.2.3. Camino aleatorio

En algiin momento todos hemos observado la trayectoria de un camino aleatorio. Un
ejemplo simple son las particulas de polvo danzando sin un patrén aparente al contacto
con los rayos solares. Las particulas se mueven de un lado a otro, de arriba abajo sin seguir
trayectorias fijas, siendo completamente aleatorio su movimiento. En fisica al movimiento
de estas particulas se le llama movimiento browniano y toma su nombre del botanico
francés Robert Brown quien observd que pequenas particulas de polen se desplazaban de
manera aleatoria aparentemente sin razon alguna.

La generacién de trayectorias aleatorias es otro de los puntos clave para tener una
ejecucion exitosa de la simulaciéon de Monte Carlo, pero esto deriva en un mayor consumo
de la memoria y por tanto debe hacerse un uso eficiente de ésta para lograr alcanzar un
buen resultado [6].

1.2.4. Integral de Wiener

Para entender mejor lo que es un proceso de Wiener pensemos en un individuo que
tiene una riqueza inicial igual a W(0) unidades monetarias, un tiempo ¢ mds tarde el
individuo extraera una muestra de una variable aleatoria distribuida normalmente con
media 0 y varianza 1 y el valor de la muestra sera anadido o extraido de la riqueza inicial.
Ahora su riqueza es igual a W(1) unidades monetarias. Volveremos a repetir el experi-
mento extrayendo una nueva muestra a partir de una variable aleatoria con las mismas
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caracteristicas que la anterior. La muestra extraida se vuelve a anadir o sustraer de la de
la riqueza anterior y ahora su riqueza es W(2). El experimento se repetira sucesivamente
hasta que al cabo de ¢ periodos, la riqueza del individuo sea W(t). La riqueza acumulada
en t periodos puede describirse con la siguiente expresion:

Wit —1)=WI(t) + ewr1; W(0) = Woser ~ N(0,1) (1.1)

La funcién W(t) se denomina funcién aleatoria o bien, al ser el argumento de la funcién
el tiempo es un proceso estocastico.
W(t) verifica las siguientes propiedades:

EW(t+1) — W(t)] = Eyfet +1)] =0 (1.2)

Var W (t+1) = W(t)] = Vardet +1)] =1 (1.3)
EJWt+1)—W(@)(W(t+j) —W(t+j—1))] = Opara todoj > 0 (1.4)

La propiedad [4] implica que las variaciones de W(t) que corresponden a dos intervalos
de tiempo diferentes son independientes y esto se deriva del supuesto de que las variables
W, son variables aleatorias independientes.

Una propiedad importante de W(t) es el hecho de que el valor de W(¢ 4+ 1) depende
solamente de W(t), siendo totalmente independiente del camino que W haya seguido has-
ta llegar a t, es decir que la expectativa en t sobre el valor futuro de W no depende de
como se llegd hasta W(t), de la historia pasada de W sino solo de su valor en t. Con esto,
de cierto modo podriamos decir que el proceso estocastico no tiene memoria ya que los
valores previos de W(¢) no influirdn en los posibles valores que pueda tomar en el futuro.

Esto se vuelve muy importante en la medida en que se vaya a utilizar este proceso
estocdstico para simular el comportamiento de una variable financiera (precio de una
accion, un tipo de interés, el valor de un derivado, etc.) ya que esto supone admitir de
forma implicita la hipétesis de los mercados eficientes!.

En el ejemplo anterior no se especificé cual seria el incremento del tiempo entre cada
experimento. Ahora supongamos que el tiempo es un ano, entonces los i ntervalos entre
cada experimento serian de 1/n. Siendo n un nimero mayor a 1, este nuevo proceso se
puede describir como:

W(t+ At) = W(t) + erra

Siendo At = 1/n; W (0) = Wo; errnr ~ N(0,1)

Obtener una buena aproximacién a la integral de Wiener es complejo y costoso de
evaluar; por ello la aproximacion se hace mediante métodos numéricos como el método
de Monte Carlo que es un método no deterministico o estadistico numérico apropiado

Hipétesis segtin la cual los precios de los activos reflejan la informacién relevante [7]
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para aproximar la soluciéon de este tipo de problemas. El método de Monte Carlo hace
posible la realizacion de experimentos con muestreos de ntimeros pseudoaleatorios en una
computadora. El error absoluto de este método decrece como 1/4/n pero resolver esta
integral a través del método de Montecarlo es costoso computacionalmente hablando.

1.3. Estructura de la tesis

3.- integral funcional

1.- Computo paralelo 2.- M{Ve}todo de Monte o Wiener

Marco Teorico Carlo
Antecedentes Teoricos

4.- Dise{p\~n}o del
sistema
Dise{\~n}o y arquitectura del sistema

5.- Resultados

Resultados y concluciones

Figura 1.1: Esquema de Tesis

La tesis esta organizada en 3 bloques a su vez se agrupan 6 capitulos. En el primer blo-
que se da a conocer el marco tedrico que fundamenta esta tesis. Este bloque comprende
los capitulos 2, 3 y 4. El siguiente bloque es dedicado a describir el desarrollo y es com-
prendido por el capitulo 5. Finalmente en el ultimo bloque se presentan las conclusiones
y los resultados obtenidos (capitulo 6).

El capitulo 2: ”Computo Paralelo” presenta diferentes enfoques para la realizacién de
computo paralelo: clusters, multiprocesador, multinucleo, computo distribuido y GPUs.
Ahondamos en la arquitectura general de las GPUs de la familia NVIDIA. Se da una
vision general del compilador y las herramientas desarrolladas por NVIDIA para hacer
posible la programacion de propdsito general sobre sus tarjetas graficas. En este capitulo
se pretende introducir al lector al computo paralelo y darle a conocer la importancia de
su uso en problemas grandes y complejos.

El capitulo 3: "El método de Monte Carlo” Presenta la importancia que representa el
uso del método de Monte Carlo, su naturaleza, las variaciones del método y la generacion
de las diferentes distribuciones de ntimeros aleatorios que Montecarlo requiere segin la
variacién con la que se trabaja. Entre estos se encuentra la generacion de nimeros alea-
torios continuos y la generaciéon de nimero aleatorios discretos, por ultimo se mencionan
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algunos ejemplos donde Monte Carlo juega un papel fundamental.

El capitulo 4: "Integral funcional de Wiener” presenta la integral funcional de Wiener,
asi como los algoritmos utilizados para la construccién de trayectorias, segiin sus propie-
dades. Por tltimo se muestra el algoritmo en CUDA que fue utilizado para la generacién
de trayectorias en forma paralela.

El capitulo 5: ”Disenio del sistema” presenta el diseno general de la arquitectura desa-
rrollada para este proyecto. Se muestra el disefio realizado tanto en la versién secuencial
como en la paralela y los requerimientos necesarios para la entrada y salida de datos.

El capitulo 6: "Resultados y conclusiones” presenta los resultados obtenidos de las
ejecuciones paralelas y secuenciales y las conclusiones a las que se llego sobre este trabajo.



Capitulo 2

Computo paralelo

2.1. Introduccion

El computo paralelo es una tendencia que ha cobrado gran importancia en los tltimos
anos. Problemas que antes podian tardar dias o meses en ser resueltos ahora con una
correcta paralelizacién pueden reducir su tiempo de ejecucién a unas cuantas horas. An-
teriormente sol6 instituciones gubernamentales, empresas o grandes universidades podian
tener acceso a supercomputadoras para ejecutar ahi célculos y simulaciones intensivas.
Hoy en dia se cuenta con una gran cantidad de opciones para hacer computo intensivo.
Las tarjetas gréaficas o GPUs (Graphics Processing Unit) por sus siglas en ingles brin-
dan la posibilidad de hacer computo de propdsito general. Para fomentar el uso de las
GPUs en la comunidad cientifica los fabricantes de éstas han desarrollado lenguajes de
programacién faciles de aprender como CUDA (Compute Unified Device Architecture).
CUDA comprende un conjunto de herramientas de desarrollo y un compilador que fue
desarrollado por NVIDIA!,

2.2. Computo paralelo

La complejidad de los problemas que se intentan resolver a través de las computadoras
es cada vez mayor. Anteriormente se tenian problemas que podian consumir mucho tiempo
en resolverse. La computacion de hoy en dia se ha dado a la tarea de buscar la manera de
desarrollar herramientas que ayuden a la reduccion del tiempo de ejecucién que involucra
la solucién de problemas complejos. Entre las aplicaciones en las que la reduccién de el
tiempo ha resultado til se encuentran la prediccion del clima, la exploracion petrolera,
el procesamiento de imégenes entre muchas otras.

'Empresa multinacional especializada en el desarrollo de unidades de procesamiento gréafico y tecno-
logias de circuitos integrados para estaciones de trabajo, ordenadores personales y dispositivos moviles

7
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El paralelismo explota la idea de dividir un problema grande en varios mas pequenos y
resolver estos al mismo tiempo. Se puede realizar una paralelizacién a nivel de bit, de ins-
truccion, de datos o de tarea. El tipo de paralelizaciéon a llevar a cabo dependera del tipo
de problema que se tenga. Las capacidades de hardware que se tienen deben de permitir
llevar a cabo este tipo de procesamiento, pero también es importante contar con software
adecuado que soporte la ejecucion y coordinacién de procesos paralelos.

El paralelizmo puede ser introducido a varios niveles [8]. En el nivel mas bajo se puede
anadir paralelismo a nivel del chip a través de pipeline y disenios superescalares con mul-
tiples unidades funcionales. tambien podria ser anadido teniendo palabras muy largas de
instruccion con un paralelismo implicito. Carateisticas especiales podrian ser anadidas a
una CPU para permitirle manejar multiples hilos de control a la vez. Finalmente muchas
CPUs pueden ser puestas en el mismo chip. Estas caracteristicas podrian mejorar el ren-
dimiento en un factor de 10 sobre los disenios puramente secuenciales.

En el siguiente nivel las CPUs adicionales con capacidades de procesamiento adicional
podrian ser anadidas. generalmente estas CPUs conectables tienen funciones especializa-
das tales como el procesamiento de paquetes de red, el procesamiento multimedia o la
criptografia. Sin embargo, para ganar un factor de cien o mil o un millén, es necesario
replicar CPUs enteras y hacerlas trabajar juntas de manera eficiente. Esta idea conduce
a grandes multiprocesadores y multicomputadoras (clister).

Por tultimo, ahora es posible conjuntar a organizaciones enteras a trav’es de Internet
para formar redes de computo muy débilmente acoplados. Cuando dos CPU o elementos de
procesamiento estan muy juntos, tienen un alto ancho de banda y bajo retardo entre ellos
y los componentes interactuan unos con otros se dice que estan fuertemente acoplados. de
modo opuesto cuando estan muy separados, tienen un ancho de banda bajo y alto retardo
y son computacionalmente independientes, se dice que estan débilmente acoplados. La
figura 2.1 muestra las graficamente las opciones que se han descrito.

2.2.1. Paralelismoa nivel de chip

Una forma de aumentar el rendimiento de un chip es haciendo mas cosas a la vez. En
otras palabras, explotar el paralelismo. En esta secién se abordatran algunas de las mane-
ras que existen para explotar el paralelismo a nivel de chip. Se vera el paralelismo a nivel
de instruccién, multihilo, y poner mas de una CPU en el chip. Las tecnicas anteriores
son muy diferentes, pero cada una de diferente manera ayuda a lograr hacer mas cosas al
mismo tiempo.
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Memoria privada  Computador
Memoria compartida

H{? Coprocesador
I o
oAl .y

CPU principal

Debilmente acoplados Fuertemente acoplados

@ (b) (© (d) (e)

Figura 2.1: (a) Paralelismo a nivel de chip. (b) Un coprocesador. (c¢) Multiprocesador. (d)
Una multicomputadora. (e) Computo en Grid

2.2.1.1. Paralelismoa a nivel de instruccién

Una manera de conseguir el paralelismo es emitir multiples instrucciones por ciclo de
reloj . CPUs de multiples teméticas vienen en dos variedades: los procesadores super-
escalares y procesadores VLIW. CPUs superescalares son capaces de emitir multiples
instrucciones a las unidades de ejecucion en un sélo ciclo de reloj. El niimero de las ins-
trucciones que en realidad se emiten depende tanto del diseno del procesador ycomo de
las circuntancias en el momento de la emision. El hardware limita el niimero maximo que
se puede emitir. Sin embargo, si una instruccion necesita una unidad funcional que no
esta disponible o un resultado que todavia no se ha calculado, la instrucciéon no sera emi-
tida.

La otra forma de paralelismo a nivel de instruccién se encuentra en los procesadores
VLIW (Very Long Instruction Word). En la forma original, las maquinas VLIW efectiva-
mente tuvieron palabras largas que contienen instrucciones que utilizan multiples unidades
funcionales. Consideremos, Por ejemplo, el pipeline de la figura 2.2, si la maquina cuenta
con cinco unidades funcionales y puede realizar dos operaciones de enteros , una operacion
de punto flotante , una carga y un almacenamiento de forma simultdnea. Una instruccién
VLIW para esta maquina contendria cinco codigos de operacion y cinco pares de operan-
dos, uno de codigo de operacién y otro par de operandos por unidad funcional. Con 6
bits por cédigo de operacién, 5 bits por registro, y 32 bits por direcciéon de memoria, las
instrucciones podrian ser facilmente 134 bits.

sin embargo este diseno tiene la desventaja de que no todas las instrucciones son capa-
ses de usar todas las unidades funcionales a la vez por lo que habria que rellenar con no
operacion y dependiendo de cada instruccién se desaprovecharian unidades funcionales.
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Entero

Entero

Fetch I Decode — Issue [—— PuntoFlotante |——  Retire

Carga

Almacenamiento

Figura 2.2: Una CPU pipeline

Las maquinas VLIW modernas delegan al compilador la responsabilidad de conjuntar
paquetes de instrucciones que puedan ocupar todas las unidades funcionales.

2.2.1.2. Multithilo

Todas las modernas CPUs pipeline tienen un problema inherente: cuando se hace una
referencia de memoria a un elemento que no esta en el nivel 1 ni el nivel 2 de caché, hay
una larga espera hasta que la palabra solicitada (y su linea caché asociada ) se cargan en la
memoria caché. Un enfoque para hacer frente a esta situacion, es llamado multihilo, ésto
permite a la CPU manejar multiples hilos de control, al mismo tiempo, en un intento de
ocultar estas paradas. En resumen, si el hilo 1 esta bloqueado, la CPU todavia tiene una
oportunidad de mandar a ejecutar al hilo 2 con el fin de mantener el hardware totalmente
ocupado.

Aunque la idea basica es bastante simple, existen multiples variantes. multihilo de grano
fino, de grano grueso y simultaneo. Los procesadores multihilo contienen hardware de es-
tado (contador de programa y registros) para varios hilos. Dado un ciclo, el procesador
ejecuta instrucciones de uno de los hilos. En el ciclo siguiente, cambia a un contexto dife-
rente y ejecuta instrucciones del nuevo hilo. Pero aun asi, este tipo de procesadores siguen
limitados por el paralelismo de instrucciones en un unico hilo.

En una arquitectura multihilo de grano grueso, en cada ciclo se ejecutan instrucciones
de un hilo, en el momento en que este hilo sufre una parada, debida quizas a un fallo de
caché, es cuando se da un cambio de contexto y entra a ejecutarse un nuevo hilo.

un procesador multihilo simultaneo puede seleccionar multiples instrucciones de multi-
ples hilos cada ciclo desde un tnico pipeline. Un diseno de éste tipo explota el paralelismo
a nivel de instruccién al seleccionar instrucciones de varios hilos [9].
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2.2.1.3. Multiprocesadores en un solo chip

El enfoque multihilo proporciona importantes mejoras de rendimiento a bajo costo,
pero en algunas aplicaciones se requiere una ganancia de rendimiento mucho mayor. Para
obtener esta ganancia, se estan desarrollando los chips multiprocesador. Dos areas en las
que estos chips, que contienen dos o mas CPUs, son de interés es en servidores de gama
alta y en electrénica de consumo. Ahora vamos a hablar brevemente de cada uno de ellos.

2.2.1.3.1. Multiprocesadores homogéneos en un chip Hoy en dia es posible tener
dos 0 mas potentes CPU en un solo chip . Dado que estas CPUs a menudo comparten la
misma caché de nivel 2 y la memoria principal, el beneficiario es un multiprocesador. Para
los pequenos multiprocesadores de un solo chip, dos disenos son frecuentes . En el primero,
en realidad sélo hay un chip, pero tiene una segunda pipeline, que podria duplicar la tasa
de ejecucién de la instruccion. En el segundo, hay ntcleos separados sobre el chip. Un
nticleo es un gran circuito, tal como una CPU, controladores de E/S o caché, que pueden
ser colocados en un chip de forma modular, por lo general junto a otros nicleos.

2.2.1.3.2. Multiprocesadores heterogéneos en un chip Un &rea de aplicacion
completamente diferente de los multiprocesadores de un solo chip esta en los sistemas em-
bebidos, especialmente en la electrénica de consumo audiovisual, tales como televisores,
reproductores de DVD, videocamaras, consolas de videojuegos, teléfonos celulares, etc.
Estos sistemas tienen requisitos de rendimiento y fuertes exigentes restricciones. Aun-
que estos dispositivos tienen un aspecto diferente, mas y mas de ellos son simplemente
computadoras pequenas, con una o mas CPUs, memorias y controladores de E/S.

2.2.2. Coprocesadores

la Computadora puede ser acelerada mediante la adicion de un segundo procesador,
especializado. Estos coprocesadores vienen en muchas variedades. Incluso un chip de DMA
(Direct Memory Access) puede ser visto como un coprocesador. En algunos casos, la CPU
da al coprocesador una instruccion o conjunto de instrucciones para su ejecucion; en otros
casos, el coprocesador es mas independiente y se ejecuta practicamente él mismo.

Fisicamente los coprocesadores pueden ir desde un gabinete separado a un area en el
chip principal. En todos los casos, lo que los distingue es el hecho de que algin otro pro-
cesador es el procesador principal y los coprocesadores estan ahi para ayudarlo. Ahora
vamos a examinar tres areas en lascuales es posible lograr una aceleracion a través de
coprocesadores: procesamiento de red, multimedia, y de la criptografia.
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2.2.2.1. procesamiento de red

La mayoria de los ordenadores en la actualidad estdan conectados a una red o a Inter-
net. Como resultado de los avances tecnologicos en hardware de red, las redes son ahora
tan rapidas que se ha vuelto cada vez mas dificil de procesar todos los datos entrantes
y salientes en software. Como consecuencia de ello, los procesadores de red especiales se
han desarrollado para manejar el trafico y muchos ordenadores de gama alta ahora tienen
uno de estos procesadores.

2.2.2.2. Procesadores grafios

Una segunda area en la que se utilizan los coprocesadores es para manejar el procesa-
miento de graficos de alta resolucién, como la representacién 3D. CPUs ordinarios no son
especialmente buenos en los célculos masivos necesarios para procesar la gran cantidad de
datos necesarios para estas aplicaciones. Por esta razén, la mayoria de las PC y muchos
procesadores futuros estaran equipados con GPUs (Grafic Unit Processing) a los que se
pueden descargar una gran parte de procesamiento general.

2.2.2.3. criptoprocesadores

Una tercera area en la que los coprocesadores son populares es la seguridad, espe-
cialmente la seguridad de red. Cuando se establece una conexion entre un cliente y un
servidor, en muchos casos, primero deben autenticarse entre si. A continuacion, una co-
nexion encriptada y segura ha de establecerse entre ellos para que los datos pueden ser
transferidos de una forma segura para frustrar cualquier intento de intrusion que pueden
aprovechar la linea.

El problema de la seguridad es que para lograrlo, se debe usar la criptografia y la
estd requiere de cémputo intensivo. Criptografia viene en dos formas generales , llamados
criptografia de clave simétrica y la criptografia de clave piblica. El primero se basa en
mezclar los bit muy a fondo, mas o menos el equivalente de lanzar un mensaje en una
licuadora eléctrica . Este tultimo se basa en la multiplicacién y exponenciacion de un gran
nimero (por ejemplo, 1024 bits ) y es extremadamente lento.

Para manejar el calculo necesario para cifrar datos de forma segura para la transmi-
sion o el almacenamiento y luego descifrarlos més tarde, varias empresas han producido
coprocesadores criptograficos, a veces como tarjetas enchufables de bus PCI . Estos copro-
cesadores tienen hardware especial que les permite realizar las operaciones de criptografia
necesaria mucho mas rapido de lo que una CPU normal puede hacerlo.
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2.2.3. Multiprocesadores

Un ordenador paralelo en el que todas las CPU comparten una memoria comun se
llama un multiprocesador, como se indica. Todos los procesos que trabajan juntos en un
multiprocesador pueden compartir un unico espacio de direcciones virtual asignado a la
memoria comun . Cualquier proceso puede leer o escribir una palabra de memoria con
solo ejecutar una instruccion LOAD o STORE. No se necesita nada més. El hardware se
encarga del resto. Dos procesos pueden comunicarse simplemente si uno de ellos escribe
datos en la memoria y el otro los lee después de esta escritura.

La capacidad de los dos (o més) procesos para comunicarse con sélo leer y escribir en
la memoria. Es un modelo facil para los programadores y es aplicable a una amplia gama
de problemas.

Debido a que todas las CPU en un multiprocesador ven la misma imagen de memoria,
solo hay una copia del sistema operativo . En consecuencia, sélo hay una pagina del mapa
de memoria y una tabla de procesos. Cuando un proceso se bloquea, la CPU guarda su
estado en las tablas del sistema operativo, a continuacién, busca otro proceso para que
se ejecute. Es esta imagen de sistema tnico que distingue a un multiprocesador de una
multicomputadora, en el que cada equipo tiene su propia copia del sistema operativo.

Un multiprocesador, al igual que todos los equipos, debe contar con dispositivos de E/S,
tales como discos, adaptadores de red y otros equipos. En algunos sistemas multiprocesa-
dor, sélo ciertos CPUs tienen acceso a los dispositivos de E/S, y por lo tanto tienen una
funcién especial de E/S . En otros, cada CPU tiene igual acceso a todos los dispositivos
de E/S . Cuando cada CPU tiene igual acceso a todos los médulos de memoria y todos
los dispositivos de E/S; y se tratan como intercambiables con los demés por el sistema
operativo , el sistema se llama un SMP (Symmetric multiprocesador).

2.2.4. Multicomputadoras

El segundo diseno posible para una arquitectura paralela es una en la que cada CPU
tiene su propia memoria privada , accesible sélo a si mismo y no a cualquier otra CPU.
Tal diseno se llama un multicomputadora, o, a veces un sistema de memoria distribuida.
El aspecto clave de una multicomputadora que lo distingue de un multiprocesador es que
cada CPU en una multicomputadora tiene su propia memoria privada, local que se puede
acceder con sélo ejecutar las instrucciones de LOAD y STORE, pero que ninguna otra
CPU puede acceder mediante las instrucciones de LOAD y STORE.

Los multiprocesadores tienen un unico espacio de direcciones fisico compartido por
todas las CPUs , mientras que las multicomputadoras tienen un espacio de direcciones
fisicas por CPU. Dado que las CPUs en una multicomputadora no se pueden comunicar
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con soblo leer y escribir la memoria comun , necesitan un mecanismo de comunicacion
diferente. Lo que hacen es pasar mensajes de un lado a otro usando la red de intercone-
xi6n. Como ejemplos de multicomputadoras podemos mencionar la IBM BlueGene /L [10].

Multicomputadoras se pueden dividir en dos categorias. la primera contiene los MPPs(procesadores
masivamente paralelos), que son las supercomputadoras costosas que constan de muchas
CPU fuertemente acopladas por una red de interconexion de alta velocidad.

La otra categoria consiste en PCs normales, estaciones de trabajo o servidores, posi-
blemente montados en anaqueles, y se conectan mediante la tecnologia de interconexion
comercial. Logicamente, no hay mucha diferencia, pero enormes supercomputadoras que
cuestan muchos millones de ddlares se utilizan de manera diferente a las redes de ordena-
dores ensamblados por los usuarios a una fraccion del precio de un MPP. Estas maquinas
son conocidas por diversos nombres, entre ellos NOW (Red de Estaciones de Trabajo) y
COW (cimulo de estaciones de trabajo), o a veces sélo clister.

2.2.5. Computo en grid

Muchos de los retos actuales de la ciencia, la ingenieria, la industria, el medio ambiente,
y otras areas son interdiciplinarios y de gran escala. Resolverlos requiere expertos, habili-
dades, conocimientos, instalaciones, software, y datos de varias organizaciones, a menudo
en diferentes paises.

Algunos de las tareas en las que se trabaja en conjunto son a largo plazo, otros son méas
a corto plazo, pero todos comparten el denominador comun de exigir a organizaciones
separadas trabajar en conjunto con sus propios recursos y procedimientos para lograr un
objetivo comun.

Con diferentes organizaciones, con diferentes ordenadores, sistemas operativos , bases
de datos y protocolos trabajando juntos para compartir recursos y datos ha sido muy
dificil. Sin embargo, la creciente necesidad de cooperacién entre organizaciones a gran
escala ha llevado al desarrollo de sistemas y tecnologia para la conexion de computadoras
muy distantes entre si en lo que es llamado la grid.

El objetivo de la grid es proporcionar una infraestructura técnica para permitir que un
grupo de organizaciones que comparten un objetivo comun formen una organizacién vir-
tual. Esta organizacion virtual tiene que ser flexible, con muchos y cambiantes miembros,
permitiendo a los miembros trabajar juntos en areas que consideren oportunas, mientras
se les permite mantener el control sobre sus propios recursos al grado que deseen.
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2.2.6. Metricas de Desempeno

La razon por la que se contruyen computadoras paralelas es lograr tener un mejor
desempeno que el que se tiene con el modelo uniprocesador. Esta mejora en la velocidad
de los procesos tambien debe ser alcansada con eficiencia de costos. Un problema que se
resuelve en una maquina que logra hacerlo dos veces mas rapido, pero que cuesta 100
veces mas tal vez no seria rentable. Mencionaremos algunos de los aspectos de desempeno
asociados con las arquitecturas paralelas.

2.2.6.1. metricas de hardware

Desde el punto de vista del hardware las metricas que interesan son la velocidad de la
CPU y de E/S. las velocidad de la CPU y de E/S son las mismas que en el uniprocesador,
de modo que los parametros de interes en un sistema paralelo seran los asociados con la
interconexién. los dos elementos clave son la latencia y el ancho de banda. La latencia
de viaje redondo es el tiempo que tarda una CPU en enviar un paquete y recibir una
respuesta. si el paquete es enviado a una memoria entonces ésta mide el tiempo que to-
ma leler o escribir una palabra o un bloque de palabras. si el paquete es enviado a otra
CPU entonces se mide el tiempo de comunicacion interprocesador para paquetes con ese
tamano.

La latencia comprende varios factores y es diferente para las interconexiones de comu-
nicacién de circuitos, de almacenamiento y reenvio, de corte virtual y de enrrutamiento
por tunel. En el caso de la conmutacion de circuitos la latencia es la suma del tiempo de
transmision y el tiempo de preparacién. Para preparar un circuito es necesario enviar un
paquete de “sondeo” que se encargara de reservar los recursos y de informar de los resul-
tados de su envio. Después se debe armar un paquete de datos y una vez listo entonces es
enviado. Si el tiempo de preparacion es t,, el tamano del paquete el p bits y el ancho de
banda en de b bits/s, la latencia en un sentido sera T + p/b. si el circuito permite que los
paquetes fluyan en ambas direcciones entonces sin haber tiempo de preparacion para la
respuesta, la latencia minima para enviar un paquete y recibir la respuesta serfa T+ 2p/b
segundos.

En el caso de la conmutacién de paquetes no es necesario enviar un paquete de sondeo.
El tiempo que lleva armar el paquete es T}, entonces el tiempo de transmision en un sen-
tido seria T, + p/b, pero éste es sélo el tiempo que tarda en llegar al primer conmutador.
Llamaremos T} al retardo finito que hay dentro de cada conmutador. Si hay n conmuta-
dores, la latencia total en un sentido seria Ty + n(p/b + Ty) + p/b el ultimo término es
debido al envi6 del ultimo conmutador al destino.

Las latencias en un sentido para el corte virtual y el enrutamiento a través del tinel en
el mejor de los casos son cercanas a T, + p/b debido a que no hay que enviar un paquete
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de sondeo y no existen los retrasos asociados al almacenamiento y reenvio. Basicamente
la latencia consiste en el tiempo de preparacion del paquete de datos mas el tiempo que
le toma llegar a su destino, en todos los casos se debe sumar el retraso de propagacion,
pero éste es generalmente pequeno.

La otra métrica asociada al hardware es el ancho de banda. El ntimero de bits que el
sistema es capaz de transmitir es critico para el desempeno. Existen diferentes métricas
para medir el ancho de banda.

Para calcular el ancho de banda bisectriz se debe dividir de forma conceptual la red en
dos partes iguales pero disconexas eliminando un conjunto de aristas de su grafo. Se cal-
cula el ancho de banda de las aristas eliminadas . Puede haber muchas distintas formas
de dividir la red. El ancho de banda bisectriz es el minimo de todas las divisiones po-
sibles. El ancho de banda agregado es la suma de las capacidades de todos los enlaces.
Lo que nos proporciona la maxima cantidad de bits que pueden estar en transito en un
determinado momento. También existe el ancho de banda medio en la salida de cada CPU.

Es muy importante tener baja latencia y un buen ancho de banda aunque los progra-
madores prefieren reducir la latencia primero y después preocuparse por como aumentar
el ancho de banda.

2.2.6.2. Meétricas de software.

Un usuario esta interesado en que tanto va a aumentar la velocidad de la ejecucion
de sus programas con respecto a la versién ejecutada en un uniprocesador. La métrica
importante para ellos es la aceleracion. La aceleracion es el indicador de cuantas veces
mas rapido se ejecuta un programa en un sistema de n procesadores en comparacién de
uno con un procesador.

Parte de la razon por la cual es casi imposible lograr una aceleracion perfecta es que
casi todos los programas cuentan con una parte secuencial, como la fase de inicializacion,
la lectura de los datos, la reunién de los resultados. En estos caso contar con muchas
CPUs o coprocesares especializados no es de gran ayuda. Supongamos que un programa
se ejecuta durante T segundos en un uniprocesador, y que una fraccién f de este tiempo
corresponde a un codigo secuencial y una fraccién 1 — f es potencialmente paralelizable.
Si este ultimo codigo se puede ejecutar en n CPU sin gasto extra su tiempo de ejecucion
podra reducirse de (1 — f)T" a (1 — f)T'/n en el mejor de los casos. Esto deriva en un
tiempo de ejecucion total fT' + (1 — f)T'/n. la aceleracién no es mas que el tiempo de
ejecucion del programa original, 7', dividido entre el nuevo tiempo de ejecucion.

Aceleracion =n/1+ (n—1)f (2.1)

Con f = 0 se puede obtener una aceleracion lineal, pero con f > 0 no se puede lograr la
aceleracion perfecta debido a la parte secuencial. Este resultado se conoce como la ley de
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Amdahl.

Otra ley importante considerar que ademas estd en estrecha relacion con la ley de
Amdahl es la ley de Gustafson [11]. Si usamos s y p para representar el tiempo secuencial
y el tiempo paralelo en un sistema paralelo el procesador secuencial requeria s + ps para
desarrollar la tarea. Este razonamiento da una pauta a la ley de Amdahl.

Aceleracion = (s+pn)/(s+p)=s+pn=n+ (1 —n)s (2.2)

La ley de Gustafson supone que la cantidad total de trabajo que se hara en paralelo varia
linealmente con el nimero de procesadores. Amabas leyes asumen que el tiempo secuen-
cial es independiente del numero de procesadores.

Es importante considerar que estas leyes no son los tnicos aspectos que limitan la
aceleracion, también estan el ancho de banda y la latencia. Estos aspectos deben de ser
considerados por un programador a la hora de buscar acelerar cualquier algoritmo.

2.3. clasificacion de las computadoras paralelas

Clasificar las computadoras paralelas no ha sido una labor fécil, sin embargo investiga-
dores lo han intentado y logrado con cierto éxito. El esquema mas usado es el que propuso
Michael Flynn en 1975 [12]. La taxonomia de Flynn se basa en los flujos de instrucciones
y en los flujos de datos. El flujo de instrucciones corresponde a un contador de programa
y el flujo de datos en una serie de instrucciones. Se pueden considerar independientes los
flujos de datos y de instrucciones por lo cual es posible encontrar las clasificaciones de la
Figura 2.3

Flujo de instrucciones Flujo de datos Nomb
1 1 SISD
1 Multiple SIMD
Multiple 1 MISD
Multiple Multiple MIMD

Figura 2.3: Taxonomia de Flynn de las computadoras paralelas.
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2.3.1. MaAquina SISD

éste es el modelo tradicional de computacion secuencial visto como un simple flujo de
instrucciones que se ejecutan una tras otra sobre los mismos datos. la figura 2.4 muestra
un esquemas de la maquina SISD.

Instrucciones Datos )
Control Procesador Memoria

Figura 2.4: Maquina SISD

Un ejemplo sencillo seria pensar en la suma de todos los elementos de un vector A de
N elementos A;, As,...Ay. Es necesario que el procesador acceda a memoria N veces para
obtener los datos y después realice N-1 sumas para obtener el resultado final.

2.3.2. Maquina SIMD

En este tipo de maquinas solo existe una unidad de control que es la enargada de enviar
las instrucciones a los diferentes procesadores o ALUs, para que cada uno ejecute la misma
serie de instrucciones, pero sobre diferentes conjuntos de datos. Su posible representacion
se muestra en la Figura 2.5. Este tipo de maquinas son utilizadas para calculos cientificos.

Control

Instrucciones

Y

A A

Datos ! Datos 2 Datos |

Memoria 1 Memoria 2 Memoria N

Figura 2.5: Maquina SIMD

Como ejemplo pensemos en dos vectores A y B de N elementos y queremos sumar
Ay + By, Ay + B, hasta Ay + By para dar origen a un nuevo vector C. Supongamos
que también contamos con N procesadores, estoces cada procesador seria encargado de
generar un nuevo elemento del vector C, pues a cada procesador le corresponderia realizar
una suma y en el tiempo de una instrucciéon se realizarian las N requeridas.
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2.3.3. Maquina SDMI

En esta maquina Varias instrucciones operan sobre el mismo conjunto de datos y su
representacion se ilustra en la Figura 2.6. Estd maquina no es muy usada en la practica.

Control 1 Control 2 Control N
Instrucciones 1 Instrucciones 2 Instrucciones
\i \i Y
Procesador 1 @:@ ProcesadopN
A
Datos
Memoria

Figura 2.6: Maquina SDMI

Un ejemplo sencillo seria un par de matrices X y Y de tamanio NxN donde se debe
hacer la suma, multiplicacién y obtener la inversa de cada matriz. una serie de diferentes
instrucciones deben operar sobre los mismos datos entonces cada procesador ejecutaria
una operacion diferente sobre las mismas matrices.

2.3.4. Maquina MDMI

Por ultimo se tienen la maquinas MIMD que se pueden ver como multiples procesadores
independientes que forman parte de un sistema mas grande. En la figura 2.7 se muestra
un ejemplo.

Control 1 Control 2 Control N

Instrucciones 1 Instrucciones 2 Instrucciones
\ \ \

Corocesador D> Proesadory  (__ ProcesedipN

Figura 2.7: Maquina MDMI

en este caso cada procesador es libre de ejecutar su propio flujo de instrucciones con su
propio flujo de datos simultAjneamente.
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2.4. GPUs y su arquitectura

2.4.1. Historia de la computacion sobre GPUs

Los procesadores centrales se desarrollaron sobre las velocidades de reloj y niimero de
nucleos. Mientras tanto, el estado de procesamiento de graficos se sometié a una dramatica
revolucion. A finales de la década de 1980 y principios de la década de 1990, el crecimien-
to de la popularidad de los sistemas operativos impulsados graficamente como Microsoft
Windows ayudo a crear un mercado para un nuevo tipo de procesador. A principios de
1990, los usuarios comenzaron a comprar los aceleradores de visualizacién 2D para sus
ordenadores personales. Estos aceleradores de visualizaciéon de mapa de bits ofrecen ope-
raciones asistidas por hardware para ayudar en la visualizacién y la facilidad de uso de
los sistemas operativos graficos.

Por la misma época, en el mundo del computo profesional, una empresa con el nom-
bre de Silicon Graphics paso la década de 1980 popularizando el uso de graficos en tres
dimensiones en una variedad de mercados, incluyendo aplicaciones gubernamentales y de
defensa y la visualizacion cientifica y técnica, asi como proporcionar las herramientas para
crear efectos cinematograficos asombrosos. En 1992, Silicon Graphics abre la interfaz de
programacion de su hardware mediante la liberacién de la biblioteca OpenGL. Silicon
Graphics destind OpenGL a ser utilizado como un método estandarizado, independiente
de la plataforma para escribir aplicaciones graficas en 3D. Al igual que con el procesa-
miento y la CPU en paralelo, sélo seria cuestion de tiempo antes de que las tecnologias
encontraran su camino en las aplicaciones de consumo general.

A mediados de la década de 1990, la demanda de aplicaciones de consumo que em-
plean graficos 3D se habia intensificado rapidamente, preparando el escenario para dos
desarrollos bastante significativos. En primer lugar, el lanzamiento de juegos en primera
persona tales como Doom, Duke Nukem 3D, Quake y ayudo a iniciar una busqueda para
crear progresivamente entornos 3D mas realistas para juegos de PC. Aunque los grafi-
cos 3D eventualmente trabajarian en casi todos los juegos de ordenador, la popularidad
del género de los videojuegos de diparos aceleraria significativamente la adopcion de los
graficos 3D en la computacion de consumo. Al mismo tiempo, empresas como NVIDIA,
ATT Technologies, y 3Dfx Interactive comenzaron a liberar los aceleradores de graficos
que eran lo suficientemente costeables y atractivos como para atraer la atencion general.

El lanzamiento de la NVIDIA GeForce 256 empujé atun mas las capacidades de hardwa-
re de graficos de consumo. Por primera vez, los calculos de transformacion e iluminacion
se podrian realizar directamente en el procesador de graficos, mejorando de este modo el
potencial para incluso mas aplicaciones visualmente interesantes. Desde transformacién e
iluminacion ya eran parte integrante de la pipeline de graficos OpenGL, la GeForce 256
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marcod el comienzo de una progresion natural en el que cada vez mas de la pipeline de
graficos se aplicaria directamente en el procesador grafico.

La liberacion de NVIDIA de la serie GeForce 3 en 2001 representa sin duda el avance mas
importante en la tecnologia de GPU. La serie GeForce 3 fue el primer chip de la industria
de la computacién para poner en practica el entonces nuevo estandar de Microsoft DirectX
8.0. Esta norma requiere que el hardware compatible contenga tanto vértices programables
y las etapas de sombreado de pixeles programables. Por primera vez, los desarrolladores
tenian algin control sobre los calculos exactos que se pueden realizar en sus GPU.

2.4.2. Las GPUs como computadoras paralelas

Desde 2003, la industria de los semiconductores se ha asentado sobre dos trayectorias
principales para el diseno de microprocesadores. La trayectoria multicore busca mantener
la velocidad de ejecucién de los programas secuenciales mientras se mueve en multiples
nicleos. Los multicores comenzaron como procesadores de doble niicleo, con el nimero de
nicleos de aproximadamente el doble con cada generacién de procesos de semiconducto-
res. Un ejemplar actual es el reciente microprocesador core i7 de Intel. El microprocesador
hace uso del hyperthreading con dos hilos de hardware y esta disenado para maximizar la
velocidad de ejecucion de los programas secuenciales. En contraste el enfoque many-core
se enfoca en el rendimiento en la ejecucion de programas paralelos. Estos comenzaron
como un gran numero de nucleos mucho mas pequenas y el niimero de nicleos se duplica
con cada generacion. Un ejemplar actual es la unidad de procesamiento gréafico (GPU)
GeForce GTX 280 de NVIDIA con 240 core. Procesadores many-core especialmente las
GPUs, han llevado la carrera del rendimiento en punto flotante desde 2003. Las mejoras
en el desempeno de los microprocesadores de propodsito general se ha reducido de manera
significativa mientras que las GPUs han seguido mejorando sin cesar.

Esta significativa diferencia ya ha hecho que muchos desarrolladores cambien la ejecu-
cién de las partes de célculo complejas a GPUs. No es sorprendente que estas partes de
calculo complejas también son el blanco principal de la programacién paralela cuando hay
mas trabajo por hacer, hay mas oportunidad de dividir el trabajo entre elementos que
cooperan de forma paralela.

La diferencia que existe entre los procesadores multicore y los many-core esta en sus
diferentes filosofias de diseno fundamentales entre los dos tipos de procesadores, como
se ilustra en la Figura 2.8 El diseno de una CPU esta optimizado para el rendimiento
del codigo secuencial. Hace uso de la sofisticada logica de control para permitir que las
instrucciones de un solo hilo se ejecuten en paralelo o incluso fuera de su orden secuen-
cial, manteniendo la apariencia de ejecucién secuencial. Mas importante aun, las grandes
memorias caché se proporcionan para reducir las latencias de acceso a las instruccion y
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de acceso a datos de grandes aplicaciones complejas. Ni la l6gica de control ni memorias
caché contribuyen a la velocidad de calculo. A partir de 2009, los nuevos microprocesado-
res de proposito general multicore suelen tener cuatro grandes nticleos de procesamiento
disenados para ofrecer un fuerte rendimiento del cédigo secuencial.

ALY ALY
ALY ALY

Figura 2.8: Diferencia de las filosofias de disenio de las GPUs y las CPUs

El ancho de banda de memoria es otro factor importante. Chips graficos han estado
operando a aproximadamente 10 veces el ancho de banda de los chips de CPU disponibles
simultdneamente. A finales de 2006, la GeForce 8800 GTX, o simplemente G80, fue capaz
de mover datos a cerca de 85 gigabytes por segundo (GB/s) dentro y fuera de su principal
memoria dindmica de acceso aleatorio (DRAM).

La filosofia de diseno de las GPUs es seguida por el rapido crecimiento de la industria
de los videojuegos, que ejerce una enorme presién econdémica para la capacidad de reali-
zar una enorme cantidad de cédlculos de punto flotante por frame de video en los juegos
avanzados. Esta demanda motiva a los vendedores de la GPU para buscar formas de ma-
ximizar el area del chip y el presupuesto de alimentacion dedicada a calculos de punto
flotante. La solucién que ha prevalecido hasta la fecha es la de optimizar el rendimiento
de la ejecucion a través de un masivo nimero de hilos. El hardware se aprovecha de un
gran numero de hilos de ejecuciéon para encontrar trabajo que hacer cuando algunos de
ellos estan en espera por grandes latencias de acceso a la memoria, minimizando asi la
logica de control necesaria para cada subproceso de ejecucion. Las pequenas memorias
caché se proporcionan para ayudar a controlar los requisitos de ancho de banda de estas
aplicaciones, de modo que varios subprocesos que tienen acceso a los mismos datos de
la memoria no necesitan ir la DRAM. Como resultado de ello, una mayor area de chip
esta dedicado a los calculos de punto flotante.

Dentro de un programa se cuenta con partes inherentemente secuenciales y del mismo
modo otras paralelas por eso se vuelve necesaria la ejecucién de un programa de manera
conjunta usando la CPU para las partes secuenciales y la GPU para aquellos cédlculos
complejos que son altamente paralelizables. ésto se vuelve posible gracias al modelo de
programacién CUDA (Compute Unified Device Architecture) que se disenio para soportar
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la ejecucion conjunta entre CPU yGPU. El hecho de que cada vez se hayan popularizado
mas el uso de los GPUs a derivado en una disminuciéon de sus costos lo que ha permitido
que la mayoria de las computadoras de escritorio y portatiles cuenten con una GPU sin
ver en gran medida una elevacién de su costo. Como resultado de las ventajas que la
GPU ofrece sobre la CPU se puede esperar que cada vez mas aplicaciones complejas sean
programadas o migradas para su ejecucion sobre una GPU.

Ademas de todas las ventajas ya mencionadas NVIDIA para promover entre los cientifi-
cos e investigadores el uso de las GPUs se dio la tarea de desarrollar CUDA que es una
extensién de C y que elimina la tediosa tarea de usar APIs graficas para llevar una apli-
cacién a ejecutarse sobre una GPU. Sobre CUDA ahondaremos en secciones posteriores.

2.4.3. Arquitetura general de una GPU

La Figura 2.9 muestra la arquitectura tipica de una GPU habilitada con CUDA. Se
organiza en una serie de multiprocesadores de streaming multiprocessors (SMs). En la
Figura 2.9, dos SMs forman un bloque; Sin embargo, el nimero de SMs en un bloque
puede variar de una generacién de GPUs CUDA a otra generacion. Ademds, cada SM en
la Figura 2.9 tiene una ntimero de streaming procesors (SPs) que comparten la légica de
control y las instrucciones en caché. Cada GPU actualmente viene con hasta 4 gigabytes
de Graphics Double Data Rate (GDDR) DRAM, referida como memoria global en la
Figura 2.9. Estos GDDR DRAM difieren de las DRAM del sistema en la placa base de
CPU en que esta disenada para tarjetas gréaficas y, al igual que la memoria DRAM de la
CPU, funcionaba segin el estandar DDR, enviando dos bits por cada ciclo de reloj, pero
en este caso los modulos de memoria GDDR se optimizan para lograr altas frecuencias
de reloj acortando los tiempos de acceso de las células de memoria en comparacién con
la memoria DDR convencional. Esto es necesario dada la gran cantidad de datos que
tienen que procesar las tarjetas graficas. En aplicaciones graficas esta memoria funciona
para mantener imagenes de video y texturas de informacion para rendering tridimencional
(3D) pero para computo general funciona como un muy alto ancho de banda, aunque con
algo mas de latencia de la memoria del sistema tipico. Para aplicaciones masivamente
paralelas, el ancho de banda superior compensa el aumento en la latencia.

El G80 que introdujo la arquitectura CUDA tenfa 86.4 GB/s de ancho de banda de
memoria, ademds de un ancho de banda de comunicacién de 8 GB/s con la CPU. Una
aplicaciéon CUDA puede transferir datos desde la memoria del sistema a 4 GB/s, y al
mismo tiempo cargar los datos de vuelta a la memoria del sistema a 4 GB/s. En con-
junto, hay un total de 8 GB/s. El ancho de banda de comunicacién es mucho menor que
el ancho de banda de memoria y puede parecer una limitaciéon; sin embargo, el ancho de
banda PCI Express es comparable con el ancho de banda del bus frontal de la CPU a la
memoria del sistema, asi que no es realmente no es una limitaciéon como podria parecer.
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Figura 2.9: Estructura de memoria

Se espera que el ancho de banda de comunicacién crezca como el ancho de banda del bus
de CPU de la memoria del sistema crece en el futuro.

El chip G80 tiene 128 SP (16 SMS, cada uno con 8SP). Cada SP tiene una unidad
multiplicador-sumador (MAD) y una unidad de multiplicacién adicional. Con 128 SP,
que es un total de mas de 500 gigaflops. Adicionales a las unidades de funciones especiales
que realizan funciones de punto flotante, como la raiz cuadrada (SQRT), asi como las
funciones trascendentales. Con 240 SPs, el GT200 excede un teraflops. Debido a que cada
SP es masivamente divisible en hilos, puede ejecutar miles de hilos por aplicacion. Una
buena aplicacién tipicamente ejecuta entre 5000-12000 hilos simultaneamente en este chip.
El chip G80 soporta hasta 768 hilos por SM, que suman alrededor de 12000 hilos de este
chip. El més reciente GT200 soporta 1024 hilos por SM y hasta aproximadamente 30000
hilos por el chip. Por lo tanto, el nivel de paralelismo soportado por el hardware de la
GPU esta aumentando rapidamente.

2.5. CUDA

2.5.1. Paralelismo y Estructura de un programa en CUDA

Algunos investigadores se dieron cuenta de las ventajas que los procesadores gréficos
podian ofrecer en la simulacion de problemas complejos que requerian de un computo
intensivo. Para tener acceso a los recursos computacionales de una GPU un programador
tenia que encontrar la manera de convertir su problema en nativas operaciones graficas
para que el computo pudiera ser ejecutado a través de llamadas con OpenGL o la API Di-
retX. Para poder acceder al computo general a través de una GPU NVIDIA desarroll6 el
ambiente de programacién paralelo CUDA (Compute Unified Device Architecture).
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Muchas aplicaciones de software que procesan una gran cantidad de datos y que por lo
tanto incurren en largos tiempos de ejecucién en las computadoras de hoy en dia estan
disenadas para modelar el mundo real. Fuerzas de la naturaleza fisica de cuerpos rigidos
y modelos de la dinamica de fluidos son movimientos que pueden ser evaluados de forma
independiente dentro dentro de pequenos intervalos de tiempo. Tal independencia en la
evaluacion es la base de paralelismo de datos en estas aplicaciones.

El paralelismo de los datos se refiere a la propiedad del programa mediante el cual mu-
chas operaciones aritméticas pueden realizarse con seguridad en las estructuras de datos
de forma simultanea. Se puede ilustrar el concepto de paralelismo de datos con el ejemplo
de una multiplicacién matrices donde cada elemento de la matriz P se genera mediante
la realizacién de un producto escalar entre una fila de entrada de la matriz M y una
columna de entrada de matriz de N. En la Figura 2.10, el elemento resaltado de la matriz
P se genera tomando el producto escalar de la fila resaltada de la matriz M y la columna
resaltada de la matriz N. El calculo de los diferentes elementos de la matriz P se pueden
realizarse simultaneamente. Es decir, ninguno de estos productos punto afectard ningun
otro resultado en la matriz P. Para matrices muy grandes como una de 1000 x 1000 se
tendrian que realizar 1000000 de productos punto donde cada implica 1000 multiplicacio-
nes y 1000 operaciones aritméticas acumulativas.

WIDTH

WIDTH

WIDTH

Figura 2.10: Estructura de memoria

Un programa en CUDA consta de una o mas fases que son ejecutadas en el host (CPU)
o en el device como una GPU. las fases que muestran poco o ningin paralelismo seran
ejecutadas en el host mientras que aquellas que muestren una gran cantidad de datos
paralelos seran ejecutadas en el device. El cédigo generado en CUDA debe ser un perfecto
acoplamiento entre cogido que se ejecuta en el host y codigo que se ejecuta en el device.
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el compilador C de NVIDIA (nvee) separa los dos durante el proceso de compilacién.
El cédigo del device usa una extensiéon de ANSI C con palabras clave para etiquetar
funciones de datos paralelas llamadas ”Kernelsz su estructura de datos asociada. Las
funciones kernel generan una gran cantidad de hilos para explotar el paralelismo.

2.5.2. Tranferencia de datos

En CUDA, el host y los device tienen espacios de memoria diferentes. Esto hace evi-
dente que los dispositivos son tipicamente tarjetas de hardware que vienen con su propia
memoria dindmica de acceso aleatorio (DRAM). Por ejemplo, el procesador NVIDIA T10
viene con hasta 4 GB (billén de bytes, o giga bytes) de memoria DRAM. para poder ejecu-
tar un kernel en un dispositivo el programador necesita asignar memoria en el dispositivo
y transferir los datos pertinentes de la memoria del host a la memoria del device. Después
que la ejecucion se ha llevado a cabo en el device es necesario regresar los datos resultantes
de la memoria del device a la memoria del host y liberar la memoria del dispositivo que
ya no es necesaria.

La figura 2.11 muestra una visién general del modelo de memoria, de la asignacion,
el movimiento y el uso de los distintos tipos de memoria de un dispositivo. En la parte
inferior de la figura se ve la memoria global y la memoria constante. Estos son los tipos
de datos en memoria que el cédigo de host puede transferir hacia y desde el dispositivo,
como se pude apreciar debido a la flecha bidireccionales entre el host y el devidce. La
memoria constante permite acceso de sélo lectura para el cédigo del dispositivo. Tenga en
cuenta que la memoria principal no se muestra explicitamente en la Figura 2.11, pero se
supone que deben figurar en el host.

El modelo de memoria cuenta con funciones de la API que ayudan al programador
con la gestién de los datos entre las memorias. Entre las funciones que se tienen para
la gestién de la memoria se tiene la funcién cudaMalloc() que se puede llamar desde el
codigo de host para asignar a un objeto una parte de la memoria global. ésta funcion es
muy parecida a la funcién de las bibliotecas de C malloc(). Esto es debido a que CUDA
es C con extensiones minimas. CUDA utiliza malloc() para gestionar la memoria del host
y agrega cudaMalloc() como una extension de la biblioteca de C. Con esto se minimiza
el tiempo que le lleva al programador aprender CUDA.

El primer parametro de la funcién cudaMalloc() es la direccién del apuntdor. A la di-
reccién del apuntador se le debe hacer un cast a void (void **) debido a que la funcién no
espera un valor de puntero especifico; la funcién de asignacién de memoria es una funcion
general que no se limita a ningun tipo particular de objetos. El segundo pardametro de la
funcién cudaMalloc() da el tamano del objeto que se asignard, en términos de bytes.

En la Lista 2.1 muestra un c6digo sencillo que ilustra el uso de cudaMalloc(). Se pasa la
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direccion de Md como primer parametro después de hacer un cast a void; es decir, Md es
el puntero que senala a la region de memoria global del dispositivo asignada para la matriz
M. El tamano de la matriz asignada serda N*N*4 puesto que la matriz es de tamano NxN.
Después del computo se llama a cudaF'ree() con un puntero Md como entrada para liberar

el espacio de almacenamiento para la matriz M de la memoria global del dispositivo.

float =Md

int size = Width * Width x sizeof(float);

cudaMalloc ((void x*)&Md, size);

cudaFree (Md) ;

\caption{Ejemplo de uso cudaMalloc}

\label{fig: ejemCmalloc}

Listing 2.1: Ejemplo de uso de cudaMalloc

Una vez que el programa ha asignado la memoria global del dispositivo, es posible
tranferir los datos del host al device. Esto se consigue llamando a una de las funciones
de la API de CUDA, cudaMemcpy(), para la transferencia del host al device y a la in-
versa. La funcién cudaMemcepy() toma cuatro pardmetros. El primer pardmetro es un
puntero a la ubicacion de destino para la operacion de copia. El segundo parametros
son los datos de origen del objeto que desea copiar. El tercer parametro especifica el
nimero de bytes a copiar. El cuarto parametro indica el el tipo de transferencia que se
hara: desde la memoria principal a la memoria principal, desde la memoria principal a
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la memoria del dispositivo, desde la memoria del dispositivo a la memoria principal o
desde la memoria del dispositivo a la memoria del dispositivo. cudaMemcpy() no se puede
utilizar para hacer copias de datos entre diferentes dispositivos en los sistemas multi-GPU.

Supongamos que M, P, Md, Pd, y el tamano ya se han establecido; las dos llamadas a
funciones se muestran a continuacién. cudaMemcpyH ostToDevice y cudaMemcpyDeviceToH ost,
son constantes predefinidas del entorno de programacién CUDA. La misma funcién se pue-
de utilizar para transferir datos en ambas direcciones pero se debe ser muy cuidadoso con
los punteros de origen y de destino y el uso de la constante apropiada para el tipo de
transferencia.

cudaMemcpy(Md, M, tamano , cudaMemepyHostToDevice);

cudaMemepy(P, Pd, tamano , cudaMemcpyDeviceToH ost);

La asignacién de la memoria y los diferentes tipos de transferencia de datos son funda-
mentales para obtener una exitosa ejecucion.

2.5.3. Funciones kernel y manejo de hilos

En CUDA, una funcién kernel especifica el codigo a ser ejecutado por todos los hi-
los durante una fase paralela. Debido a que todos estos hilos ejecutan el mismo codigo,
la programacion CUDA es una instancia del programa tnico conocido, single-program
multiple-data (SPMD), un estilo de programacién popular para sistemas masivamente
paralelos. Enalgunas de las extensiones que se hicieron a C fueron anadir palabras clave
como __global__ que indica que la funcién es un kernel y que se puede llamar desde una
funcion de acogida para generar una grid de hilos en un dispositivo.

CUDA extiende la declaracién de funciones C con tres palabras. Los significados de
estas palabras clave se resumen en la Figura 2.13. La palabra clave __global__ indica que
la funcion que esta declarada es una funcion del kernel CUDA. La funcién se ejecutara en
el dispositivo y s6lo se puede llamar desde el host para generar una grid de hilos en
un dispositivo. Ademéas __global__, hay otras dos palabras clave que se pueden utilizar
en frente de una declaracion de la funcion. La palabra clave __device__ indica que la
funcién esta declarada es una funcion del dispositivo CUDA. Una funcién del dispositivo
se ejecuta en un dispositivo de CUDA y sélo se puede llamar desde un kernel de la funcién
u otra funcion del dispositivo. Funciones del device no pueden tener llamadas a funciones
recursivas ni llamadas a funcines indirectas a través de punteros en ellos. La palabra
clave __host__ indica que la funcion esta siendo declarada es una funcién del host. Una
funcién de host es simplemente una funcién de C tradicional que se ejecuta en el host y
solo puede ser llamado de otra funcién de host. Por defecto, todas las funciones en un
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g ecutada en: Ll amada desde:

device__ float DeviceFunc() Devi ce Devi ce

__global __ void kernel Func() Devi ce host

__host__ float HostFunc() host host

Figura 2.12: Estructura de memoria

programa CUDA son funciones host si no tienen alguna de las palabras clave de CUDA
en su declaracion.

También es posible utilizar tanto __host__ como __device__ en una declaracion de la fun-
cion. Esta combinacion activa el sistema de compilacién para generar dos versiones de
la misma funcién. Una se ejecuta en el host y sélo se puede llamar desde una funcion
host. El otro se ejecuta en el dispositivo y solo se puede llamar desde un dispositivo o
una funcién del kernel. Esto apoya un uso comun cuando el mismo cédigo fuente se puede
simplemente volver a compilar para generar una versién del dispositivo.

Otras extensiones de C que se deben mencionar son las palabras clave threadldx.x y
threadldx.y, que se refieren a los indices de hilo. Todos los hilos ejecutan el mismo cédigo
del kernel. Es necesario un mecanismo que les permita distinguirse y dirigirse a si mis-
mos hacia las partes particulares de la estructura de datos que han sido designados para
trabajar. Estas palabras clave identifican las variables predefinidas que permiten que un
hilo acceder a los registros de hardware en tiempo de ejecucion. Diferentes hilos veran
diferentes valores en sus variables threadldx.x y threadldx.y.

Cuando se invoca un kernel se ejecuta una grod de hilos paralelos. Cada grid tipicamente
se compone de miles de millones de hilos de GPU ligeros, creando suficientes subprocesos
para utilizar plenamente el hardware que a menudo requiere una gran cantidad de para-
lelismo de datos; Por ejemplo, cada elemento de una matriz grande podria ser calculada
en un hilo separado.

Los hilos en una grid se organizan en una jerarquia de dos niveles, como se ilustra en
la figura 3.13. en un pequeno nimero de t se muestran en la Figura 2.13. En realidad,
una grid consistira tipicamente de muchos mas hilos. En el nivel superior, cada grid se
compone de uno o mas bloques. Todos los bloques en una grid tienen el mismo ntimero de
hilos. En la figura 2.13, la grid 1 esta organizada como una matriz 2x2 de 4 bloques. Cada
bloque tiene unicas coordenadas bidimensionales dado por las palabras clave especificas
CUDA blockldx.x y blockldx.y. Todos los bloques deben tener el mismo nimero de hilos
organizados de la misma manera.

En cambio cada bloque a su vez esta organizado como una matriz tridimensional de
hilos con un tamano total de hasta 512 hilos. Las coordenadas de los hilos en un bloque
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se definen tnicamente por tres indices: threadldx.x, threadldx.y y threadldx.z. No todas
las aplicaciones utilizan las tres dimensiones de un bloque de hilos. En la figura 3.13, cada
bloque estd organizado en una matriz 4x2x2 tridimensional de hilos. Esto le da a la grid
1 un total de 4x16 = 64 hilos.

2.6. Resumen

En este capitulo se presentd una vista a lo que es el computo paralelo, la importancia
que tiene hoy en dia en el ambito cientifico y algunos de los enfoques en los que se
aplica la divisiéon de un problema en pequenas partes que mas tarde son resueltas de
manera simultanea. Debido a las caracteristicas que poseen las GPUs no todo tipo de
problema es adecuado para resolverse sobre este tipo de arquitectura. El método de Monte
Carlo es intrinsecamente paralelo por lo que es un candidato idéneo para ser programado
sobre GPUs. CUDA es un conjunto de herramientas de desarrollo creadas por NVIDIA
que ademas ha incluido un gran conjunto de bibliotecas ttiles al programador. Tal es

el caso de cuRAND que se uso para la generacion de muestras aleatorias con diferentes
distribuciones.



Capitulo 3

Integral de Wiener

3.1. Introducciéon

En 1827 el botédnico francés Robert Brown observo pequenas particulas de polen en
un liquido danzando por doquier sin una razén aparente. Este movimiento fue llamado
movimiento browniano. Mas tarde la definicién formal de este movimiento la hizo el
matematico Robert Wiener y a éste se le denominé proceso de Wiener. Las trayectorias
resultantes de un proceso de Wiener son continuas pero no derivables por lo tanto se
requiere de la construccién de una integral estocastica. La integral de Wiener es una
integral estocdastica sobre un espacio de funciones medibles o sobre un funcional.

3.2. Proceso de Wiener

Para introducir a los procesos de Wiener se describird un “experimento” sencillo. Pen-
semos en un individuo que posee una riqueza inicial igual a W (0) unidades monetarias; un
periodo mas tarde el individuo extrae una muestra de una variable aleatoria distribuida
normalmente con media 0 y varianza 1 y el resultado de esta extraccion sera anadido (o
sustraido) de la riqueza inicial. La riqueza del individuo tras el experimento serd denotada
como W (1). Un periodo més tarde el experimento vuelve a repetirse extrayendo una nue-
va muestra a partir de una variable aleatoria normal, independientemente de la anterior,
pero con la misma media y varianza. El resultado de la muestra vuelve a ser anadido (o
sustraido) y ahora su riqueza es W (2). Este experimento e ira repitiendo sucesivamente,
de tal forma que al cabo de t periodos la riqueza del inversor serd W (t). La cantidad
acumulada al cabo de t periodos puede describirse mediante expresion (3.1).

Wi(t+1)=W(t) + &1 donde W(0) = Wy; v & ~ N(0,1) (3.1)

Una funcién W (t) como la que se acaba de describir recibe la denominacién de funcién
aleatoria o bien, al ser el argumento de la funcién el tiempo, un proceso estocéstico [13].
Observe que W (t) verifica las siguientes propiedades:

31



32 CAPITULO 3. INTEGRAL DE WIENER

E[W(t+1)]—W(t)=FE¢t+1] =0 (3.2)
VardW(t+1)] = W(t) = Var [t +1] =1 (3.3)
Ef(W(t+1)]—=W(t)(W(t+j7)]—W(t+j—1))] =0 para todo j > 1 (3.4)

La propiedad (3.4) implica que las variaciones de W (t) correspondientes a dos interva-
los del tiempo distintos son independientes y se deriva del supuesto de que las variables
& son variables aleatorias independientes.Una posible realizacién de este proceso ha sido
representa en la figura 7.1.

Una propiedad importante del proceso W (t) es la esperanza condicionada de W (¢ + 1),
EW(t+1)|W(t), W(t—1),W(t—2),...], depende exclusivamente del valor de w(t), siendo
totalmente independiente de la senda que haya seguido la variable W hasta ¢, es decir,
la expectativa en t obre el valor futuro de W no depende de como se haya llegado hasta
el valor W(t), de la historia pasada de W, sino sélo de su valor en . En cierto modo se
podria afirmar que el proceso estocastico W (t) no tiene memoria, los valores previos de
W (t) no influyen en los posibles valores que pueda adoptar dicha variable en el futuro.
Esta propiedad es muy importante en la medida en que se vaya a utilizar este tipo de
proceso estocdastico para modelar el comportamiento a lo largo del tiempo de una variable
financiera (precio de una accién, un tipo de interés, un tipo de cambio, etc.) ya que supone
admitir de forma implicita la hipotesis de eficiencia de los mercados financieros.

En el ejemplo anterior no se especificé la amplitud del intervalo de tiempo entre “experimentos”.
Si los periodos de tiempo considerados fuesen anuales, seria deseable escribir un proceso
de similares caracteristicas, pero en el que las variaciones de W (t) puedan darse con ma-
yor frecuencia, por ejemplo, cada 1/n anos, siendo n un entero mayor que 1. Este nuevo
proceso se describe en (3.2)

W(t+ At) = W(t) + & (3.5)

Siendo 0t = 1/n; W(0) = Wy; &se ~ N(0,0t)

Este nuevo proceso estocdstico verifica, entre otras, las siguientes propiedades:

E[W(t+At)] — W(t) =0 (3.6)

VarW(t+ At)] — W(t) = At (3.7)
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EJW(t+ At)] — W (@) (W (t+ jAt)] —W(t+ (j —1)At))] = 0 para todo j > 1 (3.8)

Para un periodo de amplitud 7" = §t, de una variable W (t) que sigue un proceso como
el que acabamos de describir. La variacién que experimentara esta variable al cabo de N
periodos de amplitud deltat puede expresarse como:

W(E+T) = W) = € (3.9)

Donde
&t + jAt ~ N(0, At)

De la expresion (3.9) se pueden deducir las siguientes propiedades de W (t +T1") — W (¢):

EIW( A T) W) = BV + 3 ey — W] = 0 (3.10)

VardW(t+T) — W(t)] = Var [W(t) + anftﬂ-m —W({t)]=NAt=T (3.11)

De estos resultados se deduce que la variaciéon esperada en el valor de la variable W(t)
durante el periodo [t, t4 7] es nula, mientras que la incertidumbre respecto al posible valor
que pueda adoptar dicha variable en t + T" se incrementa en funciéon de la amplitud del
intervalo de tiempo considerado 7', es decir cuanto mas no adentramos en fechas futuras.
Obsérvese que, en la medida que & se distribuye normalmente W (t +7') — W (t) también
se distribuye como una normal con media cero y varianza 7', es decir W (t +T) — W (t) ~
N(0,T)

Podemos entonces interpretar un proceso de Wiener como el limite cuando At 2 de un
proceso como el que acabamos de describir es decir:

W (t+ dt) = W(t) + Erar (3.12)

Siendo W(0) = Wy v &rar ~ N(0,dt)
Si se define dW como W (t + dt) — W (t) se verifican las siguientes propiedades:

E,[dW (t)] = 0; (3.13)
E[dW (t) - dt] = E[dW (t)]dt = 0 (3.14)

Var[dW (t)] = E,[dW (t)?)] = dt (3.15)
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Asi mismo, se verifica que W () es un proceso continuo respecto a t, pero W (t) no es
diferenciable para ningin valor de ¢.
Llegado a este punto, cabria preguntarse en qué medida un proceso de Wiener es apropiado
para representar el comportamiento de variables financieras. Por ejemplo, supongamos
que estamos tratando de describir el comportamiento del precio de una accién en t, que
denotaremos por S(t) mediante un proceso de Wiener. Segun las propiedades que hemos
analizado, la variacién esperada S(t) seria cero y por lo tanto el valor esperado del precio
de la accién en cualquier fecha futura ¢ + 7T seria el precio de la accion en t, es decir S(t)
que no parece muy adecuado.
Sin embardo es posible definir procesos estocasticos mas generales a partir de los procesos
de Wiener. Por ejemplo, consideremos un proceso estocdastico discreto X (¢) definido como:

X(t+1)=X(t)a+ b&q
Siendo X (0) = Xo, & ~ N(0,1) ya,b € R
Observe que ahora X (t) verifica las siguientes propiedades:

EIX(t+1) — X(8)] = Bya + bésr] = a + bE,[61] = a (3.16)

Var X (t+1) — X(t)] = Varia + b&y 1] = b*Vary&41] = b%; (3.17)

Es decir la variacién esperada de la variable X (¢) por unidad de tiempo es igual al
pardmetro a, y la varianza condicionada de la variacién de la variable X (¢) por unidad de
tiempo es igual a b?. El nuevo proceso ha sido dotado de una “tendencia” (que depende del
pardametro a) de igual forma es posible controlar la variabilidad o volatilidad del proceso
mediante el parametro, b. Un proceso de similares caracteristicas, pero observado cada
1/n anos (n > 1), puede describirse mediante la expresion (3.18).

X (0) = Xy, siendo ahora & + At ~ N(0,At) y At =1/n
En un proceso estocdstico como el descrité en la expresién (3.18), la variacién esperada
de la variable X (t) para un periodo de amplitud 7' = At, viene dada por

E[X(t4T)=X (1) = B> X(t+ jAY)] = E[Y  aAt + bfpijar) = N-a-At = aT (3.19)
j=1 j=1
Y la varianza condicionada de a variacién de la variable X (¢) para dicho periodo es
Var X (t+T) =X (1)) = Var, ) X(t+ jA)] = Var D> alt + bpar] = Y 0 Var[&add = 0N
j=1 j=1 j=1
(3.20)
Hay que senalar ademds que X(¢) se obtiene como la suma de variables normales,
por lo que X (t 4+ 7T') también se distribuye segiin una variable aleatoria normal, es decir
X(t+T)~ N[X(t)+ aT,b*T)
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3.2.1. Movimiento browniano aritmético

De los resultados que hemos obtenido se deduce que el parametro a puede interpretarse
como la variacién esperada de de la variable X por unidad de tiempo y b? como la varianza
condicionada de la variacion de la variable X por unidad de tiempo. En el caso de que
At — 0, podemos escribir

dX (t) = adt + bdW (£); X (0) = (3.21)

Que es la notacién que usaremos para generalizar los procesos de Wiener dotandolos de
tendencia (a) y permitir (mediante el parametro b) diferenciar distintos comportamientos
en cuanto a su volatilidad, es decir en cuanto a la incertidumbre sobre las variaciones de
las variables objeto de analisis. Los procesos estocasticos como el que se acaba de describir
reciben el nombre de Movimiento Browniano Aritmético (MBA)[13] y ha sido utilizado
en algunos modelos para describir el comportamiento de los tipos de interés. Existe un
caso particular de MBA para describir el comportamiento a lo largo del tiempo del interés
capitalizable instantdneamente r(t). El modelo es el siguiente:

dr(t) = adW(t);r(0) = 1o (3.22)

segin este modelo, el tipo de interés instantaneo sigue un MBA con tendencia nula (a =
0) y varianza condicionada por unidad de tiempo igual o2. El tipo de interés instanténeo
en una fecha futura ¢ > 0 se distribuye como una normal con media 7y y varianza o>t. se
debe notar que entre mayor es el valor de ¢, es decir cuando més nos adentramos en el
futuro, la incertidumbre con respecto a los valores que puede adoptar r(¢) son cada vez
mayores al ser mayor la varianza de r(t).

3.2.2. Movimiento browniano geométrico

Este tipo de proceso estocastico es comtunmente para describir variables financieras,
denotaremos como MBG y se puede describir como:

dX (t) = pX (H)dt + o X (1)dW (t) (3.23)

o alternativamente

dX (1)) X (£) = pdt + odW (t) (3.24)

En este caso la funcién de tendencia es a(X(t),t) = p- X () y la funcién de volatilidad,
o(X(t),t) = 0 X (t). Este proceso generalmente es usado para describir el comportamien-
to del precio de las acciones que no pagan dividendos o en general variables que crezcan
exponencialmente.

Se debe tener en cuenta que si se utiliza un MBA para describir el comportamiento
del precio de una accion, entonces su variacion esperada para un periodo de tiempo dado
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seria la misma con independencia del nivel del precio de la acciéon. Por lo tanto, entre
mayor sea el precio de la accién menor serd su rendimiento esperado por el contrario si
se supone que el precio de la accién sigue un MBG como el que se acaba de describir, la
variacion esperada del precio de la accién para un periodo de tiempo dado At vendra dada
por Ei[X (t + At) — X (t)] = uX(t)At siendo su rendimiento esperado, aproximadamente
EAX(t)/X(t)] = p - 0t por lo que u se puede interpretar como el rendimiento esperado
de la accién [13].

3.3. Medida de Wiener

Ahora veremos el proceso de Wiener como la construccion de una medida de probalilidad
en un espacio de caminos continuos. En apartados anteriores hemos definido el proceso
de Wiener como el limite de una suma de variables aleatorias de un modo parecido al que
utilizamos para integrar una funciéon continua: Sumamos una gran cantidad de variables de
varianza pequena. Conocemos la distribucion limite de estas variables, pero no sabemos si
les corresponde algin espacio de probabilidad, con una oc—algebra de conjuntos medibles
bien definida. Veamos en primer lugar que el mismo proceso de construccion, y la escala
utilizada para a nadir las pruebas independientes, hacen que una muestra del proceso de
Wiener sea una funcién continua (en un sentido probabilistico). Calculemos la siguiente
probabilidad:

1

P(Wiini — Wi > €) = P(WVAIN(0,1)] > ¢) = \/M/u e dy
xT|>€

Por otra parte, para €/v At > 1

(L'2 0 (L'2 o0 — x 8_227;
/ e_wdx:2/ e_wdx§2/ e 2Vaidr =
|z|>e € € \ At

De modo que:

P([Wisar — Wi > €) = o((AD™)¥n > 0, At — 0 (3.25)

donde la igualdad (3.25) se obtiene teniendo en cuenta que lim, . u™(e)"u = 0 para
todo n > 0 Si bien esta relaciéon nos dice que la probabilidad de dar un salto es de un
orden arbitrariamente pequeno respecto de At, esto no implica regularidad alguna. Es
decir, puede haber una muestra limite (que tendriamos que definir con precisién) que sea
discontinua, ya que en principio cualquier grafica se podria obtener al sumar la infinidad de
variables independientes. La nocién de la regularidad de estas muestras no tiene sentido
hasta que no definamos un ambiente natural en el que deben vivir los procesos limite
y le asignemos una medida de probabilidad. En ese caso podriamos intentar demostrar
una afirmacion del tipo: “el conjunto de funciones discontinuas tiene medida cero”, o “el
conjunto de funciones diferenciables tiene medida cero”.
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3.3.1. Construccion de la medida de Wiener

El proceso de construccion de la medida se basa en el hecho de que la familia de variables
W estd incluida de forma natural dentro del conjunto de funciones reales definidas en la
semirrecta real positiva. Es decir, una muestra del proceso limite es como asignar un valor
real a cada t > 0y en ese sentido nuestro espacio muestral deberia ser el conjunto enorme
de las funciones reales definidas en [0, +00). Sin embargo, teniendo en cuenta (3.25) es
posible restringirse al conjunto € de funciones continuas w : [0, +00] — R nos devuelve el
valor de la funcién continua w en t:

Wi(w) = w(t)

La distribucién de probabilidad de W; nos permite calcular la probabilidad de encontrar
a la variable en un intervalo real determinado. Esta distribucion marginal nos permitiria
definor la medida para unos subconjuntos de €2 muy particulares:

P(a <W; <b) = medida de los w que pasan por el intervalo [a,b] en ¢

El conjunto

Clpz i =weR:a<w(t)<b

Se llama conjunto cilindrico o ventana y su medida de probabilidad la definimos entonces
como:
et
V2rt
Esto es, usando la distribucién de la wariable W;, que es normal de varianza ¢ y media
cero. Para definir la probabilidad de la intersecciéon de dos ventanas Clq, p,1:019Clag bo):e2
debemos tener en cuenta la distribucién conjunta de las variables Wy v Wi (61 < t2)
caracterizada por la independencia del incremento AWy, := Wi — W,y respecto de Wy
La probabilidad que queremos medir es la de las funciones continuas que pasan en ¢; por
un intervalo [al, bl] y en ¢2 por un intervalo [a2,b2]. Para ello notemos que

P(Clap) == / oz, t)dx, ¢(z,t) == (3.26)

bl b2
Plag < Wy, <bi,ap < Wy, < by) = / / p(x1,t1; @2, ty)dz1drs (3.27)
al a2

bl pb2 bl b2
:/ / p(xa, to|z1, t1)p(x1, t1)dr1dy :/ P(xhtl)(/ (22, ta|xy, t)dzs)day
al a2 a

al 2
(3.28)
Donde en igualdad (3.27)se usa la densidad de la distribucién conjunta

p(x1,t1; 29, ta)drydeg := P(xy < Wy, <y +dry,an < Wy, < @9 + dg)
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La independencia de los incrementos nos dice que

p(x2, o]y, t1)dey = P(xg < Wip < xotdas|Wy, = 1) = P(ro—a1 < AWy, < 29—x1+dxs) = ¢(2o

(3.29)
donde AWy, _y, == Wy, — W,,. Finalmente:
bl b1
P(Clay b1 N Clag poit2) = P(x1,t1)( O(xg — 21, t0 — t1)dwo)day
al ay

Habiendo definido la probabilidad de la interseccion de eventos elementales, tenemos
entonces definida la unién:

P(O[ahbﬂ;tl N O[az,bz];t2) - P(C[a1,b1};t1) + P(O[az,bz};ﬂ) - P(P(C[a1,b1];t1 N O[az,bz];tQ))

Esto nos permite definir una medida en el algebra generada por los conjuntos cilindricos
fo (uniones e intersecciones finitas de estos conjuntos) [14]. A partir de aqui podemos
definir la sigma &lgebra f como la minima que contiene a fy y la medida se extiende en
forma continua a todos ellos. La definicién de esta medida, debida a Norbert Wiener, nos
permite integrar funcionales definidos en € (si probamos previamente que el funcional es
medible). Podemos interpretar, dado un funcional F'(w), a su integral

Jo Fw)dP, = [, F(w)dW

como el valor esperado del funcional F cuando w recorre las funciones continuas en un
intervalo dado.

3.4. Construccion de la medida de Wiener en finan-
zas

Si queremos, por otra parte, analizar la dinamica de la variable X, donde ésta presenta
movimientos aleatorios continuos y esta determinada tanto por situaciones deterministas
como por la incertidumbre, de manera que contiene la informacién generada por un pro-
ceso estocdstico y tenemos entonces que representar la dindmica estocédstica de a través
de la denominada ecuacién diferencial estocastica:

dX(t) = pX(t)dt + o X (t)dW(t) (3.30)

Donde p X (t)dt es un término de tendencia y o X (t)dW (t) es el diferencial de un proceso de
Wiener (estocdastico). D Donde X (t)dt mide la variabilidad de la variable a lo largo de su
trayectoria en el tiempo y o X (¢)dW (t) es una constante determinista. Por consecuencia,
representa una familia indexada de variables aleatorias en el intervalo de tiempo [0, T],
cuyas trayectorias que se obtengan son una aproximacién de una simulacién discreta de
un proceso continuo, las cuales son curvas continuas que no son diferenciables en ningin
punto.
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La derivacién de la ecuacion (3.30) proviene de lo siguiente: Dado un proceso de Wiener
W, se dice que cualquier proceso g pertenece a la clase L?[a, b] si es adaptado a la filatacién

b
(F'}iso tal que [ [g(s)Pds < oo

Es decir, el proceso debe ser de cuadrado integrable, donde el conjunto de puntos donde
no se cumple es despreciable. Ademas, el proceso es simple en [a, b] si existe un conjun-
to de puntos deterministicos a = tg < t; < --- < t, = b y un conjunto de constantes
CoyC1y v 5 Cpq tales que g(t) = cksity <t <--+ <ty parak=0,1,--- ., n—1,lo que
implica la constancia de g.

Por lo anterior, la integral estocdstica en el intervalo [a, b] del proceso simple g sera

b n—1
[ 96 (s) = 3 gV () — Wiee)
a k=0
Si existe una sucesién de procesos simples cuando n — oo entonces podemos obtener la
sucesiéon X, = fab gn(8)dW (s), para cada n, de forma que la sucesién X, tiene el limite,
X cuando n — oo entonces:

X, = / ()W (s) = Tim | g(s)dW(s) (3.31)

N
n+ooa

Donde X es un proceso estocéastico de ruido blanco y dadas las propiedades de espe-
ranza nula y varianza, entonces X es F}¥-medible p orque estd dentro de las trayectorias
del proceso de Winer en el intervalo [a, b]

Lo anterior implica que para cualquier proceso g € L?, el proceso x definido en (3.31)
para el intervalo [0,¢] es una F;-martingala. En consecuencia, si consideramos adicio-
nalmente al proceso estocdstico X un nimero real xo y  y o como dos procesos F}”
adaptados, tenemos que:

X(t) =xo + /t p(s)ds + /t o(s)dW (t) para toda t > 0 (3.32)

Si consideramos la condicién inicial X (0) = z( y diferenciamos (3.32) obtenemos el
diferencial estoccastico de X dado por:

dX(t) = p(t)dt + o(t)dW(t) (3.33)

Esta ecuacion representa la dinamica estocastica de X, donde el primer término corres-
ponde a la tendencia y el segundo término es el componente de ruido gaussiano (aleatorio).
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Ambos términos pueden ser representados por funciones del tipo f = f(¢, X) siendo
éstas diferenciables una vez en t y doblemente diferenciables en X. Por tanto, podemos
transformar (3.32) en lo que se denomina proceso de difusién, el cual es un proceso es-
tocastico dado por la ecuacion:

dZ = f(t, X (1))(t) = u(t, X (£))dt + o(t, 2(t))dW (t) (3.34)

La cual puede relacionarse con modelos deterministicos con incertidumbre y es plena-
mente coincidente con (3.30) en términos del tiempo y el problema entonces se reduce a
encontrar un proceso estocastico que satisfaga la ecuacion diferencial estocastica y la con-
dicién inicial. Sin embargo, para resolver la ecuacién diferencial estocdstica, es necesario
que se encuentre primero el diferencial de una funcién de un proceso estocastico. Para
hacerlo se utiliza el denominado Lema de Ito que proporciona la soluciéon simple a una
ecuacion diferencial estocdstica como (3.33). Donde, , entonces la solucién es el proceso
estocastico denominado ademas, si ¢ y ¢ son constantes y ¢ > 0, entonces la solucion
es un proceso estocastico denominado Movimiento browniano geométrico, la cual cumple
con las siguientes propiedades:

= X es un proceso estocéstico F}V-adaptado
= X tiene trayectorias continuas,
= X es un proceso de Markov

= Existe una constante ¢ tal que E[|z(t)|] < ce(1 + |zo|?)
asi la solucion esta dada por:

X (1) = zo(e)r2o)HoW () (3.35)

cuyo valor esperado es:

E[X(t)] = wo(e)" (3.36)

(3.35) es una solucién valida cuando el proceso estocdstico tiene un sola fuente de
aleatoriedad. Si hay mas de una fuente, entonces se tendran soluciones que muestran
procesos brownianos n-dimensionales [15].

3.5. Resumen

En este capitulo se presento una descripcién de lo que es la integral de Wiener comen-
zando desde su origen como un proceso estocastico hasta llegar a la construccién de una
integral apta para este tipo de proceso. La integral de Wiener es una integral funcional
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debido a que se integra sobre el espacio de funciones. Al tratarse de una integral estocasti-
ca su resolucion no es inmediata por ellos se requiere del uso del método de Monte Carlo
para generar las trayectorias segun las propiedades de la integral. Resolver esta integral
por métodos analiticos resulta muy complicado por lo que debe ser calculada por me-
dio de un método numérico. Las variables aleatorias generadas para la construccién de
las trayectorias son obtenidas por medio de un algoritmo que arroja muestras con com-
portamiento normal debido a que los problemas que se tratan requieren de este tipo de
comportamiento.
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Capitulo 4

Diseno del sistema

Este capitulo tiene como objetivo presentar el andlisis y el disenio de la arquitectura
general del sistema. Se presenta la descripcion y la implementacion de los algoritmos
de manera secuencial asi como su implementacién paralela en CUDA. Se muestra la
generacion de trayectorias, la forma en la que deben ser introducidos los datos al igual
que la forma en la que se muestran las salidas.

4.1. Diseno secuencial

El diseno secuencial nos ayuda a darnos cuanto Cuanto es que el tiempo disminuye o
aumenta en el peor de los casos. En el presente trabajo el diseno secuencial se llevo a cabo
en el lenguaje de programacion C debido a su gran similitud con CUDA. En el diseno
secuencial Se utilizo una imlementacion de Mersenne Twister en lenguaje C.

4.2. Numeros aleatorios

Para la generacion de los niimeros aleatorios se utilizo una implementacion del Mersenne
Twister en C!. Por medio de este algoritmo se obtuvo un arreglo con numeros entre cero
y uno con distribuciéon uniforme. Este arreglo es el que se pasa como argumento a una
fioncion llamada boxmuller. En la funciéon boxmuller se implementa el algoritmo Box-
Muler para generar pares de numeros con media cero y varianza uno. El proceso para
ejecutar ambas funciones y las acciones llevadas a cabo en forma similar a lo que se hace
en la implementacién paralela. En la figura 7?7 se muestra el proceso que sigue el diseno
puramente secuencial.

En la funcién encargada de generar los caminos aleatorios se obtiene s6lo un promedio
det total de caminos generados y es lo que la funcién regresa al proceso principal. Una vez

thttp://www.math.sci.hiroshima-u.ac.jp/ m-mat/MT/VERSIONS/C-LANG /ver991029.html
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que el proceso principal tiene este promedio es usado para obtener el precio aproximado
del de la opcion del bien subyacente.

4.3. Diseno paralelo

La iplementacién paralela? hecha en CUDA se asume que muy pocas veces los caminos
simulados van mas alla de los cientos de millones, entonces para mantener a la GPU
eficientemente ocupada lo que se hace es valorar mas de una opcién a la vez. SA se quiere
valorar una opcién entonces podemos optar por usar un solo bloque de hilos o mas de
un bloque de hilos en una grid en una sola dimension. El problema de valorar multiples
opciones a la vez es un buen candidato para pensar en una grid bidimensional donde los
bloques en X representa los bloques por opcién y Y en nimero de opciones a las cuales
estan siendo valoradas. La figura 4.2 representa la forma en la que luciria la grid en caso
de estar valorando 8 opciones y que para su calculo cada opcién cuente con 16 bloques de
256 hilos cada uno.

4.3.1. Generacién de nimeros pseudoaleatorios

Para la generacién de niimeros pseudoaleatorios primero se generaron nimeros con una
ditribucion uniforme con el generador Merssenne Twister. Despues de obtener los niime-
ros con distribucion uniformes se aplica una tranformacion para obtener la distribucion
deseada, en este caso normal.

4.3.1.1. Mersenne Twister

El algoritmo es apropiado para el modelo de programaciéon CUDA ya que puede usar
la aritmética bit a bit y una cantidad arbitraria de escrituras a memoria. Por un lado,
el t Mersenne twister, como la mayoria de los generadores pseudoaleatorios, es iterativo,
por lo que es dificil de paralelizar en un solo paso de actualizacién de estado tornado
entre varios hilos de ejecucion. Por otro lado la GPU tiene que tener miles de hilos en
la grid de lanzamiento con el fin de ser utilizado plenamente. La solucién corta y simple
es tener muchos Mersenne twister simultaneamente procesados en paralelo. Pero incluso
"muy diferentes” (por definicién) valores iniciales de estado no impiden la emisién de se-
cuencias correlacionadoas por cada generador compartiendo idénticos parametros. Para
resolver este problema y permitir la ejecucion eficiente de Mersenne Twister en arquitec-
turas paralelas, demt, una biblioteca sin conexién especial para la creacién dinamica de
los parametros de Mersenne Twisters, fue desarrollado por Makoto Matsumoto y Takuji
Nishimura.

2http://developer.download.nvidia.com /compute/cuda/1.1-Beta
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La biblioteca acepta los 16 bits del id del hilo como una de las entradas, y codifica
este valor en los parametros de Mersenne Twister sobre una base por "hilo”, de modo
que cada hilo puede actualizar el twister de forma independiente, al tiempo que conserva
buena aleatoriedad de la salida final.

SpawnTwisters.c utilizando la biblioteca demt0.3, se ejecuta primero, para precompu-
tar configuraciones para cada indice de hilo de la grid CUDA, la cual es cargada por
la aplicacion paralela de Mersenne Twisters en tiempo de ejecucion. A pesar de que un
Mersenne twister esta completamente definido por 11 parametros, sélo los parametros
del vectores de bits varian en funcién de cada hilo por el mismo periodo y semillas demt
(que es el caso): a - la fila inferior de la matriz A; b, ¢ - templado méscaras de x.T
transformacion. El resto de los pardmetros (enteros) se comparten entre todos los hilos, y
puede ser simplemente inline en la fuente. En tiempo de ejecucién de cada uno de CUDA
hilos de almacena el estado en la memoria local del arreglo, y ya que n y m son los mis-
mos para todos los hilos, cada hilo dentro de un warp accesa al mismo indice de estado,
y conjuntos de estado lee / escribe siempre se fundieron. La figura 4.3 ilustra el proce-
so paralelo que se siguié en la creacion de los niimeros paralelos con distribucién uniforme.

4.3.1.2. Variables aleatorias normales

Una variable aleatoria normal X esta distribuida normalmente con media p y varianza
o, si la funcién de densidad de probabilidad esta dada por:

1 (z—p)?

[@) = 55t

2ro

4.3.1.3. Aplicando el método

Tenemos X y Y que son variables aleatorias unitarias independientes y R y 6 las
coordenadas polares del vector (X,Y) entonces:

Y
R?=X?4+Y? tanf = —
+ an e

Como X y Y son independientes, entonces su densidad conjunta es el producto de sus
densidades individuales que esta dada por:

[

1 x2 1 Yy

f(x7y> = \/%6_7 \/%6_7
flo) = oo 7 (1.1

Para determinar la densidad conjunta de R* y 6 la llamaremos f(d,#), haciendo el
cambio de variables:
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d=z"+y° 0= tg‘l(%)

El cambio de variable se expreso en las dos funciones en terminos de = y y para luego

poder alcular el Jacobiano. Para ello recordemos su definicién:
Sean =z = g(u,v) y y = h(u,v) entonces el jacobiano de x y y con respecto a u y v es

como se muestra a continuacién denotado por:

Iz,y) |2 g—g B |8x0y Oz 0y
Ou,v) |55 2 'oudu v v
Antes de encontrar el jacobiano se calculan las derivadas parciales de z y y.
d= 1’2 + y2
od od
— =2r — =2
ox . dy 4
-1/Y
0=tg (=
g ()
90 1 —y
Or 14 ()% 22
00 1 1

oy 1+ (D
Ya que e han calculado las derivadas parciales se calcula el determinante de ellas,
aplicando la difinicion anterior del jacobiano, pero on respecto a x y y. Entonces:

Jf 8(d, ‘9) _ [2'7: 1+(1y)2 ;_g]

e 8(:L',y) 2y 1+(%)2

1 1 —Y
=20 () (2) — 2y (wotew ) =5 = 4y =

El jacobiano de esta transformacion es decir, el determinante de las derivadas parciales
de d y theta con respecto a x y y es igual a 2.La ecuacion 4.1 implica que la funcién de

densidad conjunta de R* y 6 estd dada por:
11 _a
d,f) =—-—e 2
Como las variables R y # son independientes, sus funciones de densidad vienen dadas

,0<d<oo, 0<6<2m

por:

T 7‘2

f(ry=rez =Fr)=1—-e 2 =

N



4.3. DISENO PARALELO 47

1 6
f(0) = 5 = F(0) = o =60 =21U
Ahora es posible generar un par de variables aleatorias normales estandar independentes
X y Y utilizando R? y § para generar primero sus coordenadas polares (X = Rcosf Y =
Rsen®) y luego transformarlas de nuevo en coordenada retangulares.
Para generar variables aleatorias normales se hace uso del metodo de Box-Muller en el

siguiente orden:

1. Generar nimeros aleatorios Uy y Us

2. R? = —2log U, entonces R? e exponencial con media 2, § = 27U, 0 es uniforme
entre 0 y 27

3. Ahora sean

X = Rcosf = /—2log Uy cos 2wU,
Y = Rsenf = \/—2log U, sen 27U,

El kernel encargado de transformar las variables uniformes a variables normale recibe
un arreglo que antes ya fue generado en el kernel Mersenne Twister. éste arreglo es enviado
a el kernel encargado de ejecutar Box-Muller con 32 bloques de 128 hilos cada uno. Se
tiene un total de 4096 hilos. Cada hilo esta encargado de generar tantas muestras normales
como el total de muestras uniformes entre 4096. El orden que se sigue para la creacion de
nimeros con distribucion normal a partir de los obtenidos con una distribucién uniforme
es ilustrado en la figura 4.4.

4.3.2. Generacion de trayectorias

Para la genaracién de los posibles caminos que un precio puede recorrer se siguieron
dos prespectivas. En la primera se usa mas un bloque para la generacién de trayectorias
y en la segunda se utiliza un sélo bloque para la generacion. La eleccién de una u otra
solucion se hace con base en la cantidad de caminos que se quieren simular. En la figufa
se muestra un diagrama de flujo que ilustra como se toma la decicién de usar uno o mas
bloques y que es lo que cada eleccion conlleva.

4.3.3. Uso de un bloque por opcion

En esta perspectiva lo que se hace es tomar ventaja de la memoria conpartida entre los
hilos de un bloque y asi obtener un vector del tamano del bloque con las sumas parciales.
Se declara un arreglo A en memoria compartida del tamano del bloque. Con el id de
cada hilo se accesara a cada posicion del arreglo. Cada hilo es responsable del calculo de
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varios aminos de simulacién y la acumulacién de las sumas obtenidas en la pocisién que
le corresponde en el arreglo segun se id.

En la figura 4.6 se muestra una representacion de lo que se hace.

Una vez obtenido el arreglo con todas las sumas parciales éste se somete a una reduccion
en la que se hace la suma total y es enviada a la pocicién cero del arreglo A. Esta posicion
cero es la que se regresara al host para realizar el célculo final de la opcién y los intervalos
de confianza. En la reduccién lo que se hace es dividir en dos partes el arreglo A y sumar
asi el elemento Ay con el elemento A, i, el elemento A; con el elemento A, - y asi
sucesivamente hasta que las sumas se colocan en los primeros n/2 elementos. Para ilstrar
esto en la figura 4.8 se muestra un ejemplo de lo que sucederia con un arreglo de tamano
8. En nuestra implementacion se tiene un arreglo de tamano 128.

En la implementacién se tienen dos arreglos de tamano 128. En el primer arreglo se
acumulan las sumas parciales obtenidas y en el segundo la sumas parciales de los cuadrados
obtenidos de cada caalculo, esto para mas tarde calcular la desviacién estandar de los
caminos de simulacion y los intervalos de confianza.

4.3.4. Mas de un bloque por opcién

En este enfoque lo que se pretende es mantener eficientemente ocupada a la GPU,
pues al ser muchos los calculos que se tienen que hacer es conveniente que el trabajo sea
dividido entre los hilos de mas de un bloque. En este caso al estar involucrado mas de un
bloque en los calculos para determinar el precio de una misma opcié no es posible usar
memoria compartida pues ésta se comparte solo entre los hilos de un mismo bloque. La
estrategia que se sigue es usar la memoria del device. En la figura 7?7 se muestra lo que
se hace al usar mas de un bloque por opcion.

Ahora para reducir la suma es necesario mandar a llamar a un nuevo kernel para
hacer una reducciéon de los elementos en la memoria del device a un arreglo de tamano
128 localizado en memoria compartida. Se dividen los 4096 elementos por el niimero de
elementos que tiene el nuevo arreglo en memoria compartida. En este caso son 32, cada
elelmento en memoria compartida va a tener la suma de 32 elementos del arreglo en
la memoria del device. Una vez que ya se tiene la suma de todos los elementos en la
memoria comparida es posible mandar a llamar la anterior reduccion donde el arreglo se
va partiendo en dos hasta tener el total de los elementos en el elemento cero.

4.4. Entrada y salida de datos

En cuanto a la entrada y salida de los datos es necesario contar con un precio inicial
So, el precio del bien subyacente X, la volatilidad v, la tasa libre de riesgo r, el tiempo
de vencimiento de la opcién T, el incremento de tiempo At y la barrera que puede tocar
esa opcidn. para efectos de pruba todos los datos son generado de forma aleatoria con la
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funciéon RandFloat. Estos datos que se generaron de manera aleatoria son almacenados
una vez en arreglos de tamano maximo 256 debido a que éste es el nimero méximo de
valoracion de opciones con los cuales se hicieron pruebas.

La salida de las pruebas es un archivo con el valor de la opcién que arrojo Monte Carlo
y los intervalos de confianza.

4.5. Resumen

Este capitulo presento el diseno de la arquitectura desarrollada. El diseno presenta
implementaciones con diferentes cantidades de trayectorias pues esto es necesario para
hacer comparaciones respecto a los resultados arrojados. La entrada y salida de los datos
es una parte importante. ésta es la parte que mas interesa al usuario final es por eso que
se presentas los formatos en los cuales los datos requeridos deben ser introducidos y la
manera en que se muestra el resultado.
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Devuelve el promedio de to-
dos los aminos simulados

:

Se calcula el precio final de
opcion y loa intervalos de
confianza

Figura 4.1: Diseno secuencial.
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Opcion 0

Opcion 1

Opcion 8

Figura 4.2: Grid para la valoracion de 8 opciones con 16 bloques cada una.

Llamada al kernel

Administrador de
hilo de ejecicion

Hilo 0 Hilo 1 Hilo 2 Hilo MxN

Arreglo de numeros
| con distribucion uniforme

lar a2 a3 |as [~ |amxn

Copia al Host

Figura 4.3: Proceso de ejecucion del kernel para generar niimeros con distribucion uniforme
a través de Mersenne Twister.
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CPU Host GPU Device
Grid
Invocacion del kernel - | Bloque O |
MersenneTwister
B | Bloque 1 |
+ | Bloque 2 |
Arreglo de numeros con
distribucion uniforme | Bloque 32 |
Invocacion del kernel » Grid
Box—Muller < | Bloque 0 |
* | Bloque 1 |
Arreglo de numeros
L Bloque 2
con distribucion normal | g |
| Bloque 32 |

Figura 4.4: Proceso de ejecucion de los kernel para generar nimeros con distribucion
normal.
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Se usan 16 bloques por opcion
Es M>1000000 y se usa memoria global

Se usa un bloque por opcion y
se usa memoria compartida

Figura 4.5: Proceso de decisién respecto a los bloques y el tipo de memoria usada para
los calculos.

Administrador de hilos

de ejecucion
Hilo 0 Hilo 1 Hilo 2 Hilo 126 Hilo 127

Arreglo de sumas parciales A
Arreglo en memoria compartida

Figura 4.6: Acumulacion de sumas parciales en la memoria compartida del bloque.
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Figura 4.7: Reduccién de las suma de un arreglo con sumas parciales en memoria com-
partida.

Administrador de hilos
de ejecucion

. Al ial
: |, ATEgIS 48 Sumas pACRIES A

Figura 4.8: Ejecucion de un kernel con multiples bloques por opcién



Capitulo 5

Resultados

En este capitiulo se presentan los resultados obtenidos en el presente trabajo de tesis.
Se presentan las tablas de tanto de la implementacién secuencial como de la paralela y
los tiempos de ejecucion.

5.1. Resultados de la implementacion paralela

Los productos obtenidos con la implementacion paralela hecha en cuda son un programa
que ejecuta el método de Monte Carlo para opciones de barrera, pero que facilmente se
extiende a cualquier opcién que tenga dependencia de caminos. Se muestran los precios
que obtenidos con diferentes combinaciones de parametros que van de 100 a 10000 con
100 o 1000 pasos cada una de ellas.

en la tabla 5.1 Se muestran las aproximaciones obtenidas con las diferentes combina-
ciones entre caminos y pasos por camino. No se muestran mas tablas con el contenido
de 8, 16, 32 o mas opciones debido a que para una misma opcion al producirse la mis-
ma secuencia de numeros aleatorios se genera el mismo resultado. Por lo tanto en las
aproximaciones obtenidas los unicos parametros que influyen son los caminos y los pasos.

Latabla 5.2 se muestran las aproximaciones obtenidas con la emplementacién secuencial

en C.

caminos,/pasos 100 1000
100 0.04098 | 0.28714
1000 0.411352 | 0.293581
10000 0.391853 | 0.10345

Tabla 5.1: Aproximaciones implementacion paralela

95
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caminos,/pasos 100 1000
100 0.164529 | 0.089883
1000 0.134951 | 0.0.089657
10000 0.104002 | 0.105598

Tabla 5.2: Aproximaciones implementacion Secuencial.

5.1.1. Tiempos de ejecucién para las pruebas realizadas con op-
ciones de Barrera

En la presente seccid se presentan las graficas que muestran en verde el tiempo de
ejecucion de la implementacion paralela con CUDA. cada grafica muestra una diferente
combinacion de caminatas generadas y el nimero de pasos que hay en cada una de ellas.
las caminatas van de 100 a 10000 y el nimero de pasos de 100 a 1000. cada ejecucién se
realizé para valorar 2, 16, 32, 64, 128 y 256 opciones.

La grafica 5.1 muestra la comparacion de los tiempos de ejecucion entre la implemen-
tacion paralela y la implementacion secuencial.

0.12 T T T T

T
"M100N100.dat" using 1:col
"M100N100.dat" using 1:col -~

0.1 1

0.08 |- -

0.06 |~ -

0.04 - -

002 [  pemeeeemeee- E

4 t 4 |
0 50 100 150 200 250 300

Figura 5.1: Tiempos de ejecucion con 100 caminatas aleatorias y 100 pasos por caminata.
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la grafica 5.2 se muestran los tiempos de ejecucion entre las implementaciones realiza-
das con un total de 1000 caminos y 100 pasos por camino.

14 T T T T T -
"M1000N100.dat" using 1:col
"M1000N100.dat" using 1:col ——--~

12 - -

08 I -

06 |- —

04 E

0.2 - — 1

0 50 100 150 200 250 300

Figura 5.2: Tiempos de ejecucion con 1000 caminatas aleatorias y 100 pasos por caminata.
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La gréafica 5.3 muestra los tiempos de ejecucién de las implementaciones realizadas con
un total de 100 caminatas con 1000 pasos en cada una de ellas.
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"M100N1000.dat" using 1:col
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0 50 100 150 200 250 300

Figura 5.3: Tiempos de ejecuciéon con 100 caminatas aleatorias y 1000 pasos por caminata.
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La grafica 5.4 Muestra los tiempos de jecucion obtenidos para 1000 caminatas aleatorias
con 1000 pasos en cada una de ellas.

12 T T T T
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“M1000N1000.dat" using 1:col
“M1000N1000.dat" using 1:col —---~
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Figura 5.4: Tiempos de ejecucién con 1000 caminatas aleatorias y 1000 pasos por caminata.
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La grafica 5.5 Muestra los tiempos de ejecucion obtenidos generando 10000 caminatas
aleatorias con 100 pasos por caminata.

14 T T T T
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“M10000N100.dat" using 1:col
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Figura 5.5: Tiempos de ejecucién con 10000 caminatas aleatorias y 100 pasos por caminata.
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La grafica 5.6 muestras los tiempos de jecucion obtenidos simulando 10000 caminatas
con 1000 pasos en cada una de ellas.
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Figura 5.6: Tiempos de ejecucién con 10000 caminatas aleatorias y 1000 pasos por cami-
nata.
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Capitulo 6

Concluciones y trabajo futuro

6.1. Conclusiones

Monte Carlo es un método muy costoso computacionalmete, pero tiene la ventaja de
ser flexible y facilmente adaptable al calculo de cualquier opcién que tenga dependencia
de caminos.

El método de Monte Carlo es un candidato ideal para la programacion paralela de
bido a su paralelismo intrinseco. A medida que la precisiéon de los resultdos quiere ser
aumentada es necesario incrementar el nimero de ensayos que se realizan. En la presente
implementacion se tienen no sélo un determinado nimero de simulacién de caminos, ade-
mas cada camino se divide en cierto niimero de pasos lo que complica atin mas el calculo
pues se requieren tantos nimeros aleatorios diferentes como simulaciones de caminos se
quieran hacer por el total de los pasos y cada camino podia tener una cantidad de pasos
muy grande, ain cuando los caminos sean pocos.

El modelo de programaciéon CUDA fue adecuado para la resolucién del método de
Monte Carlo debido a que quita toda la responsabilidad de pensar en como realmente se
esta ejecutando en hardware el programa. Es necesario conocer como es que la paraleliza-
cion, la division del trabajo y la ejecucion se esta llevando a cabo, pero sin duda alguna
es un lenguaje apropiado para ser usado en computo cientifico debido a su facilidad de
aprender y lo parecido que tiene con C.

6.2. Trabajo futuro

Como trabajo futuro se tiene:

= Ampliar el programa para permitir la resolucién de las integrales de Ito y Feyman.

63
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= Ampliar el programa para permitir la generacién de trayectorias utiles en problemas
relacionados con las fisica, la quimica, la biologia etc.

= La realizacién de una interfaz grafica que pueda cargar datos reales de forma auto-
matica o poder hacer configuraciones de entrada dentro de la misma interfaz ademas
de una obtencion de resultados en archivos o en la interfaz.

= Realizar los ajustes pertienetes para que el programa pueda des ejecutado en cual-
quier tarjeta de la familia Nvidia.
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